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PROBLEMES D’INDETERMINATION
EN ANALYSE EN FACTEURS ET ANALYSE
EN COMPOSANTES PRINCIPALES OPTIMALE

J. Fine

Laboratoire de Statistique et Probabilités, URA CNRS D0O745
Université Paul Sabatier, 31062 Toulouse cedex, France

RESUME

Pour un méme type de données (observations de p variables quantitatives sur 72 individus)
deux analyses sont couramment utilisées : I’Analyse en Composantes Principales (A.C.P.) et
I’ Analyse en Facteurs (A.F.).

L’A'F. présente trois problemes d’indétermination que nous décrivons, le plus important
étant I’indétermination des facteurs.

Par ailleurs, plusieurs études ont permis de montrer qu’une légére modélisation de
I’A.C.P. (par le modele 2 effets fixes) conduit & un choix optimal de la métrique M sur I’espace
des individus.

Nous montrons alors que la seule approximation communément admise des facteurs
communs de I’A.F. est obtenue a partir de I’ A.C.P. définie ci-dessus.

Mots-clés : Analyse en Composantes Principales, Analyse en Facteurs, Modéle a effets fixes,
Indétermination des facteurs, Métrique optimale.

SUMMARY

For the same data matrix (observations of p quantitative variables on 7 statistical units)
two analyses are currently used : Principal Component Analysis (P.C.A.) and Factor Analysis
(FA).

F.A. presents three indetermination problems that we expose, the most important of them
beeing the factor score indetermination.

Besides, several studies show that a light modelization of P.C.A. (using the fixed effect
model) leads to an optimal choice for the metric M on unit space.

Finally, we show that the only one commonly accepted approximation of F.A. common
factors is obtained from the P.C.A. defined above.

Key-words : Principal Component Analysis, Factor Analysis, Fixed effect model, Factor score
Indetermination, Metric choice.
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1. Introduction

Soit Y une matrice n x p de données dont les éléments sont les valeurs prises
par n individus sur p variables quantitatives. Pour traiter ces données et lorsqu’aucune
information auxiliaire n’est disponible, deux méthodes sont couramment utilisées :
I’ Analyse en Composantes Principales (A.C.P.) et I’ Analyse en Facteurs (A.F.). Nous
présentons ces deux analyses et nous exposons les débats qui opposent les adeptes de
chacune de ces deux méthodes.

Le paragraphe 2 concerne ’AF. : le modele de I’A.F. et les différents types
d’indétermination. Le plus sévere est I’indétermination des facteurs, c’est-a-dire que,
quelque soient les contraintes utilisées, le modele d” I’A.F. admet une infinité de
solutions. La pratique consiste a fournir un seul prédicteur pour I’ensemble des
solutions, prédicteur obtenu a partir d’une A.C.P..

Dans le paragraphe 3 nous présentons I’A.C.P. classique (Hotteling, 1933) et
I’ A.C.P. descriptive avec choix arbitraire de la métrique M sur I’espace des individus.
Plusieurs études ont permis de montrer qu’une légere modélisation de I’A.C.P. (par
le modele a effets fixes) conduit & un choix optimal pour M.

En conclusion nous montrons que la seule approximation communément admise
des facteurs communs de I’A.F. est obtenue a partir de I'A.C.P. optimale définie ci-
dessus.

2. Le modele de ’analyse en facteurs

2.1 L’Analyse en Facteurs

L’ Analyse en Facteurs (Communs et Spécifiques) est introduite par Spearman
en 1904 pour un seul facteur commun et généralisée par Garnetten 1919 pour plusieurs
facteurs communs. A partir de 1936, Thurstone, qui semble ignorer les travaux des
anglais qui I’ont précédé, popularise I’analyse en facteurs communs multiples grace
a la revue Psychometrika. Cf. aussi Thurstone, 1935, 1947.

Soit Ly ’espace des variables aléatoires réelles (v.a.r.) admettant des moments
d’ordre 2. C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire qui a (f, g) associe
E(fg). Dans la suite, toutes les v.a.r. sont supposées appartenir a Lo.

Soit y = (y!...y?)" un vecteur aléatoire de RP. On confond le vecteur et la

matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique. Le modele de I’ AF. est
alors le suivant :

Ilexiste A, p X q,u, p X 1,
=1 f9), B(f) =0,

e=(el...e’) E(e) =0,E(fe/)=0 (2.1)
et E(ee’) diagonale réguliere, tels que :
y=Af+nte

On aalors E(y) = .
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Onpose:z =y —pu, 2= FE(xz'),®=E(ff)et ¥ = E(ee’).

On déduit du modele de I’ Analyse en Facteurs (2.1) la relation suivante entre
les matrices de covariance, appelée dans la suite modele de stucture de covariance :

S = ADA + T (2.2)

Avec des notations évidentes on a, pour tout j de 1,...,p:

q
xj:Z)\ffk+e].

k=1

Les éléments f!, ..., f¢ de f sont appelés les facteurs communs aux p variables
observables et les éléments e!, ..., eP sont appelés les facteurs spécifiques. Ils sont
parfois appelés facteurs uniques et chacun d’eux est supposé décomposable en la
somme d’un facteur spécifique et d’une erreur. Nous ne ferons pas cette distinction
et préférons utiliser le terme spécifique plut6t qu’unique.

La matrice A est appelée en anglais «factor loadings matrix» ou «pattern
matrix». Lorsque 1’on suppose ® = I, A est la matrice des covariances entre les
variables observables et les facteurs communs : A = E(z f').

On remarque que I’on a :

diag (X) = diag (A®A') + ¥
et Y —diag () = A®A" — diag(APA").

Les covariances des variables observables sont complétement reconstituées a
partir des facteurs communs. En revanche, les variances se décomposent en une
part due aux facteurs communs appelée communalité et une part due aux facteurs
spécifiques appelée spécificité (ou unicité).

Sans perte de généralité on suppose que ® est de rang g, sinon on se ramene a
des facteurs communs linéairement indépendants pour une valeur inférieure a q.

Sionpose z=Af +pet® =E((z— p)(z—p)) = APA’, on a un modele
a effets aléatoires dont la présentation est assez proche du modele a effets fixes qui
sera exposé au paragraphe 3.4. :

y = z + e, ou z est un effet aléatoire appartenant presque sirement a un sous-espace
affine de dimension q, I, de R? et e est une erreur aléatoire centrée, non corrélée
avec z et de matrice de covariance diagonale réguliére.

En fait e est ici le vecteur des facteurs spécifiques et les différences essentielles
par rapport au modele 2 effets fixes sont

1) le caractere aléatoire des effets,
2) ’hypothese de non corrélation des erreurs (U diagonale),

3) 'introduction des facteurs communs.
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Si A est une matrice carrée d’ordre p diagonalisable, on note [A], I’espace
engendré par les vecteurs propres associés aux ¢ plus grandes valeurs propres de
A(q < p), et on I'appelle g-espace principal de A.

Commeona:Y =0+ V¥, donc aussi : XU ~1 = Q0! + ], il est aisé de voir
quel'ona: F, = u+ E, avec E; = Im(0) = [S¥~1],.

L’existence d’une solution (A, ®, ¥) du modele (2.2) est une condition néces-
saire de l’existence d’une solution (A, f,e) du modele (2.1) aussi la démarche
consiste-t-elle a étudier d’abord le modele (2.2) puis le modele (2.1).

I1 est important de différencier les deux aspects de ’A.F. :

1) I’estimation de A («factor loadings»), afin d’étudier les relations entre les
variables observables et les facteurs communs.

2) I’ «estimation» de f («factor scores»), afin de prédire les valeurs de f sur les
individus a partir des valeurs observées sur les variables initiales.

L’A.E. a une propriété souvent mise en avant pour la préférer a ’A.C.P. :
son invariance par changement d’échelle des variables. En effet, soit D une matrice
diagonale, on déduit du modéle (2.2) que 'on a :

DY.D = (DA)®(A’'D) + (DY D), avec DV D diagonale.

La solution (A, ®, V) pour X fournit donc la solution (DA, ®, DW D) pour
DX.D. En particulier il est indifférent de faire ’analyse sur la matrice de covariance
ou sur la matrice de corrélation.

11 existe plusieurs niveaux d’indétermination :

1) Le probleme d’identification de A («factors loadings») appelé encore
probléme de «rotation» des facteurs communs.

2) Le probléme d’identification du modele de structure de covariance (2.2).

3) Le probléme d’indétermination des facteurs («factor score indetermination»)
dans le modele (2.1).

2.2. Probleme de «rotation» des facteurs communs

On peut remarquer que, si (A, f,e) est solution de (2.1) alors, pour tout
A matrice ¢ x q réguliere, (AA, A1 f,e) est solution de (2.1). De méme, si
(A, ®, ¥) est solution de (2.2) alors (AA, A~1®A’~1 W) est solution de (2.2). Cette
indétermination correspond au choix d’une base (A1, ..., A7) du sous-espace E, de
R? dans lequel appartiennent p.s. les effets aléatoires centrés, ou encore de fagon
duale, au choix d’une base (f1, ..., f?) de I’espace des facteurs communs dans L.

Il est possible, a partir d’une solution f, en utilisant une transformation
réguliére A dans I’espace des facteurs communs, d’obtenir des facteurs plus facilement
interprétables. Les éléments de A étant les coordonnées des variables observables sur
les facteurs communs, si A contient de nombreux éléments nuls (structure simple pour
A), I'interprétation des facteurs communs devient plus facile. La transformation A a
pour objectif d’obtenir une structure approximativement simple pour A, ¢’est-a-dire,
avec le plus grand nombre possible d’éléments proches de zéro.
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Si la solution initiale f est composée de facteurs orthogonaux et que 1’on désire
conserver cette propriété, on utilisera des rotations (transformations orthogonales).

La recherche d’une structure approximativement simple pour A repose sur
des méthodes procrustes (Mosier 1939, Green 1952, Schonemann 1966, Browne
1967). Des algorithmes sont implémentés sur les logiciels usuels de statistique
tels que BMDP, SPSS, SAS. Les plus connus sont VARIMAX (Kaiser, 1958) ou
QUARTIMAX pour les transformations orthogonales, QUARTIMIN, OBLIMIN
(Carroll, 1953,1957), OBLIMAX (Saunders, 1961), PROMAX (Hendrickson et
White, 1964), direct OBLIMIN (Jennrich et Sampson, 1966) pour les transformations
obliques. Cf. Clarkson et Jennrich, 1988 pour une revue.

Ce probléme de «rotation» des facteurs est de faible importance. Il n’affecte
en rien I’intérét et les fondements de I’ A.F.. Pourtant certains défenseurs de I’A.F. ne
semblent connaitre que ce probléme et trouvent injustifiées les méfiances de certains
statisticiens a I’égard de I’A.F. qu’ils pensent étre dues a ce probléme (cf. Everitt
et Dunn, 1991). Cf. aussi Jackson, 1991, p. 396 : «Furthermore, factor analysis
methodologie usually includes a rotation to simple structure... Therefore, even if a
solution is determinate, it is only up to a rotation...there has been considerable furor
about this practically since the beginning of F.A. and even at this point in time there is
some controversy about the properties of this condition. Rather than dwell on this any
further here, the reader may consult Steiger (1979) for more details of this problem.
A pair of papers by Heermann (1964, 1966) are also of interest because they discuss
both the geometric and algebraic concepts of indeterminacy.»

11 faut noter que les trois références citées concernent le probleme d’indétermi-
nation des facteurs qui sera étudié au § 2.4..

Dans la mesure ou, pour ¥ fixé, a partir d’une solution (A, f) de (2.1), on peut,
grice a des transformations A, obtenir toutes les solutions (AALATLS ), on choisitdans
la suite, sans perte de généralité, de chercher une solution (A, f) de (2.1) vérifiant

E(ff)=1 (2.3)
A U~1A diagonale (=T') (2.4)

Ceci peut encore étre traduit de la facon suivante. Si I’on pose :
S ={(A, f,e) | (A, f,e) solution de (2.1)}, alorson a :
S={(AA, A7 f e) | (A, f,e) sol.de (2.1),(2.3) et (2.4), Aq x qrégul.}.
L’hypothese (2.4) est souvent mal acceptée, considérée comme une facilité
d’ordre mathématique. Elle est pourtant du méme type que I’hypothese (2.3).

L’hypothese (2.3) revient a choisir dans I’espace des facteurs communs une base
orthonormée pour le produit scalaire Lo, I’hypothese (2.4) revient a choisir dans I,

une base orthogonale pour la métrique ¥~! de RP.

Il aurait été équivalent de choisir I’hypothése « A’ A diagonale» car il existe une
matrice A q x g réguliere faisant passer d’une solution A vérifiant A’A diagonale a
une solution A vérifiant (2.4).

On considere donc le modele :

¥ = AA' 4+ U, U diagonale, A’U ' A(=T') diagonale.
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Remarque :

Ona:X¥~! = ANU~! 4 ] et les ¢ valeurs propres de AA’U~!, qui sont
égales aux valeurs propres de ¥ —1/2AA’U~1/2_ sont strictement positives, aussi la
matrice YW ! a ¢ valeurs propres strictement supérieures a 1 et la valeur propre 1
d’ordre de multiplicité p — q.

On a de plus : XU~1A = A(I' + I). La matrice " + I est donc la matrice
diagonale des valeurs propres strictement supérieures a | de YW~ et A la matrice
des vecteurs propres associés vérifiant la condition de normalisation A’U~'A =T\

Pour ¥ fixé, la matrice A peut donc étre obtenue de fagon unique a partir de la
diagonalisation de Y U'~!, a P’orientation des vecteurs propres prés et sous réserve
que les valeurs propres différentes de | soient distinctes.

11 faut noter que I’hypothese « ¥ diagonale» n’intervient pas dans cette remar-
que.

2.3 Probléme d’identification du modéle de structure de covariance

On considere le modele :
¥ = AN + ¥, U diagonale, A’U ' A(=T') diagonale.

Soit r la différence entre le nombre de parametres de X sans contraintes, ¢’est-a-dire
le nombre d’équations (= p(p + 1)/2) et le nombre de paramétres libres du modéle
de'AF. (=pg+p—q(lg—1)/2).0Ona:r = [(p—q)*> — (p+ q)]/2. On suppose
qu’il n’existe pas de relation entre les parametres ni entre les équations.

Sir < 0,il y a plus de parametres que d’équations. Il existe donc une infinité
de solutions. Le modele est surparamétré.

Sir = 0, c’est-a-dire si ¢ = [2p + 1 — /8p + 1]/2, il existe une solution
unique.

Sir > 0, il y a plus d’équations que de parametres. Il n’existe pas de solution.
(Cf. Anderson et Rubin, 1956, pour une discussion sur ce sujet).

Il n’y a actuellement aucune méthode permettant de savoir s’il y a des relations
entre les parametres ou entre les équations et donc de connaitre la valeur de r. On
renvoie a Hakim ez al. (1976) et Bekker et de Leeuw (1987) pour la recherche de la
dimension ¢ minimum telle que -V soit semi-définie positive de rang gq.

Le premier cas étant évidemment a éviter, le deuxieme étant impossible a
réaliser de fagon pratique, on se place en général dans le troisieme cas. De plus,
pour des raisons de parcimonie, il est conseillé d’utiliser peu de paramétres et donc
de se placer dans cette situation. Il est alors nécessaire de chercher des solutions
approchées.

Soit F' une fonction de divergence («discrepancy function», Browne, 1974,
1982), c’est-a-dire, une fonction qui pour ¥,,7 = 1,2, matrices p X p symétriques
positives, vérifie :

F(21,3) 20

F(X;,X5) = 0sietseulement si ¥; = Xy
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F (31, ¥9) deux fois continiiment différentiable par rapport a ¥, et o.

Les exemples les plus utiles sont des fonctions construites a partir de criteres
d’estimation. Par exemple, si S désigne la matrice de covariance empirique obtenue a
partir d’un échantillon (y;);=1,... » composé de variables indépendantes et de méme
distribution que y :

F(S,X) =Log | ¥ | —Log | S | +tr(SX~1) — p, critere du maximum de vrai-
semblance gaussien,

F(8,Z) =tr[(S — X)X~ 1]?, critere des moindres carrés généralisés.

Soit F' une fonction de divergence et (Ap, V) la solution minimisant
F(X,AA’ 4+ ), solution supposée unique.

Le modele dépend a présent de la fonction de divergence utilisée, fonction qu’il
est souhaitable ensuite d’utiliser dans la phase d’estimation.

En effet, soit ([\p, \ilp) la solution minimisant F'(S, AA’ + ¥). Browne (1984)
montre, sous certaines conditions de régularité, que c’est un estimateur consistant.
L’efficacité asymptotique est étudiée dans des articles ultérieurs (cf. par exemple,
Browne 1987).

Dans cet article, nous ne nous considérons que le modele de I’A.F. Aussi, les
problemes d’estimation, qui ne font que rendre plus obscures les difficultés inhérentes
au modele lui-méme ne sont pas exposés. De plus, la distinction entre modele et
estimation n’est pas toujours clairement faite. Cf. par exemple : Velicer et Jackson,
1990, p. 4 :

«Hence, when working with sample covariance matrix C, we fit the model :
C = AA' + U? + E, where FE is to be kept as small as possible by choosing A and
U*? to minimize a loss-function.»

2.4 Probleme d’indétermination des facteurs

Afin d’aborder le probléme d’indétermination des facteurs, il est d’usage de
supposer le modele de structure de covariance identifié, ¢’est-a-dire, (A, V) défini de
facon unique. (En fait on peut envisager le cas «r > 0» du paragraphe précédent,
choisir une fonction de divergence F et supposer (Ag, ¥ ) défini de fagon unique.
Les développements qui suivent peuvent étre alors appliqués a condition d’admettre
que la différence entre ¥ et Ap A + U g est négligeable.)

Bien que (A, ¥) soit défini de fagon unique, le modele de ’A.F. (2.1) admet
une infinité de solutions.

En effet, soit P une matrice g x q telle que PP’ =T — A'S™1A.

L’ensemble des solutions du modele (2.1) est :
f=ANY"lz4+Psete=UT 'z — APs

pour tout s g-vecteur aléatoire vérifiant E(s) = 0, E(xzs’) = 0 et E(ss’) = 1.
(Kestelman, 1952, Guttman, 1955).
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Le vecteur f des facteurs communs est donc défini comme la somme d’un
vecteur de composantes (i.e. de combinaisons de variables observables) A’ "1z,
noté C'y dans la suite, et d’une part arbitraire non nulle, Ps.

L’ensemble des solutions est sur un cone multidimensionnel dont I’axe (multi-
dimensionnel aussi!) est le support du vecteur de composantes Cy. Pour ¢ = 1, cf.
figure 1.

FIGURE 1

‘Ce probléeme d’indétermination des facteurs vient du fait que, vu les hypothéses
du modele, I’espace des facteurs communs et spécifiques est de dimension p+ q alors
que I’espace des variables observables est de dimension p. On peut dire aussi que
’effet 2 étant supposé aléatoire, il n’est pas possible, vu les hypothéses du modele,
de le distinguer totalement du vecteur aléatoire e des facteurs spécifiques. En effet,
le probléme d’indétermination n’existe pas dans le cadre du modele a effets fixes.

On ne connait de fagon unique que la part composante des facteurs, c’est-a-
dire, Cy pour f et WX ™'z pour e. Cy est aussi appelée part de régression de f,
mais on préfere réserver ce terme pour les composantes de régression proposées par
Schonemann et Steiger, 1976, (cf. § 2.5.).

Historique.
Le probleme de I’indétermination des facteurs a une longue histoire.

En 1927, Spearman présente un livre qui reprend 20 ans de travaux. A partir
de nombreux tests psychologiques soumis a des individus, il espere trouver, grice a
I’ Analyse en Facteurs qu’il propose (1 seul facteur commun), le facteur commun a
tous ces tests qui serait interprété comme le facteur général d’intelligence (facteur g).
Hart et Spearman (1912), présentant le modele, envisagent méme une société dans
laquelle chaque citoyen aurait son facteur g mesuré et enregistré par le gouvernement.
Les décisions concernant le droit de vote pourraient étre prises a partir de cet indice!

En 1928, Wilson, ayant a reviewer le livre, montre par des exemples que le
modele n’admet pas une solution unique pour le facteur commun g.
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I1s’ensuit, de 1928 a 1938 de nombreux articles et débats sur le sujet. Spearman
(1933,1934) caractérise le probleme d’indétermination des facteurs comme étant un
probléeme d’échantillonnage de variables. L’erreur, selon Spearman, peut étre réduite
autant que I’on veut en ajoutant de plus en plus de variables de la méme facon
que I’erreur d’échantillonnage des individus est réduite en augmentant la taille de
I’échantillon.

En plus des articles cités, on peut indiquer aussi Wilson 1929, Piaggio
1931,1933, Camp 1932,1934, Thompson 1934, 1935, Lederman 1938.

A partir de 1936 et griace a la revue Psychometrika, I’ Analyse en Facteurs,
généralisée a plusieurs facteurs communs, est popularisée par Thurstone et son
équipe qui occultent completement le probléeme d’indétermination. A tel point
que Wolfe en 1940, dans le cadre d’une revue historique, présente de nombreux
développements de I’A.F. incluant les limitations de 1’analyse sans mentionner

I’existence de I’indétermination des facteurs.

Malgré la parution de quelques articles, Kestelman 1952, Guttman 1955,
Heerman 1964, 1966, le débat sur I’indétermination des facteurs n’est relancé que
depuis 1971 par Schonemann. Pourtant, aprés Kestelman (1952) et par une autre
approche, Guttman en 1955 donne explicitement I’ensemble des solutions du modéle
de I’A.F. ainsi que de nombreux développements encore d’actualité. Sa conclusion,
«the Spearman-Thurstone approach may have to be discarded for lack of determinacy
of its factor scores» pouvait laisser penser que le débat allait étre relancé. Il n’en a
rien été.

Depuis 1971, des articles paraissent régulierement sur le sujet. Schonemann
et Wang 1972, Mulaik 1972, 1976, 1981, Meyer 1973, Green, 1976, McDonald
1974, 1977, 1978, Mulaik et McDonald, 1978, Schonemann et Steiger, 1978, Steiger,
1979a, Williams 1978, Rozeboom 1982, 1988, Kano 1984, Haagen 1986, 1991,
Schonemann et Haagen 1987, Bentler et Kano 1990. Il s’agit essentiellement de
mesurer I’indétermination (cf.§ 2.5.) et de construire des variables supplémentaires
pour réduire I’indétermination (on sort alors du cadre de I’ A.F. définie pour p fixé).

Pour des éléments historiques on pourra consulter Steiger et Schonemann 1978,
Steiger 1979b et Mulaik 1986.

Le sujet est aussi débattu dans les articles récents opposant les avantages et
les inconvénients de I’ A.C.P. et de I’A.F. : Borgotta, Kercher et Stull 1986, Hubbard
et Allenn 1987, Snook et Gorsuch, 1989, Wilkinson 1989, Velicer et Jackson 1990,
Schénemann 1990.

Bien plus nombreux sont les articles et les livres méme récents ne mentionnant
pas le probléme. Parmi les livres on peut citer évidemment Thurstone 1935,1947, mais
aussi Mardia et al (1979), Srivastava et Carter (1983), Anderson (1984b), Krzanowski
(1988), Everitt et Dunn (1991).

Afin de contourner le probleme d’indétermination des facteurs certains auteurs
proposent des solutions alternatives au modéle de I’ A.F. En 1962, Joreskog propose de
remplacer I’ A F. par I’«Image Factor Analysis», modele s’inspirant de la théorie des
images de Guttman (1953). En 1976 Schonemann et Steiger proposent de remplacer
I’ AF. par une analyse en composantes de régression (cf.§ 2.5.). Bartholomew (1984,
1985a, 1987) développe une étude intitulée «les fondements de I’A.F.». Cf aussi les
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commentaires d’Aitkin 1985, Bentler 1985, Browne 1985, McDonald 1985b et la
réponse de I’auteur Bartholomew 1985b.

La solution la plus communément adoptée, pour contourner le probléme
d’indétermination des facteurs est de ne s’intéresser qu’au modele de stucture
de covariance et d’abandonner I’idée d’«estimer» les facteurs. A partir de la se
sont développés les modeles de structure de covariance, Bock et Bargmann 1966,
Joreskog 1970, 1978, 1981, McDonald 1978, 1980, 1985a, McArdle 1979, McArdle
et McDonald 1984, Joreskog et Sorbom 1984.

Le modele en facteurs présenté ici est le modele en facteurs de I’analyse dite
exploratoire. Lorsque certains éléments de la matrice ¥ sont supposés nuls, le modele
est dit de régression avec erreurs sur les variables (Anderson, 1984a). C’est un modele
statistique de nature différente, les p variables ne jouent pas des roles symétriques,
et les problemes mathématiques qu’il souleve sont plus simples. Lorsque certains
€léments de A sont supposés nuls, hypothéses reposant sur des connaissances a
priori sur les variables, on parle d’analyse en facteurs confirmatoire. Seule, la phase
d’estimation des parameétres (A,¥) du modele de structure de covariance (2.2) differe
de I’analyse en facteurs exploratoire. Le probleme d’indétermination des facteurs
demeure, contrairement a ce qui est souvent écrit en référence 8 McDonald et Mulaik,
1979.

Quelque soit la structure de covariance (cf. le logiciel Lisrel, Joreskog et
Sorbom, 1984), dés lors que les hypothéses du modele définissent les variables
aléatoires latentes en dehors de I’espace engendré par les variables manifestes, le
probleme d’indétermination des facteurs apparait lorsque que ’on veut prédire ces
variables latentes. (Cf. Vittadini, 1989).

2.5 Equivalence des approximations usuelles de f

Ce paragraphe pourrait s’intituler «estimation des facteurs» (en anglais «factor
score estimates») mais cette terminologie est source d’erreur. Tout d’abord, les fac-
teurs étant aléatoires, il serait plus correct de parler de prédicteurs que d’estimateurs.
Mais 1a n’est pas le principal reproche fait 2 ’'usage de cette expression. Il réside
dans le fait que cette expression sous-entend qu’il est possible d’estimer les facteurs.
Or on a vu qu’il y a une infinité de solutions. Il faudrait donc proposer une infinité
d’estimateurs (un pour chaque solution). De fait, il est proposé un seul estimateur
pour ’ensemble des solutions.

De nombreux auteurs écrivent qu’il n’est pas possible d’écrire la solution f,
qu’elle ne peut qu’étre estimée. En fait, nous avons vu dans le paragraphe précédent
qu’il est tout a fait possible d’écrire I’ensemble des solutions.

Evidemment, on peut arguer que le modele postule I’existence d’une seule
solution. Le probleme d’indétermination réside alors dans le fait que la position de
cette unique solution sur le cone est inconnue.

En tout état de cause, la critique essentielle faite & I'A.F. repose sur I’infinité
de solutions du modele (ou sur I’infinité de positions de la solution du modele) et
donc sur un arbitraire de la part de I’utilisateur quant au choix de la solution (ou de
la position sur le cone de la solution).
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Ce probleme d’indétermination est de nature tres différente du probleme de
rotation des facteurs communs. Il faut noter que, dans le cas d’un seul facteur commun,
le probleme de rotation n’existe plus alors que le probleme d’indétermination des
facteurs demeure.

La plupart des ouvrages déja cités, réservant au moins un chapitre a ’A.F.
et ne parlant pas du probleme d’indétermination des facteurs traite cependant de
I’estimation du vecteur des facteurs communs («factor score estimates»).

Nous verrons plus loin que I’arbitraire est en pratique considérablement réduit
car tous les auteurs s’accordent a penser qu’on ne peut «estimer» les facteurs qu’a
partir d’un vecteur de composantes.

D’apreés McDonald et Burr (1967), un «bon» prédicteur f de f est une fonction
des variables d’échantillonnage qui devrait vérifier les propriétés suivantes :

a) étre assez proche de f, par exemple «minimiser» E((f — f)(f — f)):

b) avoir des composantes orthogonales comme f : E/( f f ") diagonale;

¢) avoir la propriété d’univocalité définie par Guilford et Michael (1948) :
E(ff') diagonale;

d) étre conditionnellement a f sans biais : E(f | f) = f.

Afin de rester dans le cadre du modele, on parlera d’approximation plutot que
de prédicteurs.

Une «bonne» approximation fde f estun vecteur aléatoire, ne dépendant que
du modele, qui devrait vérifier les propriétés a) b) ¢) d) décrites ci-dessus.

En fait tous les prédicteurs proposés dans la littérature sont de «bons» prédic-
teurs de vecteurs aléatoires, qui sont en fait des composantes, (i.e. de la forme
C = Bx). Ces composantes sont donc des approximations de f dont on se pro-
pose d’étudier les propriétés.

Les approximations usuelles de f

1) La premiére approximation proposée (Thurstone, 1935) est évidemment la
part composante de f, c’est-a-dire :

Cf = A/241TII
11 est possible de montrer que C'y est la composante C' qui minimise I’erreur
quadratique moyenne : E((C — f)(C — f)").

2) SiI’on considere f fixe et sil’on suppose x gaussienne alors x est gaussienne
d’espérance Af et de matrice de covariance V. L’estimateur par maximum de
vraisemblance de f est alors (Bartlett, 1937, 1938) :

Cp = Bx=NVTA) NV 1z

Ici, B minimise trE(U~1/2(z — ABz)(z — ABx)'U~1/2) et donc Af est la
projection ¥~ !-orthogonale de x sur vec(A).
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3) Dans une approche bayésienne, en supposant que la densité a priori de f est
gaussienne d’espérance nulle et de matrice de covariance 1’identité, on peut montrer
que ladensité a posterioriest proportionnelle dexp[— % (x—Af)' U~ (z—Af) -1 f' f]
et donc f est gaussienne d’espérance :

Cr=(1+ A’\II_IA)_IA’\II*%:
(Thompson 1939, Dolby 1976, Bartholomew 1981).

4) En 1956, Anderson et Rubin proposent C'4y = Bz avec B minimisant le
critere de Bartlett sous la contrainte E(C4C") = I. Ona alors :

Cy= (NITISTIA) V2N g~ g

5) Schénemann et Steiger (1976) propose ce qu’ils appellent des composantes
de régression :

Cs=(ANSIAN)IANE g
Ces composantes qui auraient de meilleures propriétés que C'y sont définies a
partir de AC's, projection X~ !-orthogonale de z sur vec(A).
6) Dans son étude sur les fondements de I’A.F., Bartholomew (1984, 1985a,

1987) utilise également une approche bayésienne et aboutit pour approcher f a:

Cw =AUz

7) Enfin nous proposons le vecteur des q premieres composantes principales de
I’A.C.P. centrée du vecteur aléatoire y dans (RP, U~1) (cf. 2.3. avec M = ¥~ 1), que
nous notons Cp :

Cp=NTA)V2N0 1y

Propriétés

On considere le modéle :

Y=AAN+ T, Ap x gderang q, U réguliere.

Onpose ' =AU~ 1A,

Dans tout ce paragraphe ¥ et I" ne sont pas supposées diagonales.
On vérifie aisément les propriétés suivantes (Guttman, 1955) :

(i) DU '=ANT ! 4T

(i) XU A=A+

(iii) A'U~!'= (L + I)A’S'etdoncaussi A’S71 = (' + ) 'A'@ !
(iv) AUISU A =T(+1)

(vy T+DH{I-NEA) =1

(vij NEIA=T(+1)"*
(vii) Sl =01 -G IAT+ )N T!
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Les approximations 1) & 7) définies précédemment vérifient les propriétés
suivantes. A part celles concernant Cp, ces propriétés sont bien connues. Elles se
déduisent aisément des propriétés (i) a (vii) ci-dessus.

Cr = Cy, Cw = (I' + I)Cy, Cp=Cg=T"}T+ 1)y,
Ca=T"YV2 +1)V2Cy, Cp=T"Y2(T+1)Cy.

Propriétés de Cs etdonc de C: E(Cyf') =TT +1)71,
ECs | f)=TTC+I)"'f,

E(CsCy) =TT+ )", E(Cr—fCs—f))=T+I)"".
Propriétés de Cyy : ElCwf') =T,
E(Cw | f)=Tf,

E(CwCy) =TT +1I), E(Cw-f)(Cw~f))=T?-T+1I
Propriétés de Cp et donc de Cs : E(Cgf’) =1,

ECp|f)=1,
E(CpCR)=T"YT+1), E(Cp-f)(Cp—f))=T""
Propriétés de Cy : E(Caf') =TY*(L +1)7'/2,
E(Ca | f) =TV +1)"1/2],
E(CaCy) =1, E((Ca—f)(Ca—f)) =2I-2TY2(T + 1)71/?
Propriétés de Cp : E(Cpf')=T12,
E(Cp | f) =TV2f,
E(CpCp) =T +1, E((Cp— f)(Cp— f)) =T —2T'Y/2 4 2I.

Equivalence des approximations

On a vu au paragraphe 2.2. (Probléme de «rotation» des facteurs communs),
qu’a partir d’une solution f telle que E(ff’) = I, on obtenait les autres solutions
en transformant f par A matrice g x g réguliere. A partir d’un prédicteur C de f,
on obtient donc les prédicteurs des autres solutions en transformant C par A. A ce
titre toutes les approximations définies précédemment sont équivalentes puisque ’on
passe d’une approximation C' a une autre par un tel type de transformation.

Toutes les approximations usuelles vérifient les propriétés b) et ¢) de Mc
Donald et Burr si et seulement si I' est diagonale. De plus, si I' est diagonale,
ces approximations sont toutes «proportionnelles» et ont donc méme vecteur de
composantes réduites, c’est-a-dire C'4, qui est aussi le vecteur des composantes
principales réduites. Si I’on considére que la variance des facteurs communs (ou
de leurs prédicteurs) est arbitraire, elle peut donc étre posée égale a un et toutes les
approximations sont équivalentes dans ce sens.

Bien que toutes les approximations soient équivalentes, elles sont toutes
mauvaises. En effet, considérons une cinqui¢me propriété proposée par Guttman
(1955), que devrait vérifier une bonne approximation f de f (ou un bon prédicteur f
de f):

sié =2 — Af, lamatrice E(é¢') devrait étre diagonale régulicre.

Or, pour toutes les approximations 1) a 7), cette matrice n’est ni diagonale, ni réguliére
puisqu’elle est de rang p — q.
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Mesure de I'indétermination des facteurs

Sil’on revient a I’objectif de I’ «estimation» des facteurs, il s’agit de prédire les
valeurs de f sur les individus a partir des valeurs observées sur les variables initiales,
ceci, afin de classer les individus.

Si’on considere la figure 1, C'y donnera a peu prés le méme classement qu’un
facteur f pris arbitrairement sur le cone seulement si I’angle 6 est assez petit.

I est donc important, avant d’utiliser une composante pour approcher f, de
mesurer I’indétermination, ¢’est-a-dire le cosinus de I’angle que fait chaque facteur
avec son approximation.

La matrice de corrélation de n’importe quelle composante 1) & 7) avec f est :
E(Caf')y=TY*T +1)"V2
SiT estdiagonale, on a donc, pourtout k = 1, ..., g et pour toute composante C':
cor(C*, f*) = (/( +1)"/* = cos(6y).

La contrainte A’U ! A(= I') diagonale (en supposant les valeurs rangées dans
Pordre décroissant) permet de classer les facteurs communs dans I’ordre décroissant
de leur mesure d’indétermination. En effet, cos(6),) diminue lorsque k£ augmente. De
plus, cette contrainte I' diagonale permet, a g fixé, de trouver les approximations les
moins indéterminées.

Si I’on veut réduire I’indétermination des facteurs, il faut choisir ¢ assez petit.
Ce choix est malheureusement contradictoire avec la nécessité d’obtenir un bon
ajustement du modele; I’ajustement est d’autant meilleur que g augmente.

Choix du nombre de facteurs communs

Nous ne présenterons pas les nombreuses propositions qui sont faites. Notons
seulement, qu’une condition naturelle découle du modele : v, > 1. En effet, si
cos(0i) < \/5/2 (i.e. v < 1) deux solutions distinctes correspondant au méme
facteur commun f* peuvent étre corrélées négativement ou non corrélées! On peut
se référer a la figure 1 pour ¢ = 1 et a cette méme figure pour chaque composante f*
dans le cas général.

Représentation des individus

Se poser la question de la représentation des individus, c’est revenir a la question
de la variance des approximations. En effet considérons le cas ¢ = 2 etI" diagonale. On
peut représenter les individus par rapport aux composantes réduites ou par rapport
a d’autres composantes définies précédemment, qui ne different des composantes
réduites que par le choix des variances. Implicitement, la pratique de la rotation des
facteurs amene a choisir de représenter les individus par rapport aux composantes
réduites. -
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3. Analyse en Composantes Principales

3.1 L’A.C.P. classique

Il y a différentes présentations possibles de I’A.C.P. (cf., par exemple, les
références de Meredith et Millsap, 1985, Rao, 1964, ou Jolliffe, 1986, pour une
revue récente sur I’A.C.P.). L’ A.C.P. dite classique, proposée par Hotelling en 1933,
est définie a partir des variables.

A.C.P. sur population

On consideére un vecteur aléatoire y = (y!,...,y?) de R P de variables dites
observables, de moyenne 1 = (u!, ..., uP) etde matrice de covariance X. Les variables
peuvent étre supposées de variance |, ¥ est alors la matrice des corrélations des
variables. L’ A.C.P. d’ordre g est la recherche de ¢ variables aléatoires combinaisons
linéaires des p variables observables (i.e. ¢ composantes), non corrélées et de variance
maximale. En fait, la premiere est de variance maximale, la deuxiéme est orthogonale
a la premiere et de variance maximale, etc... Ces variables sont appelées composantes
principales. Si L est la matrice diagonale des valeurs propres de X rangées dans
’ordre décroissant [y > ... > [, et V une matrice de vecteurs propres orthonormés
associés alors le k-&me vecteur propre v* définit la k-¢me composante principale
& =3"_ () — p)vk. Onacov(ch, ') =0,k # k' et var(c*) = Ij.

A.C.P. sur échantillon

On considere un échantillon (y,);=1, .. » de vecteurs aléatoires de RP, indépen-
dants et identiquement distribués (i.i.d.) comme .

Soitg =n"" Z yet S =n"1 Z (y, — — 7)’ la moyenne et la matrice

de covariance empmque L’A.CP. sur l’echantlllon est définie comme précédemment
et conduit a la diagonalisation de S.

Convergence et statistique inférentielle

Lorsque la taille de I’échantillon augmente indéfiniment les différents éléments
de I’A.C.P. sur I’échantillon convergent vers les éléments correspondants de I'A.C.P.
sur la population. L’étude est réalisée par Anderson (1963) pour des variables
gaussiennes, des résultats sont obtenus par Waternaux (1976) et Davis (1977) pour des
variables dont on ne précise pas la distribution. Dauxois et al (1982) proposent une
étude plus complete (valeurs propres multiples, projecteurs propres) dans un cadre
plus large (A.C.P. d’une fonction aléatoire hilbertienne). On se trouve dans le cadre de
la statistique classique. Il est donc possible, par exemple, de tester des hypotheses sur
les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de covariance de la population.

Il est important de noter que 1’on privilégie 1’étude des variables. Les individus
constituent un échantillon tiré de fagon aléatoire dans une population dont on cherche
a connaitre les caractéristiques.

Cas de I’A.C.P. réduite

Dans le cas de I’A.C.P. réduite, les résultats sont obtenus a partir de la diago-
nalisation de la matrice de corrélation de I’échantillon. L’étude asymptotique pour
variables gaussiennes et valeurs propres simples est réalisée de fagon assez complete
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par Konishi en 1979. Dans un cadre plus général, variables aléatoires hilbertiennes
de distribution quelconque, valeurs propres multiples, projecteurs propres, 1’étude
asymptotique de I’ A.C.P. réduite est réalisée par Fine et Romain en 1984,

3.2 A.C.P. descriptive ou non stochastique

Il est possible de présenter I’ A.C.P. sans référence a un modele probabiliste
(A.C.P.descriptive ou non stochastique). On insiste alors sur les propriétés algébriques
et géométriques et sur le traitement simultané des individus et des variables. Cf.
Cailliez et Pages (1976), Lebart et al (1984), Saporta (1990).

Soit Y la matrice n x p des valeurs prises par n individus sur p variables
quantitatives. Les individus peuvent étre un échantillon d’une population plus vaste
ou la population tout entiére. Les lignes y,,7 = 1,...,n, sont n vecteurs de RP?, les
colonnes ¢/, j = 1, ..., p, sont p vecteurs de R™. On note de la méme fagon un vecteur
et sa matrice dans la base canonique. Afin de représenter le nuage des individus (resp.
des variables) on utilise une structure euclidienne. Un produit scalaire naturel sur R™
(et sa métrique associée) est donné par la matrice D des poids des individus. Dans
le cas ou les individus sont équipondérés on a D = n~'I,,. Produit scalaire naturel
car il fournit une interprétation géométrique des indices statistiques. Si g’ et §* sont
les moyennes des variables y7 et y* et si 7 et 2* sont les variables centrées, alors
le produit scalaire de z/ et 2% est la covariance des variables, la norme de 2’/ son
écart-type. En revanche, il n’y a pas de choix naturel pour la métrique M sur RP
permettant de mesurer les proximités entre les individus.

Si I’on privilégie I’étude des individus (on les suppose ici équipondérés),
I’A.C.P. d’ordre ¢ peut étre définie comme la recherche du sous-espace affine F,
de dimension q de RP le plus proche possible du nuage des individus au sens des
moindres carrés dans (RP, M), ¢’est-a-dire, minimisant le critére :

1 mn
F= EZ “ y1_PI‘]{1[yz H?\]

=1

ol P}{ll’ est le projecteur M-orthogonal sur F.

C’est I’approche proposée par Pearson en 1901 pour ¢ = 1 et M = I. Cf aussi
Gabriel, 1971, Kruskal, 1978. Pour I’introduction de la métrique M, cf. Dempster,
1969.

On note X la matrice des données centrées et S = X’'DX la matrice des
covariances. Le sous-espace solution passe par i et est parallele a I’espace engendré
par les vecteurs propres associés aux g plus grandes valeurs propres de SM, c’est-a-
dire a [SM],. Les individus sont alors représentés par les projections des y, sur ce
sous-espace, ¢’est-a-dire aussi par les projections des z, sur [SM],, i = 1,...,n. De
facon duale, les variables sont représentées par des projections snr un sous-espace de
dimension ¢ de R™.

Si M = TT’ est une décomposition de Choleski de M, alors I’A.C.P.
de (Y, M, D) et 'A.C.P. des données transformées par 1" avec métrique identité
(YT, I, D) fournissent des résultats équivalents (mémes valeurs propres et compo-
santes principales, méme représentation des individus).
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Lorsque M est I’identité (resp. lorsque M est la matrice diagonale des inverses
des variances), I’ A.C.P. conduit a la diagonalisation de la matrice de covariance (resp.
de corrélation). Les résultats de I’A.C.P. dépendent de I’échelle de mesure.

Lorsque les variables sont mesurées dans des unités différentes, il est d’usage
de réduire les variables. Si elles sont mesurées dans la méme unité, choisir de ne
pas réduire les variables revient a pondérer les variables réduites par I’écart-type des
variables avant réduction.

Une métrique intéressante et peu utilisée est la métrique M = diag(X~1),
proposée par Joreskog en 1962. Ce choix revient a pondérer les variables réduites par
Iinverse de la racine carrée de 1 —r? ol r; est le coefficient de corrélation multiple de
la variable j avec I’ensemble des autres variables. On pondére ainsi d’autant plus les
variables qu’elles sont mieux prédites par I’ensemble des autres variables. L’A.C.P.
ainsi obtenue est invariante par changement de I’échelle de mesure.

3.3 Extension : A.C.P. d’un vecteur aléatoire de (R”, M)

11 est évidemment possible de définir I’ A.C.P. d’ordre g d’un vecteur aléatoire
y a valeurs dans R? muni de la métrique M. Si M = TT’, c’est la recherche de ¢
combinaisons linéaires des p variables observables transformées par 7', non corrélées
et de variance maximale. Les résultats sont obtenus a partir de la diagonalisation de
>M (X étant la matrice de covariance de y).

3.4 Un modele pour ’A.C.P. : le modele a effets fixes.

Modele a effets fixes

Bien souvent dans la pratique, les individus ne peuvent pas &étre considérés
comme interchangeables et I’ utilisateur de I’ A.C.P., dans une approche exploratoire,
s’intéresse a la représentation des individus et tente d’en dégager des structures.

Si I’on veut introduire une modélisation probabiliste, le modele d’échantillon-
nage i.i.d. n’est plus acceptable puisqu’une structure particuliére qui pourrait étre
observée ne serait due qu’a une fluctuation d’échantillonnage.

Caussinus (1986) propose alors de supposer que les lignes de la matrice de
données sont des observations de vecteurs aléatoires vérifiant les hypotheses du
modele a effets fixes :

Y, ¢ = 1,...,n, sont des p-vecteurs aléatoires indépendants, de méme matrice
de covariance ¥ réguliere et d’espérances différentes z,, ¢ = 1,...,n, supposées
appartenir & un sous-espace affine F;, de dimension ¢ de R”.

Ce modele peut encore s’ écrire :
Y =2, + € (3.1)

z, I'espérance de vy,, appelé effet fixe, appartient & un sous-espace de dimension
réduite, e, est une erreur aléatoire centrée, de matrice de covariance ne dépendant pas
de 1.
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l n 1 n 1 n
On pose z = — ., 0 = = L= =2, G = — "
P n;z n;(z Nz =2 g n;y

1 n
S=— ,— 9y — y) et T = E(S).
n;(y Dy —9) e (S)
On a alors la relation suivante sur les matrices de covariance :
Y=0+(1-n"Hv (3.2)

avec rang (0)< ¢. On suppose sans perte de généralité que rang (©) = q.

On suppose tout d’abord que 'on a ¥ = 02¥ ou ¥ est une matrice réguliere
connue et ¢ un réel strictement positif inconnu. On ne fait aucune hypothese sur la
distribution des variables.

Estimation des parameétres

L’estimation des paramétres du modele, Fj et z,, 7 = 1, ..., n, par les moindres
carrés dans (RP, M) conduit & minimiser :

1 n
g = 521 |y — 2z ||?\[
1=

La solution est alors F, = § + F, avec E, = [SM], et 3, = PFM.% =
y+ Py, — ).
q

L’A.C.P.d’ordre g de (Y, M, D) fournit I’estimation des paramétres du modele.
C’est en ce sens que 1’on considére que le modele a effets fixes est un modele
pour I’ A.C.P.. On peut en effet dans ce cadre répondre a des questions que se pose
I’utilisateur. Par exemple : quelle métrique M utiliser? quelle dimension ¢ choisir?
Pour la réponse a cette derni¢re question nous renvoyons a Besse et al (1988), Ferré
(1990) et Besse (1992).

Choix optimal de métrique : M = ¥~!

Dans le cadre ainsi proposé plusieurs études montrent que des propriétés
d’optimalité amenent & considérer M = W1,

— Cas gaussien. Notons tout d’abord que dans le cas ou les variables sont
supposées gaussiennes les estimateurs par maximum de vraisemblance des
paramétres du modele sont les estimateurs des moindres carrés avec M = U1,

Ce résultat est encore valable lorsqu’on ne fait pas d’hypothese sur la distribution des
variables.

— Cas o? petit. La qualité de I’ajustement peut &tre mesurée par

f(M, A) :Z 2 -2 4%
=1

ol A est une métrique quelconque sur R” non nécessairement égale a M. Pour
o suffisamment petit, en utilisant un développement limité par rapport a o et
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certains résultats de théorie des perturbations, Besse er al (1988) montrent que,

quelque soit A, le premier terme du développement de f(M/, A) est minimum

pour M = ¥ ' (k > 0).

Le méme résultat peut tre montré a partir de propriétés asymptotiques et ceci,
quelque soit 0.

— Etude asymptotique du modéle a effets fixes. Il est aisé de voir que le sous-espace
affine du modele a effets fixes est défini par

F, =z + Ejavec E;, = Im(©)

Commeona:Y =0 + (1 —n"1)o?V¥,, donc aussi :

YUyt =0T, + (1 —n"1)o?I, onen déduit que E, = [S¥;1],.

Or, on a vu que I’estimateur des moindres carrés de F}, est F, = § + E, avec
E, =[SM],.

Sous des hypothéses assez faibles sur la convergence des suites Z et'®© lorsque
n tend vers I’infini, Fine et Pousse (1992) montrent que, quelque soit o, le projecteur

M -orthogonal sur F; est consistant si et seulement si M = kW Lk>o.

— Etude asymptotique du modele a effets fixes dans le cas d’un nombre fini de sous-

populations. Dans 1’étude asymptotique précédente on a autant d’observations que

de sous-populations. On peut envisager le cas ou on a un nombre fini K de sous-

populations. L’étude asymptotique du modele a effets fixes avec cette hypothese et

sous un modele d’échantillonnage aléatoire simple conduit Fine (1993) a montrer

que Pg est consistant pour tout M mais que, si L désigne I’opérateur de covariance
q

asymptotique de \/E(Pg’ — Pg” ), alors trace (L) est minimum si et seulement si
q q

M = U~! Cest par un argument d’efficacité asymptotique que I’on obtient encore
ici le méme choix.

11 est possible, dans ce modele d’échantillonnage, d’estimer ¥ par la matrice
de covariance intra-classes de 1’échantillon, ou encore, pour tenir compte du fait que
la matrice de covariance inter-classes de la population est supposée de rang g, par une
moyenne pondérée entre les matrices de covariance inter-classes et intra-classes de
I’échantillon (cf. Anderson, 1984a). Quelque soit I’estimation de ¥ choisie, I’'A.C.P.
optimale, telle qu’elle est définie ici, est une Analyse Factorielle Discriminante
(Cailliez et Pages 1976, Lebart et al 1984, Saporta 1990).

Introduction des facteurs
L’hypothese z,eFy, i = 1, ..., n, peut s’écrire :

n

1 n
ilexiste A,p x ¢, u,px let f,,gx1,i= 1,..,”,%Zfz =0, — E fufl = Itels
’ n
1=1 i=1
que:z, = Af, + .

Onaalors: = zet® = % Yoz = )z —p) = AN
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Lesestimations des f,,i = 1, ..., n, par les moindres carrés dans (R?, ¥ ~1) sous

la contrainte % i, f.fl = I sont les observations des g premigres composantes
principales réduites de ' A.C.P. de (Y, ¥~! D).

Rotation des composantes

En ce qui concerne les variables représentées de facon duale dans un sous-
espace de R ™ il est possible, comme en A.F, par des transformations réguliéres
dans ce sous-espace de remplacer les composantes principales par des composantes
plus facilement interprétables. Les méthodes sont celles utilisées pour la rotation des
facteurs (cf. paragraphe 2.2.).

4. Conclusion

4.1 Pratique de I’Analyse en Facteurs

Finalement, la pratique de 1’Analyse en Facteurs est exactement celle de
’estimation des parametres du modele a effets fixes suivant :

les lignes y,, = = 1,...,n, de la matrice n x p des données sont supposées €tre
les observations de n vecteurs aléatoires de R? de méme matrice de covariance ¢
diagonale réguliére et d’espérances distinctes, z,,7 = 1, ..., n, (les effets fixes) pouvant
s’écrire :

z=Af,+pi=1,...,n,avec A,px q,pu,pxletf,,qgx1,i=1,..,n,vérifiant :
1 n 1 n
Ez;fz :0etﬁ;f1~f{=l-

1= i=

Onaalors u = zetsionpose X = E(S)ona: X = AN + (1 —n~HY
avec U diagonale réguliére. Les corrélations observées dans S ne sont dues qu’a la
corrélation entre les effets.

Pour (f\, \il) fixé, les estimations des f,, i = 1,...,n, par les moindres carrés

; ¢ .
dans (RP, ¥1) sous la contrainte — Z f.f] = I sont alors les observations des ¢
n
i=1
premiéres composantes principales réduites de (Y, V~1, D).

En résumé, que ce soit dans le modele a effets aléatoires (Analyse en Facteurs)
ou dans le modele a effets fixes, il faut distinguer le modele lui-méme (2.1) défini sur
les variables aléatoires et le modele de structure de covariance (2.2) :

Y=AA’+ ¥ dans le modele a effets aléatoires, ¥ = E(S) = AA’ + (1 —n~1)¥ dans
le modele a effets fixes.

La premiere étape, estimation de A et ¥ dans le modele (2.2), est identique
dans les deux modeles; c’est 1a qu’intervient I’hypothése sur W : ¥ réguliere connue,
U = 2, ¥, réguliere connue, ¥ diagonale, réguliére inconnue, ... avant d’étudier
I’identification de ce modele.

La deuxiéme étape est I’«estimation des facteurs» dans le modele (2.1). La,

seule ’hypotheése « W réguliere» a son importance. Dans le modele a effets aléatoires
les facteurs sont indéterminés (infinité de solutions). Cependant, la pratique consiste
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a «estimer les facteurs communs», comme dans le cadre du modele a effets fixes, par
les g premieres composantes principales réduites de I’A.C.P. de (Y, ¥, D).

4.2 Comparaison de I’A.C.P. et de ’A.F

Les deux méthodes, A.F. et A.C.P. ont les mémes objectifs : réduction de
dimension et étude des relations entre les individus et les variables. Ces objectifs sont
clairement exprimés pour I’ A.C.P. lorsqu’on fait ressortir la dualité entre les individus
et les variables. Pour I’A.F. certains considerent que son objectif est uniquement de
reconstituer les corrélations entre les variables (Kruskal, 1978 par exemple). C’est en
fait le premier objectif de I’A.F.; ceux qui considérent qu’un objectif important est
aussi d’estimer les facteurs s’intéressent de fait aux individus.

Les deux méthodes ont donc des objectifs assez semblables. Cependant, I’ A.C.P.
consiste a chercher ¢ variables latentes (les composantes principales) reconstituant
au mieux la somme des éléments diagonaux de la matrice de covariance (ou de
corrélation). L’ A.F. consiste a chercher ¢ variables latentes (les facteurs communs)
reconstituant au mieux les éléments non diagonaux de la matrice de covariance (ou
de corrélation).

L’AF. est invariante par changement d’échelle de mesure des variables. Ce
n’est pas le cas de I’A.C.P., du moins sous sa forme usuelle (avec métrique identité
sur ’espace des individus). En revanche, si I’on utilise I’A.C.P. sur des variables
transformées linéairement, ou, ce qui est équivalent, si on définit I’ A.C.P. avec une
métrique de matrice M sur I’espace des individus différente de 1’identité, certains
choix de M conduisent a une A.C.P. invariante par changement de I’échelle de mesure,
par exemple M = diag(X1).

Les «solutions» de I’ A.C.P. sont emboitées. C’est-a-dire que, pour passer de k
composantes principales & k£ + 1, il suffit de rajouter aux k premieres composantes
principales la composante de variance maximale orthogonale aux k premiéres
composantes principales. Les «solutions» de I’ A.F. ne sont pas emboitées.

L’AF révele plusieurs problemes d’indétermination, le plus sévere étant
I’indétermination des facteurs, c’est-a-dire que, quelque soient les contraintes uti-
lisées, le modele de I’ A F. liant les variables aléatoires manifestes aux variables aléa-
toires latentes a une infinité de solutions. Quelle est la bonne solution?

Nous n’avons pas abordé ici les problemes d’estimation des parametres du
modele de I’AF., de nombreuses méthodes, de nombreux algorithmes, différents
choix pour la solution initiale, problemes de solutions impropres (Heywood cases). En
particulier, les estimations vérifiant la contrainte A’W~!A diagonale sont différentes
des estimations vérifiant la contrainte A’A diagonale. En revanche, la solution de
I’A.C.P. est obtenue par une procédure directe.

L’A'F. repose sur un modele ce qui n’est pas le cas de I’A.C.P.. Nous avons vu
que le modele a effets fixes permet d’apporter des réponses a certaines questions qui
se posent dans la pratique de I’A.C.P.. Dans ce modele n’apparait pas de problemes
d’indétermination; ¢’est un modele plus «léger» que le modele a effets aléatoires de
I’ A F..De plus, la pratique des modeles a effets fixes ou aléatoires et la pratique de
I’ A.C.P. avec métrique M sur RP égale 2 W~! se rejoignent. A ce titre nous pouvons
parler d’un rapprochement entre les deux méthodes.
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