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SISTEMI ISOSTATICI DEI CORPI ELASTICI

NEGLI SPAZI A CURVATURA COSTANTE
di ANGELO TONOLO

In una precedente ricerca e) ho determinato tutti i sistemi

isostatici che può ammettere un corpo elastico isotropo in equili-
brio in assenza di forze di massa, nell’ ipotesi che siano costanti
gli sforzi che agiscono sulle superficie dei sisterua. Nella presente
Nota ho studiato lo stesso problema, supponendo che il corpo
sia immerso in uno spazio a curvatura costante. Il risultato di

questo studio fu, dirò cos , negativo per gli spazi a curvatura

positiva, nel senso che in tali spazi non esistono mezzi elastici

che ammettono sistemi isostatici nella ipotesi poc’ anzi precisata.
Negli spazi a curvatura negativa ha luogo la stessa esclusione,
quando si esige che gli sforzi, cui sono sottoposte le superficie
isostatiche, siano eguali fra loro.

Sistemi isostatici possono invece esistere se i tre sforzi sono

diversi fra loro, oppure due sono eguali e distinti dal terzo. Nel
primo caso uno sforzo è nullo, e gli altri due sono eguali ed
opposti ; nel secondo caso, i due sforzi sono vincolati fra loro da
una semplice relazione in cui figurano soltanto le costanti ela-

stiche del mezzo.

Assunte a superficie coordinate quelle del sistema isostatico,
il ds2 dello spazio occupato dal corpo assume, nel primo caso,
la forma

(1) A. TONOLO, Sui sistemi isostatici co t sforzi costanti di un mexxo

elccstico in equilibrio, [Annali della R. Scuola Normale Superiore di 
Serie Il, Vol. I, ( 1 ~i32)] .
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nve denota 1&#x3E;1 cnrvatnra delio spazio, e nel secondo easn,
la fúrn~a

I . - 

Un corpo elastico immerso in uno spazio a 

vatura costante k non lmlla, in equilibrio in assenza di forze di

~nassa, sia dotato di un triplo sistema orto~ona~e di superficie
isostatiche soggette agli sforzi unitari b,, . Introduciamo le rota-

zioni ;h,;, ( di R~cc~ relative alla terna di congruetlze costituite

dalle mutue inter8ezioni delle superficie isostatiche. Questi coet=

ticienti sono in nunrero di nove distinti, per indicare i quali 
siamo libeiarei dalla notazione a tre indici, e usare quella a

due i-ndici, tacendo la posizione tI)

Ricordiamu clie in forza della noru~alità delle congruenze in di-

le a indici diversi so-no nulle, e quindi

l’onend&#x3E;

le equazioni di equilibrio di LAMÉ del in assenza di

forze di ~uassa, sono le seguenti C):

(1) Oi-a, e nel seguito, gli indici delle lettere devono assnmere successi-

vamente i valori 1, 2, :~. C’onverremo ancora di considerare equivalenti quegli
indici che differiscono fra loro per tre, o per multipli di tre.

(z) A. ToaoLO : delle equrc~ioni di o~uilibrio dei

elastici Lincei, Vol. XI, serie 6, (1930)).
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dove dolt è 1’ elemento d’arco della linea tang-ente allo stt,r-

zo 8,~ .
Alle tre equazioni (2) vanno aggiunte le sei equazioni che,

ci assicurano che lo spazio, dove e immerso il corpo ~S, è a

curvatura coatante k, e inoltre le sei equazioni di 

che legano fra loro gli sforzi 61&#x26;, le rotazioni Phlt e la curvatura

k, le quali costituiscono la generalizzazione di quelle ben clas-

siche dell’ordinaria teoria elastica.

~-~njr~~esso che il corpo ~S’ sia dotato di sisteiiii isostatici.

proponiamoei la quistione di determinare tutti duelli nei quali i
gli sforzi 0,, pure variando con l’indice h, non variano col n111-

tare del punto al quale si riferiscono. Divideremo lo studio in

tre parti :
1) Gli sforzi Oh sono fra loro diversi.

2) Due degli sforzi 0, sono eguali fra loro, e distinti dai

terzo.

3) 1 tre sfurzi 9h sono eguali fra loro.

11. - Sistemi isostatici con sforzi costanti.

1. - Gli 0, sotio fra loro ~li f féne~tti. V’ella ipote;i
che le siano festante le equazioni (2) di LAMÉ diventano

Alle sei equazioni che esprimono che lo spazio occupato dal

corpo .~...,’ è di curvatura costante k, daremo la forma seguente:
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Le sei equazioni di SAixr-VnxAXT si riducono nel caso nostro a

tré soltanto, che scriveremo in questo modo :

avendo posto

essendo A le costanti di GREE~ del corpo 8 B1), variabili,
naturalmente, con la curvatura k. Poniamo

Allom il gruppo (a) diventa

e le equazioni si trasformano nelle seguenti :

(1) Le equazioni in discorso furono scritte da diversi Autori. - (t) E.

PADOVA, delie coordinate i t alemai problemi di elasti-
eitå. [Studi of~cl’ti dall’ Università di Padova alla Bolognese ecc. Vol. 111.

(1888)]. - b) (~. helle coi~aricc~2ti e eontrovarianti. 

o) A. PALATINI, quadriche di per gli i 8..~ o [Atti
del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed tl,rti, TOll1J LXXXI, Parte ~p-

conda 1916-17]. - d) W. SLE130DZIN-,KI, les défor~natiojaa daJl8 une ro-
riété à coiírbui-e constante. [Rend. della H. Ace. dei Lincei, Vol. VIII, W-
r~~’ (I92~)].
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È superfluo, come si ;edrà in seguito, trastor~nare le equa-
ziolli i ~"~).

Prendial110 in esame le equazioni

e scrivian10ne le condizioni d’integrabilità. A questo scopo deri-

viamo la prima rispetto all’ arco 0,,+2, e la seconda rispetto al-

l’;ii.co poi sottraghiaruo le equazioni ottenute. Si ottiene

La di%erenza delle derivate seconde, per nota formula, (nel caso
nostro pj,j, = 0), è eguale a

per le (3) e le eguale a

Eliminando allora, a mezzo delle (4), le derivate prime che figu-
rano in questa espressione, e quelle che figurano nel secondo

membro della equazione precedente, si perviene agevolmente
all’equazione

Le quantità non possono essere
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nulle per h= 1, 2, 3, avendo supposto diversi fra loro i tre

siorzi Concludiamo che una, almeno, delle p, deve essere

nulla. Per fissare le idee, sia

Le prime tre equazioni del gruppo diventano allora

~.ll t111llatlt~0 le derivate, si ricava 1’ equazione

la (l naie non puù sussistere se k &#x3E; 0. Q111Ildi :
spax  a costa~ate positiva norc esisto~to

ela.stici isotrohG in equilibrio in assenxa di di

che a~jt~raetfono ~sistejni isostatici’ le superficie dei quali
sottoposte a s fór,: i costanti, e diversi fra loro.

Limitiamo pertanto il nostro studio agli spazi a curvatura

(~ostante negativa. Si supponga aduiique k  0. Deriviamo 1,,t

equazione (6) una ~Tolta rispetto all’ arco °2. nna seconda volta

ri~petto all’ arco °3. Si trae

Surrogando le derivate con le espressioni che si ricavano dalle

(5), si ottiene, usufruendo della (6),
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Sia dapprima Allora dei" essere

Se ~~s, queste equazioni ci dicono che ~u e Pa sono costanti,
. 

e quindi nulle in forza delle equazioni contro 1’ ipotesi. Sia
allora (13, sempre supposto 0, 0. Le (8) ci dicono
che dev’ essere 

perchè pn e p non possono annullarsi.
Quindi a~ = ~ = a3~ contro l’ipotesi che gli sforzi bj, siano

diversi. Non si può quindi supporre che p~ e p3 siano entran1bi

di~erenti dallo zero. Una di queste rotazioni deve annullarsi,
ed una sola, perchè se fosse P2 = P3 = 0, dalla (6) si ricaverebbe

k = 0. Si supponga, ed esempio, p:==0, La prima delle
equazioni (7) è soddisfatta, mentre dalla seconda si ricava

cioè

Ma 0,:~ 0,, perciò

Essendo pi = 0, e non potendo annullarsi t12, l’equazione (6) ci

dice che dev’ essere

Adunque le rotazioni 2 P2? P3 hanno i valori seguenti :
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Quindi, per le (3), (9) e (~~),

Nelle equazioni (-í) poniamo h I ~ 3, e teniamo conto dei valo-
ri (1~). Si ricava

cioé, per la (9),

perciò

e qumdi

Per h = 1, h = 2, le equazioni (7) di SAIST-VENANT, in forza dei
risultati ottenuti, si riducono a due identità. Gli sforzi sono

quindi sottoposti alle condizioni seguenti:

Vediamo ora quale forma assume il ds2 dello spazio occupato
dal corpo, quando si assumano a superficie coordinate quelle del
sistema isostatic-o. Con referenza a tali superficie, sia

la forma quadratica che dà il quadrato ’rlel~ elemento lineare dello
spazio occnpato dal corpo. Abbiamo
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Per essere

si ha

1’eu la prima e la terza delle equazioni (15) si conclude 

II, è funzione della sola variabile .n3. Cambiando allora questo
parametro, senza canibiare superficie coordinata, e continuando

ad indicarlo possiamo supporre

Si trae allora

Per fissare le idee, scegliàmo il seg io negativo. Dalle equazioni

si ricava

iudicandu con una funzione arbitraria della sola varia-

bile x..

Analogamente dalle equazioni
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si ricava

con h, (.r~) arbitraria tunzione della sola variabile x, .

In terza delle (16 , (17), { 18j si ottiene ’

litine, canibiando i parainetri .~, e ’1’2, senza mutare le superficie
coordinate, e contintiando a indicare i nuoB~i ~».ran~etl~i ancora

con .1"1 e si trae l’espressio e detinitiva

L ragionamenti fatti conducono pertanto alla conclusione be-

giiente : (t costante îtefjfzttt·a possono 
elastici isotj’otu in ef~2lili~rio in di di

dotati di sistenLi con f:ostanti e ff’fc lor’o

ftit,er:si. ‘ T.Tito ~tL è allora nrldlo, e gli 
sono eil opposti. C’OIt r’i fénmeoto fzl .sistefrz~r i!

d.,,2 .spa~io P dato dalla (19).

2. - s fojwi (j/¡ 5’orLO Ira loro eguali e, distinti dal temo.

Per fissare le idee si supponga 6} =62~63. Le equazioni (~)
(~a11110 subito

Dalle eq nazioni per h = 1 e per h ---- 2, si ricava

Quindi
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e pertanto

.~dunque : della co~~tcr.~atP posiiii-a ,~ iii-

r~ojn~at~’~ite con la esistenxa iiel di îaostaticà con

dei q~uali d1te (ro e ~ul

terxo.

Supponiamo adiinque Poichè dalle equazioni si

ottiene

si hanno per le rotazioni k) i valori seguenti :

Nelle equazioni (7) di fiacciamo h = 1, :! ~
si trae (61=62)

d’onde

Per ~C = 3 nelle (-y) si .ricavano ancora le (21). 111 definitiva

le tre equazioni (1) di dànno l’unica co~d~zione

(2~), cioè

Vediamo ora quale forma assnma il ds~ dello spazio oc-

cupato dal corpo,’ con referenza alle- st~perficie del sistema
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isostatico. Dal confronto delle equazioni (-20) con le (10), si

de~luce che quegli stessi calcoli sviluppati al nume-

ro 1, per l’analoga indagine, con 1’ Llnlca differenza che nel

caso attuale ’renendo conto di ciò, e scegliendo k,
si perviene alla formuia

1 ra~iuuan~enti fatti colducotm quindi al risultato seguente:
a costante possono esistere 

isol -opi itt equilibrio ipt di forxe di inassa do-

fati di con sfor:. i costanti, dei quali due sono
li’a loro, tJ rlisljnti dal Il rapporto di questi
è dalla (22), e il ds2 dello spax,io è dato

dalla ( ~3 ~, con al isostatico.

3 - 1 tre hh eguali fra loro. Diciamo P i 1
. yalore comune dei tre sforzi 0,. Le equazioni (a) sono soddi-

sfatte qualunque sia il sistema isostatîco, e quelle (7) di SAINT-

danno

31a P e 3s - L non sono nulli, quindi non può aver luogv
1 ’ ejuazione precedente.

Iu questa deduzione non è entrato in giuoco il segno della

curvatura; pe~-tanto: spazi a cicr2~ntzira costante 1’1

essere elastici in equilibrio in di 

(li ¡nassa, di isflstati.c2 con s forzi costanti ed

fra loro.


