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UN CRITERIO DI ESISTENZA DI PUNTI UNITI

IN TRASFORMAZIONI TOPOLOGICHE PIANE

(* j di ENRICO MAGKNES (a Pisa).

Accanto al classico risultato di BRO~rwER sul? esistenza di

almeno un punto unito in una trasformazione topologica di una

bicella (insieme omeomorfo ad un cerchio) in sè (o in una sua
parte), sono noti anche altri teoremi di punti uniti in trasforma-
zioni topologiche· di una bicella, particolarmente per opera di E.
SpERNER, B. v. KER*A-JART6 e G. SCORZA DRAGONI (1). Non è stato
invece molto studianto il caso che l’insieme piano che si considera
non sia una bicella (2).

Nel presente lavoro considero appunto insiemi piani la cui

frontiera sia costituita da una curva chiusa continua anche non

semplice, soddisfacente ad opportune condizioni, e dimostro un

teorema di esistenza di punti uniti in una trasformazione topo-
logica di questo insieme., il quale si riduce, nel caso particolare
che la curva frontiera dell’insieme stesso sia semplice, ad un

noto teorema di G. SCORZA DRAGONI (3).

(*) Pervenuta in Redazione il 24 settembre 1948.

(1) Per la bibliografia sull’ argomento rimando a G. ScORZA DHaoom :

Criteri per di punti uniti in tras for~naxio~ii topologiefce del

cerchio e loro applir,a~ioni [Ann, di Mat. pura e appL., (4) - XXV - 1946
- pagg. 43-65].

(2) A parte i noti studi intorno al celebre « ultimo teorema » di Po~rc~R~,
si conoscono risultati ~li BROUWER, KIIRúKJ-kRTó e FFIGL sulle trasformazioni

topologiche in sè di domint it volte connessi la cui frontiera sia costituita da
~t + 1 curve chiuso semplici ; ved. B. v. gERÉKJ3RTÓ : TTorlesungen ilber To-
pologie - Berlin, 1923 - pagg. 199-203; G. F’ixpunktsctcr;txe fi,cr n -
dimensionale .llanrziyfaltykeiten [Math. Ann. - B. 98, (1927) - pagg.

355-358].
(3) -- vedo luogo cit. in (~ ) : teorema VI, pag. 57.
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1. - Definizione di curva F.

Intenderemo per ~ curva r » una curva chiusa continua

orientata del piano x soddisfacente alle seguenti condizioni :

I) Sia composta di un numero fini to ~~ (i =1, ... m ;
2) di archi se~si~lici aperti consecutivi aventi due a

due a co~2z~~ie al un estremo.

Secondo questa condizione I) esiste dunque una’ corrispon-
denza univoca e continua ~P tra una circonferenza orientata k e

la curva r, in modo che si possa dividere k in 1n archi conse-

cutivi mediante i punti Po .... p..... Pm = Po, susse.

guentesi secondo 1’ ordine fissato su k, cosicchè la 9 su ogni
arco interno a uno qualunque degli archi sia anche bi-

univoca e bicontinua (l’arco di ~ e di r sono

dunque in corrispondenza topologica). La curva r potrà avere

dei punti multipli, in numero finito negli estremi degli archi

p. : AY (v = 1,.... h). Se Av è secondo estremo di un certo arco

~ , allora è anche primo estremo dell’arco «(J.m+~ = ;~1) ,
sicchè gli archi p cui appartiene (come estremo) Av si possono

dividere in coppie di archi consecutivi del tipo di (~,f~, ~,~r+I) ·
Sia I~ un intorno circolare chiuso di A v tale che in esso

non cada nessun altro degli estremi degli archi t1 cui appartiene
AY e nessuno degli altri punti multipli di 1’..Ellora il sottoarco

~,’ di (.Li,. avente per secondo estremo Av e costituito, tranne il

primo estremo, di punti interni di e il sottoarco di 

avente per primo estremo Av e costituito, tranne il secondo e-

stremo, di. punti interni di Iv , formano complessivamente una

curva semplice aperta,’ i che diremo y9 r e che possiede Av come

punto interno. Analogamente si faccia, e una volta per sempre,
per tutte le coppie di archi (.L del tipo che hanno

A,, per estremo. Otterremo cos , per ogni A. un numero finito

pv di archi semplici aperti -(v ( r ~ 1, ... pv ) per ciascuno dei
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quali Ay è punto interno. Supporremo allora che 1~ soddisfi

anche la seguente condizione:

lI) gli archi y§ ( r = 1, ... p~ ) cui appartiene Ay si

c due.

Intendiamo qui la definizione di ~ contatto » secondo SCORZA
DRAGONI (~), per cui due archi semplici aperti e. e cl si toccano

in un punto interno comune A , se esiste un intorno circolare
I di A tale che, detti có e c; gli archi di co contenenti A

e costituiti tutti, tranne gli estremi, di punti interni di I, suc-

cede che tutti i punti di cl (tranne A) appartengono ad una sola
delle due regioni semplici di JORDAN (5) in cui c~ divide I e ana-
logamente tutti i punti di có (tranne A) appartengono a una sola
delle due regioni semplici di ~TORDAN in cui c; divide I.

2. - Definizione di p approssimazione r (p) di r.

a) Poichè gli A. e i p. sono in numero finito, risulta, dalla
definizione di c contatto » surriferita, che esiste un numero

R &#x3E; 0 , che potremo senz’ altro supporre minore della metà delle
distanze dei punti A. a due a due tra di loro, tale che per ogni

Ay (v = 1, .... , h) e per ogni coppia di archi yv , yv che si toc-

cano in Ay , risulti :

I) gli estremi 7v e 7 s sono esterni al l~ intorno

circolare aperto la di Ay ;
II) hanno il solo punto Av ac comune in IR ;

III) gli contenenti AY e
costituiti di punti interni a IR , tranne gli estremi che si
trovano sulla frontiera ja di la, succede che tutti i punti
di 1: ( tranne Av) appartengono ad una sola delle due

(4) G. SCORZA Intorno ¡ad teorerni 4sulle traslaxiot~i

piane ~~emorie Acc. d’ Italia - Vol. Iv (1933), pagg. 159-21~], ~ 1, n. 4,
pag. 163.

(a) Intendiamo per regione semplice di Jordan J(m) interna a una curva
chiusa semplice w 1’ insieme dei punti che co separa dall’ infinito.
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i-egioni sern,plici di Jo --dan in cui diviso da 1~ e oeci-

pr~oca~nente i punti di 1~ ( tranne Ay ) appartengono,
ad una sola delle due regioni seriaplici di Jorda~a in cui

diviso da 7; .
Fissati ora un qualunque Av e una qualunque coppia

~,~, ~~ ; indichiamoli per brevità con A , ~r, ~(,. Gli archi 1~ 7B
che indicheremo con 1,., ~s , ab-

biano per estremi i pnnti Pr, Q,.
e P,, (~s (v. fig. 1). Preso p &#x3E; o
e C R , siano P,. (P,) e Qi- (Q,)
rispettivamente il primo e 1’ ul-

timo punto che si incontrano su

1 r (y,) appartenenti alla frontiera

jP del p - intorno circolare aperto
7 di 11 (ricordiamo che su 1’,
mediante la y, è fissato un verso

corrispondente a quelio fissato su I~) ; e sia (y,(p» il sot-

toarco di y,. (1:) di estremi P,. e Q,. (P, e Q,). _
Diciamo p~ (pj) la massima distanza dei punti di 

(P) ) da A .
È evidente che p, e p, dipendono da p e sono C R . Si può

dimostrare che al tendere di p a zero, anche p,. e p, tendono a

zero ; basta pensare che, in virtù della condizione I) del n. 1,
pone una condizione topologica tra 1:. e un opportuno arco

di i k (e analogame«te per ~).
Dico anche che sulla circonferenza le due coppie di punti

(P,. , Q~) e (P,, Q,) non si separano.

Infatti osserviamo che in virtù di come si è scelto R,
le coppie di punti (Pr , Q,.~ e (P., non si separano. Fissato

quindi un verso delle rotazioni nel piano x, supponiamo che
essi si susseguano su jR nell’ ordine ’CP,., Ps, Q" Q,.) . Allora

anche i punti P,., Q,., P, , Q, si susseguono su jp nell’ ordi~~e

( P,., Q., Q,.). Osserviamo i nfatti che, detti ar e P,. gli archi

di 1:. di estremi P,. , Pr e Qr , Q,. e analogamente a e #, gli

fig ,1
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archi di y, di estremi Ps, P, e Q,, Q., in virtù delle proprietà
II) e III), p, appartengono, tranne gli estremi, alla

regione interna alla corona circolare di frontiera jp e jR e non

hanno a due a due punti a comune. Supponiamo allora, per es.,
che su jp i punti suddetti si susseguano nell’ ordine (P, , P~,
Q, , Sia E la regione semplice di Jordan interna alla curva

semplice chiusa costituita da ar, dall’ arco di , dap,

e dall’ arco di r che non contiene i punti Ps e Q,. L’arco
a~ , avende per estremo P, e dovendo, gli estremi eccettuati, es-

sere interno alla corona circolare suddetta, congiungerà per ciò

il punto p., che è esterno ad E, con punti interni a Ci

sarà perciò almeno un punto S comune a as e alla frontiera di
E e ~S dovrà essere distinto dagli estremi di a, e perciò sarà

interno alla corona circolare ; ne segne che .S apparterrà o a ar

o a ~, ma ciò è assurdo. ,

In modo del tutto analogo si dimostra che non sono pos-
sibili gli ordinamenti dei quattro punti suddetti diversi da quello
(.Pr ~ Pa ) Qs ) Q~’) . °

b) Sia óra d. la distanza da Ay dell’ insieme dei punti di r

che non sono interni a nessuno dei yv (1. = 1, 2 , ... Pv; v. a)
III) ) risulterà dv &#x3E; 0 , essendo il detto insieme chiuso. Sia al-

lora p’ il più piccolo dei dv (v =.r 1 , ... , h) .
Per p &#x3E; 0 e  p’, diciamo yv (p) il sottoaroo di 1~ (v = 1 ,

.. , h ; ; = 1, ... py ) di estremi e Q~ (p), dove Pv (p) e Q~ (p)
sono rispettivamente il primo e 1’ ultimo punto che s’ incontrano

e che appartengono alla frontiera j. del p - intorno cir-

colare aperto Ip di Av . (yv (p), Pv ( p) , Qr (p) sono dunque
1’ arco e i punti che per semplicità in a) si erano indicati con

1,. (p), P~ e Qr). Per quanto si è dimostrato in a), le coppie
~P) ~ (p») ( ’~’ = 1,... pY ) su j p non si separano a due a

due. Se quindi a ogni (p) sostituiamo la corda di jp di estremi
Pfl (p) e Qr ~p) , le Pv corde cos  ottenute non hanno due a due

punti a comune.
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Ripetendo questa operazione per ogni AY (v = 1 , .... h)
veniamo cos  a « sciogliere ~ i punti multipli di F e la nuova

curva che cos  otteniamo da r, in virtù anche dal fatto che è

p’ (v = 1, .... h) è priva di punti multipli ed è quindi
una curva semplice chiusa, che indicheremo con r (p) e diremo
« p - approssimazione » di F ; potremo evidentemente considerare
r (p) in corrispondenza topologica cpp con la circonferenza k , la

gp coincidendo con le p nei punti di k , i cui non corrispondono,
secondo la cp, su F punti degli archi 7v Il (p) (v= 1,... h ; r =1,... py ) .

Osserviamo ora che, se diciamo Rv (p) la massima distanza

dei punti di 1;’ (p) da i da quanto si è visto in a), risulta

che tende a zero con p. Diciamo R (p) il più grande

degli (~’ = 1, 2,... ~v ; v = 1,..· h). ~ pure R (p) = 0 .
r 

In virtù delle corrispondenze 9 e gp i punti P e PP corrispon-
denti ad uno stesso punto di k (e che considereremo quindi tra di

loro corrispondenti) distano tra di loro per non più di 2 .R (p) ;
ne segue allora che per p tendente a zero, tende a ~, nel

senso che il massimo della distanza tra due punti P e P~ cor-
rispondentisi tende a zero con p.

D.. i L. L 
1 

.... 

1 
.... ~ er 

- . 
inDiam° a P i , 2 ~ ~ Q , .... i p li, &#x3E; in

modo che risulti ~  p’, le curve r ( 1 ) daranno luo o ad
n 

P ~ 
n / 

"

una successione di ~ approssimazioni ~ della 1~, che per n - + oo ,
convergerà a h.

e) Sia ora t una trasformazione topologica del piano x in

sè (o in una sua parte) che trasformi r in una curva ~v. La
curva r’ sarà evidentemente dello stesso tipo di r (composta
cioè di 1n ’archi = 1 , .... m) semplici aperti e soddisfacenti
alle condizioni I) e II) del n. 1), in virtù del fatto che la no-

zione di « contatto » è invariante per trasformazioni topologiche (s).
E, sempre perchè t è topologica, anche la trasformata r’(p) di

(6) Vcd. G. SCORZA DRAGONI: ~Vlemoria cit. in (4), § 1, n. 4, pag. 164.
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una p - approssimazione r (p) di 1’ , è una curva semplice
chiusa ; e per p tendente a zero, r’ (p) tende a ~’ nal senso spe-
cificato in b), intendendo per corrispondenti su r’ e r’ (p) due

punti trasformati nella t di due punti corrispondenti su Per (p).

3. - Domini contigui 4 di F.

a) Ogni curva ~’, essendo un insieme chiuso, determina nel
piano 1t l’ insieme dei suoi domini contigui, cioè dei componenti
aperti e connessi del complementare di r rispetto a ~r .

Sia A uno di essi e sia 8 la sua frontiera, che è quindi un
sottoinsieme di r. 

’

. Dico che un continuo linzitato, co~2posto da z.cn

finito di archi IL di 1’.

Osserviamo anzitutto che, poichè r è un continuo limitato,
è certo che anche a è un continuo limitato (7).

Segue anche da qui che A è un dominio seiuplicemente
connesso (8).

Dimostriamo ora che se un arco p ha un suo punto interno
P (cioè diverso dagli estremi di appartenente a ~ , esso ap-

partiene tutto a ~ . Basterà per questo dimostrare che ogni altro
punto Q interno a quel p, appartiene a 8 . Ora, poichè P è

punto di accumulazione di à e per la definizione stessa di ~.,

potremo trovare un punto R di à e un arco semplice v , di e-

stremi Q e I~, non avente punti a comune con r, ad eccezione
di Q. Allora i punti di v (Q eccettuato) appartengono a A e

quindi anche Q appartiene a ~ .
Per questa osservazione segue che, poichè ogni punto di 1’

e quindi di 8 appartiene a qualche arco p e gli estremi dei p
stessi sono in numero finito, ò è formata da un certo numero

finito di archi ~, .

b) E’ opportuno osservare che dal fatto che gli archi di
r sono in numero finito e che uno stesso ~, appartiene intera-

mente alla frontiera di non più di 2 domini contigui L1, si de-

(7) Ved. ad es. B. v. KERAKJART6: luogo cit. in (2), pag. 37.
(8) Ved. ad es. luogo cit. in (7), pag. 105.
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duce che F determina in x un numero finito di domini con-

tigui 4.

(;) Considerando ora la trasformata ~’ di r secondo la tra-

sfo~·mazíone t introdotta nel n. 2 c), poichè ~’ è dello stesso

tipo di I’, possiamo dire che ~’ determina in 2t un numero finito
di domini 4’ contigui a ~’ (trasformati dei A secondo la t) le

cui frontiere sono composte da un nuniero finito di archi

(.1’ di i 1".

4. - Regioni dei punti interni e dei punti esterni relati-
vamente a r -

a) Direnio che un punto 0, non appartenente a 1’, appar-
tiene alla « i-egione dei punti inteJ.ni a r, J (1’) p o alla
« ~~egione dei punti estei-ni a ~, .L~ (r) ~ secondo ~ ordine (9)
di i 0 rispetto a r è diverso o uguale a zero.

Una prima osservazione è la seguente : i punti appartenenti
. ad uno stesso dominio contiguo t1 di r hanno lo stesso ordine

rispetto a F (10) e appartengono quindi tutti a .J (r) , o a 
Inoltre, se ~’ è la trasformata di 1’ secondo la trasformazione i

considerata nel n. 2 c), definite analogamente le regioni J(r’~ e

E Cr’) risulta, in virtù del teorema dell’ invarianza dell’ordine (11),
che t trasforma in J (F’) ed E (r) in E(F’). Indicheremo

con ~ e ~’ gli insiemi e I’’ -~- ~I (I") ; I" risulterà

perciò il trasformato di F secondo la t .

b) Sia data ora urna successione di « approssima-

zione » della curva F (v. n. 2 b) ) ; sufficientemente grande,

r ( ’7, ) è una curva chiusa sem p lice. Si potrà quindi parlare per

essa di regione interna e di i regione esterna

(9) Ved. ad es. luogo cit. in (7), pag. 83.
(10) ad es. luogo cit. in (7), pag. 84.

(11) ’fede ad es. P. HOPF ; Berlin (19105),
pag. 476.
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nel senso specificato dal teorema di Jordan ; ma

per un noto teorema (12), queste

coincidono rispettivamente con la « regione dei punti interni a

r n » e con « q uella dei punti esterni a r -1 n ~ definite
n n

in a) ricorrendo alla nozione di ordine rispetto ad una curva.
É ora facile di1nostrare che ogni punto P di J ( )

esiste un intorno Ip di P, tale che ogni punto di I, ap-

sia a J (1’) che a J (~’ 1 n sufficiente-
nzente gi-ande.

Infatti sia d la distanza di P da ~’. Sia Ip il cerchio di

ra io 
d 

e di centro P. Prendiamo n in modo che P er ~i ~ nraggio T e di centro P. Prendiamo n. in modo che per n 

risulti (ved. n. 2 b) )..Allora le distanze di iin

i ..

qualunque punto Q di Ip da r e da sono rispettivamente,
B . - 1

mentre la distanza tra i punti di 1-’ e di

corrispondentisi secondo le corrispondenze f e (ved.
n ) 1,1

Il. 2 b) ) risulta

l 4 1

, Allora l’ordine di Q rispetto

) è lo stesso (13), e quindi Q appartiene sia a

J(r) che a
. , ..

In modo del tutto analogo si dimostra che per ogni punto
di esiste un intorno che lo contiene, tale che ogni suo

punto appartiene sia a I; (F) che a per n 

ficientemente grande.

(12) Ved. ad es. luogo cit. in (,"), pagg. 84-85.

1,*~’) Ved. ad es. luogo cit. in ( R1, pag. 84.
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c) E opportuno per il anche che la

= r -~- data dac 1’.

Anzitutto è evidente che un punto di non può essere

un punto frontiera di r, perchè J (F) è un insieme aperto,
tutti i punti di un certo intorno di un suo punto avendo lo

stesso ordine rispetto a F.
Dimostriamo quindi che ogni punto P di F è « di frontiera

per F, cioè dimostriamo che preso un qualunque intorno I, cir-

colare di raggio E del punto P, ad IE appartengono sia punti
di J (~~) che plllltl di E (1’) (14).

Supponiamo senz’ altro che P sia un punto multiplo di 17;
nel caso che P sia semplice per ~’ le considerazioni che faremo

varrebbero ancora e sarebbero anzi più semplici (15). Prendiamo

allora una approssimazione r ~ -t~) di 1’, con n tale che risultipp 
~z

(supporremo anche che E sia minore della metà

della più piccola delle distanze dei punti multipli di 1’ tra di

loro a due a due).
Consideriamo poi i cerchi di centro P e di raggi rispettiva-

mente . Nella corona circolare de-

a , .. - . ..

limitata dalla circonferenza di raggio e ~ R -1 , F e

I 1 coincidono cioè i punti di F interni a questa corona
n 

’

circolare sono anche punti di e viceversa. Ne viene che

i punti non appartenenti a r (e quindi a ~’ 1 e interni alla

(11) Osserviamo che indirettamente questo risultato serve anche ad assi-
curare l’esistenza delle regioni J(r) e 

(13) Naturalmente si potrebbe anche, e pi i rapidamente, limitarsi a di-

mostrare l’ affermazione nel caso che P sia semplice, dato che i punti mul-

tipli sono punti di accumnlazione di punti semplici ; ma preferisco mettere

in rilievo il ragionamento del testo, perchè mi sarà utile anche nel seguito.

6
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corona circolare delimitata dalle circonferenze di raggio 4 R (7,
e 5R 

1 
hanno rispetto afe ]P 1 9 1 stesso ordine,e 5 R B ~ , rispetto a r e r ~ , n stesso ordine ,

poichè le distanze di uno di essi dai punti corrispondentisi (se-
condo e la cp ved. n. 2 b) ) su r e è maggiore di

* 

quella dei due punti stessi di ~ e considerati man Ì ~ )’
nella corona circolare suddetta esistono certamente punti sia di

J (1’ 1- che di E (F 1 e perciò, pozchè ’ 5 R C e ,
concludiamo che in Ia esistono punti sia di J (17) che di E (r) .

d) I risultati di b) e c) valgono naturalmente anche per la
trasformata r’ dt ~, in quanto le nozioni ivi adoperate sono in- .
varianti per trasformazioni topologiche.

5. - Involucro di F e F rispetto ad un punto.

a) Siano sempre nel piano 2t la curva F e la trasformata I" di
F secondo la t . Per quanto si è visto nel u. 4 a), .T (F) sarà com-
posta da uti certo numero finito di domini contigui di T : 

- 1, ... , l ) le cui frontiere diremo 8, (1- = 1, ... 1 Corrispon-
dentemente J (F’) risulterà composto dello stesso numero di domini
contigui di F’, corrispondenti ai år, le cui frontiere di-
remo 8’r.

Supponiamo ora che J(r) e J(r’) abbiano un punto O co-
m une. O apparterrà ad un certo ~,. e ad un certo t1; (r e s in
generale diversi).

Sia J l’insieme dei punti che si possono congiungere con O
mediante una curva semplice aperta e priva di punti comuni con
ó,. e 8’ ..

Sia j la frontiera di .I.

. 
(16) Ved. luogo cit. in ~) pag. 84.
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Diremo j di T e ~’ rispetto a O e J l’ in-

t’olucro di .I (T) e di J (Z’) rispetto ad 0. Porrem o poi

b) Anzitutto poichè il dominio J è determinato da g,. e 8’9 1
che sono continui limitati, j è un continuo limitato ( 17) e quindi
.f è un dominio semplicemente connesso (18).

Introduciamo ora tina definizione: intenderemo per c 

un arco aperto semplice, il quale :
o sia un sottoarco di uit arco ~J: (indicheremo d’ora

innanzi con ;~. gli archi tJ. che cornpongono sr e con ~L’
quelli IL’ che compongono ~j) avente i suoi punti in-

terní (cioè diversi dagli estremi del P stesso) non 
tenenti a 8’, e non contenuto in un alli-o ay°co dello

s tesso tipo :
o sia un sottoai-co di un arco ~, avente i suoi punti

interni non appartenenti a 3r e non contenuto in un altro
arco dello stesso tipo ;

o sia un sottoarco comune sia a un ~1 che a un IL’,
non contenuto i1’t un altro dello stesso tipo.

Gli archi P, poichè sono privi due a due di plzuti interni a
comune, sono al più un’ infinità numerabile.

c) Se un arco P ha un suo punto interno (cioè diverso dagli
estremi) appartenente ad j , esso appartiene interamente ad j .

La dimostrazione è la stessa sviluppata nel n. 3 a) per l’a-

naloga proprietà degli archi li.

d) Dimostriamo ora che gli archi P SO110 ovunque densi su

,j , nel senso che non è vuoto 1’ insieme E’ dei punti interiii ai ~
che appartengono ad j e E’ è ovunque denso su j (19).

Dimostreremo per ciò che preso un qualunque punto P di j
e un qualunque intorno circolare .~ di P, ad I appartengono punti

( 1 ~ ) ved. luogo cit. in (7) pag. ~7 ; si ricordi anche che la somma di

due oontinui con un punto a comune è un continuo.
! 1 gj Ved. luogo cit. in ( 7), pag. 105.
(19) Questo risultato non è essenziale per il seguito e può quindi essere

tralasciato.
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che sono interni a qualcuno dei p e che appartengono ad j.
Incominciamo col supporre che all’ interno di I esista almeno un

punto P1 di j , il quale appartenga a Òr e non 8’,.
Poichè 8’ è un insieme chiuso, esisterà allora un intorno

circolare, h di Pl ~, contenuto in I, nel quale non cadano punti
di ós . Allora Pi come punto di Òr, o è un interno ad uno (e
ntio solo) arco oppure è estremo di un numero finito di i

Nel primo caso, per la definizione stessa di « arco ~3 ~ ; P~
appartiene senz’altro ad un arco il quale quindi, .per quanto
si è visto in c), appartiene tutto a j ; ne segue che in I esistono
punti interni ad un j3 ed appartenenti ad j .

Nel secondo caso P1 è estremo di un numero finito k di
archi p. : ~,.... (ved. n. 1) aventi a comune a due
a due l’estremo e al più un altro estremo. È possibile al-

lora, come si è osservato nel n. 2 a), determinare un intorno
circolare aperto I2 di P~ di raggio r in modo che

1) I2 sia interno a 

2) r sia  .R (I~ ha il significato assegnatogli in 2 a) ;
r potrebbe essere lo stesso R) ;

3) gli estremi dei diversi da P, siano esterni a Z; ;
4) detto Rfi il sottoarco- di ~ avente un estremo in P1 e

1’ altro sulla frontiera di 12 e costituito tutto di punti interni a

I2 (tranne l’estremo diverso da Pi), risulti che i pt (i = 1,
2 , ... h) abbiano a due a due solo il punto Pi a comune. 12 ri-
sulta con ciò diviso dai ~* in regioni semplici di Jordan a due
a due senza punti a comune.

Osserviamo ora che i punti di r diversi da P~ e che non

siano interni a nessuno degli archi 1, 2, ...., h) formano

un insieme chiuso che avrà quindi da P~ una distanza po-
siti va 1l.

Prendiamo allora un intorno circolare aperto I3 di di

raggio niinore di 1) e quindi contenuto in I2. I punti di P che

appartengono a 13 devono appartenere ad uno degli archi pt ;
inoltre in I3 , poichè Pi è un punto di j , ci sarà almeno un

punto B di J. B apparterrà ad una ed una sola delle regioni in
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cui 12 è diviso dai p,,3’-; poichè non appartiene a nessuno degli
stessi Sia essa 1’. Esiste allora l’involucro g di I’ e di 13
rispetto a B (z°). Q è una regione semplice di Jordan i cui

punti appartengono anche ad J ; infatti ad J appartiene per ipo-
tesi B e inoltre ad S~ non possono appartenere nè punti di I"

(H essendo contenuto in I3 j nè punti di r (poichè appartiene
contemporaneamente ad I’ e a dalla definizione stessa di J

e di 9 segue dunque che g appartiene ad J. 
,

Osserviamo ora che se t1~ e ~~ sono gli archi che delimi-

tano I’ in 13 (e che quindi fauno parte della frontiera di I’) la
frontiera w di S~ dovrà almeno contenere un arco X appartenente
a ï1~ o a Infatti, se ciò non fosse, w coinciderebbe con la

stessa frontiera di 13 e quindi 13 dovrebbe appartenere ad 1’ ~
ma ciò è assurdo perchè esistono punti della frontiera di I’ (ap-
partenenti a ~1~ o a ~i~) interni ad 13 . L’ a.rco ?~ fa dunque

parte anche di j e appartenendo a ~.~.~ o a è certamente un

sottoarco di un arco Anche in questo caso risulta quindi che
in I esistono punti interni ai fi e appartenenti a j .

Supponiamo ora che in I esista almeno un punto Pl di j ,
il quale appartenga a 3’ e non a 8,.. In modo del tutto analogo
a quanto si è ora fatto, si dimostra allora che in 1 esistono

punti interni ai P ed appartenenti ad j . o
Rimane quindi da considerare il caso che i punti di j in-

terni a I siano contemporaneameilte punti di Or e di ò:.
In questo caso, poichè i punti di Or e di 8; che siano estremi

di arclii p e p’ sono in numero finito esisterà in I certamente

un punto P~ di j , che sia interno contemporaneamente a 

(29) Date le curve semplici e chiuse j 1 e j ~ e considerate le regioni J 
e J(j2) dei punti interni a j, e a j2, 1 a definizione di *involucro di J(jl)e J(jz) dei punti interni a j 1 e a j2 , la definizione di ;involucro 
e rispetto ad un punto 0 comune ad entrambi è quella stessa data nel
n. 5 a), cioè 1’ insieme J dei punti che si possono unire ad O mediante una

curva semplice aperta priva di punti comuni con j 1 e j 2 ; questa definizione
è in accordo con quella posta da G. SCORZA DRAGONI nella memoria citata

in (1) § 1, n. 5. Osserviamo però che G. SCORZA DRAGONI indica con J l’ in-

sieme, da noi chiamato con ~ cioè l’involucro J più la sua frontiera.
6 *
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(diciamolo ;~,.) e a un ¡ï:"’ (diciamolo e di conseguenza a quelli
soli. Si potrà inoltre trovare un intorno circolare h di P1 in-

terno ad .1 e tale che i punti di I’ ad esso appartenenti
stiano su- e (basta pensare che Pl è interno sia a p,,. che
a ~). Iu Il vi sono infiniti punti di j e questi devono essere,

per .1’ ipotesi fatta, comuni a ~ e e quindi a ¡L,. e a - i
Sia 5 il sottoarco di iL.. contenente Pl , avente gli estremi

sulla frontiera di Il e tntti gli altri punti interni ad Il. Sia E

1’ insieme dei punti di j appartenenti a p.,. ; E non è vuoto, poi-
chè ad esso appartiene certamente Pi ed è inoltre chiuso.

Dico che E è ovunque denso su ¡i,.. Infatti, se ciò non

fosse esisterebbero almeno due (poichè P, è interno a £) archi

contigui ai e a2 di E su p.,. , non contenenti all’interno quindi
nessun punto di·j . Fissato un certo ordine (per es. quello
già stabilito per T dalla corrispondenza p) 1’ insieme El dai punti
di .E compresi tra un punto interno di a1 e un punto interno di
a, non sarebbe vuoto e sarebbe chiuso. Ma anche l’insieme

sarebbe chiuso, poichè i punti di j contenuti in Il de-

vono appartenere a p, e Mi e a. sono due sottoarchi distinti di

pr . Si è cos  scomposto j in due insiemi chiusi disgiunti : e ciò
è assurdo, essendo j un continuo. Ne viene quindi che E è o-

vunque denso su p,,.; ma allora, poichè i punti di E apparten-
gono anche a ~:, ne segue appartiene anche a p! ed è

quindi un sottoarco di un arco p ; è interno a 9 dun-

que (ved. n. 5 c) ) questo arco fi appartiene per intero ad j e

anche in questo caso in I esistono punti interni di p e appar-
tenenti ad j .

6. - Insiemi I~, H, relativi al punto 0.

a) Indichiamo con F 1’ insieme dei punti di j che o appar-
tengono ad un arco P (di j ), i cui punti interni appartengono
solo a Br (indicheremo d’ora innanzi questi archi con p) oppure
siano punti multipli di F o di r’ [questi ultimi saranno in nu-
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mero finito e li indicheremo con Q, (i = 1, ... , 1*j intendendo

che, se un punto multiplo di r e uno di ~’ coincidono, siano

indicati con un solo Q~]. Relativamente ad F costruiremo ora

degli insiemi I~ nel modo seguente.
Per ogni ~3 consideriamo l’insieme K (j) dei punti di

r’ - J che possono udirsi con ogni punto P interno a j3 me-

diante una curva aperta continua, composta di un numero finito

di archi semplici aperti consecutivi, appartenente a 1" -J e

avente con j il solo punto P a comune (diremo, anche nel se-

giiito, « curva a » una curva aperta continua di questo tipo) (21).
Sia poi il continno formato da J~(j3) e dai suoi punti di
accumulazione. associato a p.

Sia poi ~i uno dei punti multipli di ~’ o T’ appartenenti
a j . Consideriamo l’insieme K (Q,) dei punti di lr’ - 7 che pos-
sono unirsi con punti vicini a Q, di quanto si vuole (cioè, per

ogni E &#x3E; O distanti da 6~i per meno di e) mediante curve aperte
continue, composte di un numero finito (22) di archi semplici a-

perti consecutivi, appartenenti interamente a 1" -J (diremo
« curva a’ » una curva aperta continua di questo tipo (23) ) ; sia

poi I~ ( Q~) il continno formato da K (Q,) e dai suoi punti di

accumulazione ; considereremo K (Qi) associato a Q, .
Avremo con ciò ottenuto un’ infinità nutuerabile al più di

insiemi .I~ (infatti i fi sono al più un’ infiuità numerabile ed i Q,
sono in numero finito). Ma osserviamo che due insiemi I~ pos-
sono anche coincidere od essere uno appartenente all’ altro.

(21) Si può osservare allora che in virtù di un noto risultato (ved. luogo
cit. in (~), pag. 103, ogni punto di I~ (¡3) è congiungibile con P mediante una
curva somplice aperta ; sicchè potremmo nella definizione stessa supporre la
curva a aperta e semplice ; ma per il seguito ci è pi i comoda la defini-

zione data.
(22) Potremmo anche qui supporre di considerare un solo arco semplice

per la stessa osservazione fatta in (21).
(23) Nel seguito diremo brevemente che i punti di IT ( ~ ) o di 

sono ~~ raggiungibili da F» mediante curve a o a’, intendendo naturalmente
di dare a queste espressioni il senso specificato nelle definizioni ora poste.

_ 

6
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Chiameremo c massima » un K che non appartenga intera-
mente a nessun altro I~ (cioè di cui non tutti i punti ap-

partengono a un altro I~) non coincidente con esso.
Secondo questa definizione due o più K coincidenti e non

appartenenti ad un altro I~ più ampio danno luogo a due o più
I~ massimi ; converremo però in questo caso di considerarli come
un unico K massimo, associato indifferentemente a tutti gli ele-’
menti di F (punti Q; o archi 1i) cui sono associati i .K suddetti.

Sicchè massimi sono tali che non tutti i punti dell’uno
appartengono all’altro 8 viceversa.

Classificherenzo i .K massimi in tre specie, dicendo che K è:
di ~a specie, se non contiene punti multipli nè di r ne

di ~’,
di II a specie, se contiene punti multipli di I’ o r’, ma essi

non appartengono ad j .
di III* specie, se contiene punti multipli di r o di ~’ appar-

tenenti ad j (ved. fig. 2).
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b) Detta f (K) la frontiera di un K, osserviamo anzi-
che la di f (K) che non appa~ntiene a j , cioê

f ( I~) j ~ f(K) é pun ti appaf1te-
nenti a I".

Infatti ogni punto B di f ~~) - j - f (K) appartiene a 1",
ma non può essere un punto di J("1"), perchè altrimenti sarebbe
interno a IL (tutti i punti di un opportuno intorno di B sareb-

bero infatti « raggiungibili da F » mediante curve « o x’ ) ;
quindi B appartiene a I".

Dico in,oltre che ogni B di f (,~) j - f (K) è

~~aggiu~gibile da F mediante curve a o Infatti B appar-
terrà ad un numero finito di archi t1: t1~ , ... , pg e precisamente
h = 1 , sarà interno a se h &#x3E; 1 sarà estremo comune di

, ,

P. h.

Prendiamo in considerazione questo ultimo caso (il caso h---1
si tratta in modo analogo ed anche più semplice). Sfrutteremo un
ragionamento già svolto nel n. 5 d).

Incominciamo col determinare, per le stesse considerazioni

del n. 1, un intorno circolare aperto Il di B , di raggio r in

modo che :

1) gli estremi diversi da B dei t1~ (L = 1 .... h) siano e-

sterni ad h ;

2) r sia miuore delle distanze dei punti multipli Ay di 1"

a due a due tra di loro, e deJL~ distanza di B da J ;

3) detto p§* il sottoarco di t1~, avente un estremo in B e

l’ altro sulla frontiera di h e costituito tutto di punti interi a

I1 (tranne l’estremo diverso da B), risulti che- i t1~4 (i =1, ... A)
abbiano a due a due il solo punto B a comune.

h risulta con ciò diviso dai in h regioni semplici di

Jordan, a due a due senza punti a comune. Inoltre i punti di ~’
diversi da B , che non sono interni a nessuno dei tt~*, formano
un insieme chiuso, che avrà quindi da B una distanza 1j &#x3E; 0 .

Sia allora 12 un interno circolare aperto di B di raggio
minore di -~. e quindi di r. I punti di r’ che appartengano a 7~
devono appartenere ad uno degli archi (.L~*. In I2 poi, poichè B
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è punto frontiera di I~ ci sarà almeno un punto A ,  raggiun-
gibile da F » mediante una curva del tipo a o a’, che indiche-
remo con al (quindi al o unisce A con un punto di F o lo

unisce con un punto c opportunamente » vicino ad un punto di

F). Se A appartiene a e quindi a f (K), per
quanto si è detto all’ inizio, A deve appartenere a r’ e quindi a

uno dei t1~., per es. Per ciò ogni punto del sottoarco AB
(e in particolare B), di estremi A e B, di i è « raggiungibile
da F » , poichè la curva x1 + AB è del tipo a o a’.

Supponiamo ora invece che A sia interno a JK ; allora t1 è

interno a r’, cioè appartiene a 7(r~), e quindi appartiene ad una
delle regioni in cui I. è diviso dai ~L;*, regione che diremo I’.
Esiste allora l’involucro 9 di I’ e di 12 rispetto ad A. 13 è una

regione semplice i cui punti appartengono a ,I~ ; infatti A è in-

terno ad g e e inoltre ad 8 non appartengono nè punti di

r’, i nè punti di J (poichè il raggio di 12 è minore -1 e della di-

stanza di B da J) e quindi tutti i punti di S~ sono « raggiuu-
gibili da F » mediante curve o x’. Anche i punti della fron-

tiera (J) di 9 appartengono perciò e sono anche  raggiungi-
bili da F» mediante curve x o x’. Ma ad w deve appartenere
almeno un punto (anzi almeno un sottoarco) di uno dei due

archi e IL::, che delimitano I’ in infatti, se ciò non

fosse I2 dovrebbe appartenere ad I’ e ciò è assurdo, perchè esi-
stono punti della frontiera di I’ (appartenenti agli archi di e

p,~ ) interni a I2 . Sia allora C un punto, per es. di p.;;, appar-
tenente a w ; uniamo A con C mediante una curva semplice e

aperta a interna ad 8 ((tranne l’estremo C) . La curva a -~- CB

(dove con CB si indica il sottoarco di di estremi C e B) è

una curva del tipo a o a’ e quindi B è c raggiungibile da F».
Soffermiamoci ora in particolare sul caso che K sia 

.sirrao e di ra specie. I~ sarà associato a un certo f (seguirà da

quanto dimostreremo che è associato ad un solo (3 ). Poichè 7 non
contiene punti multipli nè di I’, nè di r’ ed è chiuso, ricordando
la definizione di « approssimazioue » di r e di F~ (ved. n. 2 b)
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e ~~) ), potremo costruire, per n sufficientemente grande, una

approssimazione e F coincidano i n I~ ep P 
~z 

’ 
?i

cos  pure 1" e r’ (cioè i punti di 1’ o r in K sono
n 

e ~ p

anche punti di o e viceversa).
n n-) 

--

Sia ora P un punto interno di p e quindi appartenente a

J {1’’). Per il n. 4 d) potremo determinare un intorno 7p di P,
tale che, per li s~iffi.cientemente grande, ogni punto di 1, appar-

tenga a J ( F’ ) e a , Potremo prendere I in modo

anche che ogni punto di r appartenente appartenga 
Sia poi Q un punto J interno a I, (Q appartiene allora a J(F)
e a J ( 1~’ ) ) . Allora P appartiene a r(2013) e i suoi estremi ap-

partengono a ~’ ( ~). . Siano dunque v e V2 gli archi in cui fiÌ ?i )
divide e sia v quello che unitamente a 8 costituisce

n 
.

una curva semplice chiusa, cui Q è esterno (cioè Q appartiene
a .E (vl -~- ~ ) ) . 

- -- 

Dico che la bicella vl -~- ~3 -f- J ( vl + -~) coincide con K e

quindi che f (I~) - j . f (K) coincide con vl (esclusi gli estremi).
Infatti ciò segue immediatamente dalla definizione stessa di i I~ ,

se si pensa che in K r coincide con I’ 1 e r’ con" 
~a /

, 1
Resta. ciÒ provato che ogni K e di I,’

specie è associato ad solo a’reo di che è una bicella

e che f(K) - j. formato dai punti inte1.ni di itn
cti-co ~~e~~aplice aperto v, app~c~·tenente a T’ e avente gli e-
str-erni su j .
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. 

c) Dimostriamo ora che gli K ~~iassisni di Ia e
7f specie non hanno due a due punti a cornune che ~non
a~partejzgano ad j . ,

Osserviamo anzitutto che i .I~ massimi di la e I1a specie
sono associati ad archi j3, cioè sono dei K ((3). Siano allora due
di essi I~1 associato a i e K2 associato = I~ 

X2 = I~ e sia, per assurdo, A un punto di I’’ J d‘omune
a e Siano poi Pl un qualunque punto interno di ~~ e

al una c curva che unisce A con P~ (per l’esistenza di al

si ricordi quanto si è dimostrato in ó) all’inizio) e siano P2 un
qualunque punto interno e a, una ~ cnrva a » che unisce

A con P2 (anche per a,2 si tenga presente il n. 6 b) ). Prendiamo
un qualunque punto S’ di I~ (P2) e dimostriamo che appartiene
a I~ ne seguirà che K2 è contenuto in I~1 (anzi Y, = Ki ,
il ragionamento potendosi analogamente ripetere scambiando i

ruoli di Kl e di K2).
Per questo è opportuno introdurre, seguendo la definizione

di B. v. KERÈKJ ÀRTÓ (24), il concetto di « bande di un arco

semplice apei-to nella vicinanza di un suo punto interno ,.,

applicandolo all’ arco Prendiamo un cerchio X di centro P1
e di raggio sufficientemente piccolo perchè gli estremi B~ e B,
di P. siano esterni Sia la circonferenza frontiera di x ;
si potrà trovare un arco a di ~, il quale abbia solo gli estremi

su ~2 e precisamente uno di essi sull’ arco di ~2 e l’altro

sull’ arco di F2 (25). Diciamo a’ l’arco di ~2 avente gli
stessi estremi di a. a + o’ formano una curva chiusa semplice

(~~) Ved. luogo cit. in (?) pag. 68.

(!J) Infatti ~ e ~~ si intorsocheranno in un insieme perfetto I, che non

potrà essere ovunqne denso lltri~neati ~ ~ conterebbe ~, il che è im-

possibile ; esisterà allora un arco almeno contiguo a I, i cui estremi

siano uno su 1’ altro altrimenti 1 sarebbe costituito tutto

di punti. appartenenti ad uno solo dei due archi P2 B, , e ciò è as-
surdo, perchè sia B1 che B2 sono e3terni mentre Pz è interno a X.
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cui appartiene P2 ; 1 essa è « liscia ~ in P2 sia per 1’ interno che

per l’ esterno (26); potremo allora, in virtù anche del fatto che

P? è interno a ~f2, che f (I~~) - j - costituito di punti
di F’ e che A e S appartengono a r - l’, determinare due

punti Q2 e Q2 interni a P21 y separati su pg da P2 , e due archi

semplici aperti a2 e az, aventi gli estremi in Q e Q2, costituiti,
(tranne gli estremi) l’ uno di punti interni a K (P2) e l’altro di

punti « esterni ~· (cioè non appartenenti) (P2) e tali che,
detto a’~ il sottoarco di ~2 di estremi Q2 e Q2 , 1 la regione
J (a* + a2) , determinata dalla curva semplice chiusa a* + a2 , sia

formata da punti interni a K (pg) e non contenga nè A e nè S,
mentre quella J (a* + a.) determinata dalla curva semplice chiusa

0* + a., sia formata da punti non appartenenti a K (P2)
J (o* + 02) costituisce allora la « banda di ~2 interna a K 

nella vicinanza di e .I (a’~ + ó,) quella « esterna ».

Fatto questo, osserviamo che S è  raggiungibile » da P2
niediante una curva af del tipo a, la quale incontrerà quindi
certamente la curva chiusa semplice a2 + as, cui P, è interno; ma,
poichè i punti di 02 non appartengono a I~ ((3,,) ) (tranne gli e-

stremi), a, incontrerà allora 1’ arco a2 ; sia A, il primo punto di
az che si incontra su as a partire da rS (A, è certamente diverso
da Q2 e Q2 non potendo appartenere a j). Per la stessa ragione
a2 incontra a2 in un punto A2 (il primo che s’ incontra su (x~ a

partire da A). Allora la curva ~1 + + A2 A, + do~

M2 è 1’ arco di a2 di estremi A e quello di a2 c.

estremi A z e ..4.6, quello di a; di estremi A» e .S’ , cost i

tuisce una curva del tipo a che unisce S con P, . Quindi 8 ap-
partiene 

Resta con ciò dimostrato che K2 appartiene a .k’ ; e in

modo analogo si può dimostrare che K, appartiene a A~ ;
quindi K1 = Xi.

(26) Per questo, definizioni e per le applicazioni che se ne fanno nel

testo ved. ad es. luogo cit. in (7), pag. 65, teor. V.
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d) Dal risultato precedente si deduce immediatamente che i

K massimi di il. specie sono in numero finito.
Infatti tali sono i punti multipli di r e r’ ed uno di essi,

che non stia su j , può appartenere ad uno solo dei ~K massimi

di II’ specie.

e) Diciamo ora qualcosa dei .I~ massimi di IIIa specie.
Essendo Q, , .... i punti multipli di 1’ e r’ appartenenti ad

j , si son definiti in a) gli insiemi K (Q,) ..... K (Ql·) . Essi

possono anche non essere tutti massimi ; quelli massimi sono di

IlI’ spocie.
’ Dico che non esistono altri I~ massimi di 1111 specie.

Dimostriamo infatti che un K, che non contenga punti multipli
di F o T’ appartenenti ad j , deve appartenere ad uno dei 

Infatti questo dovrebbe essere « associato » a un arco p y
che diremo fii ; cioè .K = K Ma, per l’ipotesi fatte, deve

esistere almeno un Q, sulla frontiera di K e precisamente
appartenente aIl’ insieme j ~ (pj) e in ogni intorno di Q,
devono esistere punti di K non appartenenti ad j, raggiun-
gibili mediante curve del tipo a da un qualunque punto in-

terno Pi di ~~.
È facile allora ricavare (pi) appartiene a I~ (Q;) .

Infatti sia S un qualunque punto di K (pi) e sia as una curva

. unente Fl con S. In ogni intorno di Qs esiste almeno un

,itnto S’ di .I~ (~i,) , non appartenente ad j , che può congiun-
(si tenga presente anche il n. 6 b) ) con P1 mediante una

curva a., i del tipo a .

Ma allora con costruzioni del tutto analoghe a quelle del

n. 6 cj, sfruttando la nozione di c banda di ¡~ interna a K 
nella vicinanza di possiamo trovare una curva del tipo a’

che unisce S’ con S, il che dimostra che S appartiene a K (Q,).
Ne segue che K (P,) fa parte di K (Q,) .

Quindi i K ~~zassimi di 111- specie sono in numero
finito.
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f ) Osserviamo ora che a dífferenza di quanto succede per i

.If massimi di I’ e I1’ specie, può avvenire che due K massimi
di III’ specie abbiano a comune dei

punti non appartenenti ad j (v. fig. 3).
Però si può dimostrare facilmente che

un K rnassirno di III" specie e

uno di I a o IIa specie non possono
avere punti ac comune non ap-

partenenti ad j .
Infatti, supposto per assurdo l’e.

sistenza di un K ~ di III’ specie e di
un K1 di la o II’ specie distinti tra
di loro, aventi un punto a comune, non appartenente ad j , si

ricava come nel n. 6 c), che Xl fa parte di I~~ e quindi non è

massimo.

g) L’osservazione precedente ci consiglia, per il seguito, di

introdurre dei nuovi insiemi, partendo dai .T~ massimi.

Poniamo dunque stesso insieme, che HJ
tutti i If massimi tali che per due qualunque di essi K¡-- e

K,, esiste una catena di un numero finito di K 1massimi

(appartenenti allo stesso insieme H) K, .... I~r ....

I~s = Xi, in rnodo che ogni Kr abbia a con e

un punto non a~~a~°tenente ad j se (r· = 1 si

considera solo 1" + 1, se r = s solo r - 1).
Per quanto si è visto in c) e in f ) ogni K di Ia o 1111

specie dà luogo ad un solo H, che diremo ancora di la o IIa

specie. 
---

Infine .diremo H di IIIa specie quelli proveiiienti da uno o
anche più E di IIIa specie. Gli H di IIIa specie e cos  pure

quelli di IIs specie sono in numero finito.

Sarà ancora opportuno osservare per il seguito che ogni H
è un insieme chiuso, in quanto somma al più di un numero,

finito di insiemi chi usi e i noltre che due H qual unqzce 
possono avere punti a comune che appartengano ad j.

fig.3
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h) Diciamo ora G l’ insieme dei punti’ che appartengono ad

almeno un H. Vogliamo dimostrare che J + G coin-
-eide con r’.

Anzitutto è evidente per la definizione stessa di 7 e di G

che ogni punto di J + G appartiene a r’.
Viceversa sia B un punto di ~’ ; dimostriamo che, se non

appartiene ad J, appartiene a G, cioè ad un H.
B apparterrà ad almeno uno degli insiemi 4~ + 8’

(r = 1, 1) dove à§ sono i domini contigui di r’ apparte-
nenti a .I (I’’) e 8r le frontiere dei d; (ved. n. 5 a).

Supponiamo dapprima che B appartenga a E’ , essendo á’
il dominio cui appartiene O.

Se B appartiene a t1; , esiste senz’ altro, come è noto, una

curva semplice aperta a che unisce B con 0 ed è tutta interna

a A, ; ma allora avendo supposto che B non appartenga a J,
mentre 0 appartiene a J, la curva a deve incontrare j (~7) ; sia

A il primo punto che si incontra su a percorrendola da B a 0,
appartenente ad j ; A, dovendo essere interno a A~, farà parte
di r e precisamente di un arco p che compone 8r (ved. n. 5 a)
-e b) ). Se è interno a qtiesto ~, allora per la definizione stessa

- - -

dei fi, è interno ad un arco fa ; e in questo caso 
,di o è una curva del tipo a e B appartiene dunque a un

.Ì~ (~i) (28) e quindi ad un H.
Se invece A è un estremo di ~ allora o è un punto mul-

tiplo Q. di r e allora B appartiene senz’altro a 1~~ (Q;) e quindi
ad un H, oppure è un punto semplice di r ed allora è estremo

(27) Ved. luogo cit. in (7), pag. 3 ~ .

(28) Si osservi infatti che dal fatto oho B può unirsi mediante una curva
del tipo a con un punto A interno a p, si ricava facilaiente, per es. ricor-
rendo alla nozione di  banda di un arco semplice aperto nella vicinanza di

un suo punto interno. introdotta nel n. 6 o), che B può unirsi coa ogni
punto interno mediante una curva ? e quindi che B appartiene a

-~ ( ~ ), secondo la definizione posta nel n. 6 a).
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comune di due archi sicchè si vede immediatamente che si
, - - ,

può sostituire all’ arco B A di a un arco B A’ semplice, con A

interno a uno di questi due in modo che BA sia una curva

del tipo a e quindi ancora B faccia parte di un H.
Se invece B appartiene a ~s , allora appartiene a un arco

di- a’ (ved. n. 3 c) ) ; se è interno a p’ potremo ancora conside-
rare la curva a aperta e semplice, unente B con O, avente i suoi
punti, tranne B , in 4:, poichè ogni punto interno di P.’ è « rag-
giungibile » da un punto interno di å;, "essendo 8’ « lisciar in

ogni tal punto per 4: (2s).
Se invece B è estremo di [t’, allora basta considerare un

opportuno punto B’ interno di ~,’, unire B’ con O mediante una

curva semplice a in modo che o + B B (dove B’B è 1’ arco

di- di estremi B’ e B) sia una curva aperta semplice unente
- -

0 con B, avente un primo arco B’B, tutto esterno a J, a co-

mune con p’ e per il resto interno a A~.
Anche in questi casi quindi si può concludere con il ragio-

namento fatto sopra, che B appartiene ad 

Supponiamo ora che I~ appartenga ad un E ~ con ~~ ~ s . In

virtù degli stessi ragionamenti or ora accennati, possiamo dire

che due punti qualunque di un 2~ (siano o no sulla frontiera

~r di E;) possono unirsi con un arco semplice aperto apparte-
nente a E’ . Ma allora si può trovare una curva OCB, composta
di successivi archi semplici di questo tipo (cioè congiungenti dae
punti di un E§ e appartenenti allo stesso E’§) che unisca ~ ad

un punto B’ di 8,’ e precisamente ad un punto multiplo di 1"

appartenente a ~à [perchè due Er hanno a comune al più punti
multipli di 1’’, in virtù del fatto che 1’" è la frontiera di 

n. 4 d) e quindi un p’ non può appartenere contemporaneamente
a due a;]; e la curva a8 abbia il solo punto .B’ a comune,

con 

Di qui segue che, se B’ appartiene a j allora coincide con

luogo cit. in 
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uno dei punti Q~ e la curva aB è del tipo rJ.’, sicchè B appar-
- .

tiene ad un H di IIla 4specie.
Se invece B’ non appartiene ad j , basta continuare par-

tendo da JS" in modo analogo a quanto si è fatto all’inizio, nel
caso che ~ appartenesse a J per concludere ancora che B

appartiene ad un H.
È quindi dimostrato che 7-}- G == rB

i) Sia ora 6 un qualunqne numero positivo e sia H un

qualunque insieme di ilIa specie. Ad H apparterranno un certo
numero di punti Q; : ~sl............ Q,,,. Diciamo allora

H [8~ ~ insieme dei punti
ch e appartengono ad almeno
uno degli H (di l’t, II~

e IIIa specie) che hanno

almeno un punto interno
a uno almeno dei cerchi
di raggio 6 e di centri ri-

spettivamente i punti Q,1...
....... (ved. fig. 4)

Per ognuno degli insiemi H di IIIa specie abbiamo cos

deti uito un insieme 
*

1) Un insieme H ~6~ può contenere anche iufiuiti insiemi H;
però ne conterrà un numero finito di Ila o IIIa specie, perchè
si è visto che gli H di e 111~ specie sono complessivamente
in numero finito. H[8] potrà quindi contenere al più un’ infinità
numerabile di H di Ia specie.

In questo ultimn caso, come somma di Llll’ illhuità numera-

bile di insiemi chiusi, H [8~ può anche non essere un insieme,

chiuso ; però possiamo dimostrare che contiene ogni suo

punto di accumulazione B, che non appartenga ad j .
È chiaro anzitutto che, se B è di accumulazione per almeno

u no degli H che appartengano ad H [8], allora ~ appartiene a

questo H , che è chi uso, e quindi ad H f 8] .

fig .4
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Se ciò non è, in ogni intorno di B devono esistere punti
appartenenti ad un’ infinità numerabile di insiemi H, apparte-
nenti ad H [6] , i quali, per l’osservazione fatta all’inizio, po-
tranno supporsi senz’ altro essere tutti di la specie.

In ogni intorno di B esistono dunque panti appartenenti ad
uno degli insiemi : H, , H,, . .... /?~ .... di la specie e possiamo
anzi precisare clie esistono anche punti appartenenti alla frontiera

f ( H") di ognuno degli H.. Ricordiamo ora che (ved. n. 6 b) )
per ogni Il. l’insieme /*(~.) 2013~ ’ è composto di un arco
semplice aperto Y~~ avente gli estremi su j . Otterremo cosi una

successione di archi v" semplici aperti e non sovrapponentisi di

F’. Ma in una tale successione il diametro dell’ arco è infinite-
si mo per (30 ) .

Preso quindi 0 e minore della metà della distanza

di B da j , possiamo determinare un n tale che per ogni
v ha un diametro c ~ , Ne segue che ogni H., con il &#x3E; 

non può avere punti di f (H") j . f (H") appartenenti all’in-

torno circolare di raggio s di B , poichè f (Hx) - j ~ f(H,,j è

composto dell’ arco y" avente gli estremi su j e di diametro ~ ~ .
Ne segue che è assurdo supporre B non appartenente ad

alrneno un H e quindi ad H [6].
Possono però esserci su j dei punti di accumulazione di

non appartenenti ad H[0]. Noi considereremo per il seguito
questi punti come aggiunti ad ~f[6], sicchè potremo colicludere

che ogni uii insieine chiuso.

(30) La cosa è già stata messa in rilievo, nel caso che I" sia una curva

chiusa semplice da G. ScoRzA DRAGONI : teorema snlle curve di

Jordan [Rend. Acc. Lincei - (yTi) - Vol. XXIII (t936), pagg. 181-186)
lemma 2. Anche qui essa si ricava immediatamente, osservando che il fatto

è vero per una successione di archi non 80vrapponentesi di una circonferenza
e ricordando (ved. n. 1 e n. 2 c) che r’ è la tra3formata dellit circonferenza
7:, secondo la trasformazione t . cp, che è topologica su ciascuno degli archi

(in numero finito) ( P;_1, Pi ) di k (ved. n. 1).
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m) Introduciamo ora alcune ultime definizioni relative agli
insiemi H.

Sia dato un H di Ja specie ; esso è pure per definizione

massinio di Ia specie e sarà dunque « associato » ad un

arco p di h (ved. n. 6 b) ) ; diremo j3 associato

ad H. ,

Diremo poi insienie À’ (H) associato allo stesso H l’arco
v di 1" i cui punti interni costituiscono l’insieme f (H) - J.. f (H~
(ved. n. 6 b) ).

Per ogni H di Ila o dl 111~ specie diremo invece rispetti-
vamente insiemi À (H) e a’ (H) associati ad H, gli insiemi

dei punti di r e di 1’’ appartenenti ad Il.
Cos  pure per ogni diremo rispettivamente 

a (H [8~) ~~ À’ (H [8J) associati ad H[6], gli insiemi dei punti
di 1-’ e di r’ appartenenti ad H [6~ .

Osserviamo che tutti gli insiemi a e 7~’ ora definiti stono

chiusi.

ii) Ci sarà utile nel seguito avere introdotto anche la se-

guente definizione di involucro j (w, y) di una circonferenza w e
di un arco semplice e aperto 7 , avente gli estremi su w e al-

nieno un punto interno al cerchio delimitato da w .

Consideriamo per ciò l’ insieme dei punti del piano che pos-
sono unirsi con l’ infinito mediante una semilinea semplice (im-
magine topologica di una semiretta) che non abbia punti a

comune nè con ro nè con y, e diciamolo E (ro, y). ~’ involucro

j (w, y) di w e 7 sa1’à la frontiera di E (w, y).
Si può dimostrare che j (w, y) è una curva semplice chiusa,

con gli stessi ragionamenti usati da G. SCORZA DRAGONI per la

definizione di involucro di due curve semplici chiuse ($1). Mi

limito perciò ad accennarli.
Se y non ha punti all’ esterno del cerchio delimitato da co,

è immediato uoneludere che j (w, j) coincide con ro.

j31) Ved. luogo cit. in (3J).
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Escluso questo caso, sia P un pnnto di j (w, 7) appartenente
á y ed esterno al cerchio delimitato da w (esiste almeno un tale
P) e sia v il massime arco di 1, che contenga P e tale che i

suoi punti interni siano esterni al cerchio delimitato da w .

Si dimostra che v appartiene interamente a j (w, ~) .
Gli archi del tipo v hanno al più a comune un estremo e

sono al più un’ infinità numerabile : vl ..... , vp, ....
Gli estremi di v. determinano su w due archi di cui di-

remo c0p quello in cui i punti interni sono separati dall’ infinito

mediante la curva semplice chiusa formata da v, e dall’altro

arco di w . 
’

(jli archi w~ sono un’ infiuità numerabile al più e a due a

due sono privi di punti interni comuni.

L’involue,ro j (w, y) si ottiene sostituendo in w l’arco w, col

corrispondente arco vp ; e si dimostra di qui che j è una

curva chiusa semplice.
Tutto qnesto segue dai ragionamenti citati da G. SCORZA

IjReao~ri.
A noi interessa inoltre osservare che j w, 1) , oltre agli ar-

chi vp di y, contiene anche almeno un arco x di w , i cui punti
interni i appartengono solamente ad w e i cui estremi appartengono
anche a 7 ; infatti, se ciò non fosse, tutti i punti di j (w, y) ri-

sulterebbero appartenere e quindi y conterrebbe co, il che è

assurdo. È evidente poi che gli archi di j (w, y) del tipo a sono
senza punti interni comuni e quindi sono al più un’infinità nu-
merabile. Infine indicheremo per il seguito con J (w, y) la regione
dei punti interni j {w, ~~) .

7. - Teorema.

a) Siamo ora in grado di dimostrare il seguente :
TEOREMA. - Sia data una tras fornaazione 

del piano 1t se stesso (o in sua che 
la curva r nella curva ~’; se esiste un O apparte-
nente sia J (r) che a J (~’) tale che, dello j la involucro

di ~’ ~~ispetto ad 0 e costruiti gli insiemi H 
ad (J, definiti nel n. 6 g), t i di 

7 ~
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degli insiemi À (H) associati agli li (ved. n. fi m» in punti
acppartenenti al corrispondente insienae À’ (H), allora

la tras~or~yaazione subordinata da t t~~a :L’ = r -~- J (r) e

=.r -~- J (r ) ammette a lrraeno un punto uni to.
1

. ~ opportuno anzitutto trasformare l’enunciato del teorema,
dimostrando che dalle ipotesi dello stesso segue 1’ esistenza di un
6 positivo tale che, costituiti gli insiemi H [0] relativi ad O (ved.
n. 6 i) ) , t trasforma i punti di ciascuno degli insiemi a (H [6] ) &#x3E;

(ved. n. 6 1n)) in punti non appartenenti al corrispondente in-

sieme I’ (H [6]) .
Infatti sia H, uno qualunque degli H di III* specie relativi

ad O, che sono in numero finito (1 = 1, .... g). Prendiamo una
successione 8n ~, di numeri positivi tendente a zero, e costruiamo
secondo la definizione del n. 6 i), la successione degli insiemi

Nl [0.]. Può accadere che, da un certo in poi, H, [0.] coincida
con allora (ved. n. 6 n) ) anche a (H~ e 7~’ (H1 [6.])
coincidono rispettivamente con ~ e a’ ~H~) e quindi la t non

trasforma i punti di 7~ (H~ [6,~]) in punti di a’ (Hl ~6"~) .
Se invece,~ qualunque sia :1l, ciò non succede, allora vuol

dire che, qualunque sia contiene oltre ad H~ anche
infiniti insiemi H distinti da H~ (in virtù della definizione stessa
di H e di H[6] ) , e poichè gli H di II~ e IIIA specie sono in nu-
mero finito, ne segue che per n sufficientemente grande (n maggiore
o uguale a un certo n), Hl [8") contiene H~ e una successione

~ H",m ~ i (m = 1, 2 , ....) di insiemi H di la specie.
Osserviamo ora che la successione ~ (m = 1, 2 , ....)

contiene la successione ~ ~~,~ j 1 (m = 1, 2 , ....) ed inoltre che
il diametro degli tende a zero, per m tendente all’ infinito,
come si può facilmente dimostrare con un ragionamento analogo
a quello usato nel n. 6 l). Se ne ricava facilmente allora, che,
fissato un p &#x3E; 0 , possiamo determinare un n &#x3E; n tale che per

1’ insieme sia contenuto nell’ insieme costituito da
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Hi e dai cerchi di raggio p e di centri rispettivamente i punti
Qf (multipli per F o per ~’) che appartengono a H, .

Osserviamo ora che dall’ ipotesi del teorema risulta che, poi-
ché ~ (H~) e ~’ (Hl) sono insiemi chiusi e la t è una trasforma-

zione topologica, si possono determinare per ogni 1 (l = 1, .... g)
due ntlmeri positivi P~ e tali che tutti i punti dell’intorno

(p,) di 1 (H,) (22) non vengano trasformati dalla t in punti appar-
tenenti alI’ intorno (p’) di ~’ (H~) .

Indichiamo con Q= (r) (r ---_ 1, .... r,) i punti Q~ che ap-

partengono ad H, .
Per un certo l,

quelli dei

~6 (r) che apparten-
gono (v. fig. 5)
e siano Q~ (;~) , .... ,

i rimanenti

Se un punto ~~ (r) non appartiene a ~, allora appartiene cer-
tamente a (essendo un punto di J non può appartenere a

E (r) ) ; si può quindi determinare un intorno circolare di Q~ (r)
di raggio 2t~ (19) tutto costituito di punti di J (T ) . Siano dunque,
per un certo l, 1t’ {r~) , .... , %I (r l;i) le misure dei raggi 2t~ (r)
relativi ai punti sopra nominati. Analoga-
mente, per lo stesso l, siano Q’ (rÌ) , .... , quelli tra i

K

punti q (r) che appartengano a ~’ e Q~ (r;) , .... , i ri-
K

manenti ( I~à -~- .,T~i = ri) . Se un Q~ (r) non appartiene a I’’ ap-

partiene allora a J (I’’), e perciò esiste un intorno circolare di

di raggio tutto costituito di punti di J(r’). Siano

(r~- ) le misure dei raggi relativi ai punti
Klí

(32) Per intorno (p) di un insieme I iatendiamo 1’ insieme di punti che
hanno da I distanza C p.

fig.5
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... , , Indichiamo ora con p il- più piccolo dei
KI

Per quanto si è visto sopra, possiamo determinare un 6 &#x3E; 0
in modo che I’ i nsieme H, [0] (~ = 1, .... , ,g) sia contenuto nel-
l’ insieme costituito da H, e dai cerchi di raggio p e centri i’ 

~

punti (r = 1, .... , rt). Allora l’ insieme J~ (H, [0]) appar-

tiene all’insieme Xp (Hl) costituito da À (H~~ e dai cerchi di rag-

gio p e centro i punti Q’ (181) , .... , poichè i punti di

H~ [8J appartenenti ai rimanenti cerchi, di raggio p e centri

i punti (~ (~y) , .... , Q’(-rg, ), appartengono a J(1’) e quindi non
fanno parte di i À 1H, [8]) .

D’altra parte l’ insieme a’ (H~ [8~) appartiene all’insieme

(H,) costituito da e dai cerchi di raggio p e centri i

punti Qi(r;) , e .., Q’ (r’ 9 9) poichè i punti di H~ [6] appartenenti
ai rimanenti cerchi di raggio p e centri i punti Q’ (r§) , .... ,
Q~(~) appartengono a J (r’) e quindi non fanno parte di

KI

~’ (N~ [d ] ) ~
Ma allora i punti di X ~H~ [e] non possono essere trasformati

dalla t in punti di ~(77~0], poichè 1 p (H,) e k§ (H,) [e quindi
anche 1 (H~ [6 J) e ~’ (H~ [8J ) appartengono rispettivamente agli
intorni (pt) e (pi) e ~’ (Hl) .

poi che pur di prendei-e p (e quindi 6)
sufficientemente piccolo, gli insieyni Hl [8] avranno, tra di
loro e con gli H non appa~~tenenti agli H~ [6] stessi, a
coniune al pih p~cnti che ~xppa~·tengono ad j (pe18 la defi-
ni.~ione stessa di Ht [8] e i numeri fi c) e f t ) .

b) Fissato cos  il 6, veniamo alla dimostrazione del teorema.
Incominciamo col fare alcune osservazioni.

. 

Siano Hl [8~, .. e ., H~ [01 gli insiemi H [0] relativi ad 0 ed
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a 6 e siano poi H1..., H, gli insiemi H di II~ specie relativi

ad 0, che abbiamo visto si possono supporre non appartenenti a
nessuno degli H [8] . Li indicheremo complessivamente per sem-

plicità, con i~Ti , .... ~ ~i ~ .... ~ (~ f~..q ; e siano poi li e 1, gli
insiemi a (tl ) , ~ (H [eJ) , À’ eH), X’(H[8]) ad essi associati

(i = L,...., f -~- g).

Dall’ ipotesi del teorema a. da quanto si è dimostrato in a),
risulta che i punti di À, (i = 1 , .... , f + g) non sono trasfor-

n~ati in punti di À~ dalla t . Allora poichè À, e À§ sono insiemi

chiusi (ved. n. 6 m) ) e la t è una trasformazione topologica, si

possono determinare, per ogni i (i = 1, .... , f -f- g) due numeri
positivi pi e p; , tali che tutti i punti dell’ intorno (pi) di À¡ non

vengano trasformati dalla t in punti dell’ intorno (p,) di kí.
Siano poi B,, B‘~ , .... , l#_ i pnnti multipli di F o

r r~

di r’ non appartenenti ad j , contenuti in Gi (se un punto mul-
tiplo di 1’ coincide con uno di r , considerereino i due punti come
un unico O- L’insieme. dei Bi (i = 1,.... f -j- ~ ; r = l,..... ~)

r ~

ha una distanza positiva da 7; la indicheremo con p,. Indiche-

re~110 poi con p2 la minore delle distanze di due qualsiasi
B~ tra di loro.

r

Osserviamo ora che ciascun .Bf , appartenendo a nn Gt ha
r

una distanza positiva da ciascuno degli H[01 e degli H, non

appartenenti agli H [8] , che siano distinti dal G, stesso (ved.
Il. 7 a) osservazione finale) cui appartiene Diciamo allora,

7

per il confine inferiore dell’ insieme di queste distanze ;
si può dimostrare facilmente che ps è &#x3E; 0 . Infatti se fosse

l’

P 7 =0, ’ in ’ ogni intorno di esisterebbero putjti appartenenti
r r

ad un’ infinità numerabile di H (di ~a specie) distinti da Gi; ma
allora lo stesso ragionamento nel n. 6 l), fa vedere c~he ciò è

impossibile ; perciò è p’ &#x3E; 0.
r

Diciamo allora P3 il più piccolo dei pz (i = 1 , ... , f -f- g j z
r 

’

r= 1 , .... 1"¡). ·
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Diciamo poi ancora p4 la distanza di 0 dall’ insieme dei

punti multipli di F e T’.
Infine indichiamo con p. la più piccola delle distanze dei

punti multipli di r o r’ appartenenti ad j , che abbiamo indi-

cato con Q, (i = 1, .... , 1*) (ved. n. 6 a~ ) a due a due tra

di loro.

c) Nel n. 2 a) e b) abbiamo definite le c approssimazioni »

r(2013) di r e abbiamo introdotto un numero funzione
n n

di n e tale che lim R 1 - 0 (ved. in articolare u. 2 b .
. ’Z P

Osserviamo che 1’ intorno circolare aperto I 1~ 1 di i
B B~//

raggio di un punto multiplo di 1~ ~ A " (v = 1 ~ .... h ) ,

è trasformato dalla t in una regione semplice di Jordan, che

conterrà nel suo interno il trasformato AY di il diametro di

questa regione, in virtù del fatto che t è topologica, tenderà a

a zero ao . Fissato che sia n , diciamo R’ -1 il mas-. 

n

simo dei diametri delle suddette regioni di Jordan (che sono

in numero di h) relative ai punti multipli di ~’’. Sarà pure

lim 
n

Osserviamo ancora che, ’ in virtù della costruzine di 17 n’ 

B~ /
fatta nel n. 2 a) e b), i punti di F che sono esterni agli in-

punti di A v = 1,.... h) sono anche
" n 

P

punti di e viceversa i punti di F esterni agliP 
n 

P 
~a

sono anche punti dir. Cos  pure i punti di i ~’’ che

sono esterni agli intorni circolari aperti di raggi og P " Ì Ì n Ì gg
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R’ 1 dei unti A’ , multipli di r’ (v = 1, .... h) sono an-n ’

che unti di r" (71) e viceversa in virtù del fatto che F’ ep 
n 

’

sono le trasformate di 1~ e 71 ) / 
Diciamo ora RR íl rnax ; è eviden-

temente
;

Sarà bene per il seguito indicare ma la lettera D uno qua-
lunque dei punti multipli di r e I’’ ; otterremo un numero finito
h’ di punti nel piano D, (1 = 1, .... , h’), ogni D, essendo un

Ay o un AY (oppure 1’ uno e 1’ altro) e quindi h’ essendo ~ 2 h.

Per ogni D, consideriamo 1’ intorno circolare aperto I, (R) di

raggio I~" e di centro diciamo me (R.) la frontiera di h (R").
Supponiamo che in D~ si presenti il caso più generale, cioè

che Di sia contemporaneamente punto multiplo sia per ~~ che per
y’ (i ragionamenti che faremo, varranno in forma anche più sem-
plice se D, è multiplo solo per r o solo per 

’

Allora D, è interno ad un certo numero di archi semplici
di F (ved. n. 1), che indicheremo con y§ (r = 1, .... , p,) e a-

nalogamente è interno ad un certo numero di archi tipi 1"’,
~’; (s = 1, .... , pi) .

Per ogni 1;, se n è sufficientemente grande (in modo che

gli estremi dei y,1 (r = 1, .... , pll siano esterni a I ~ i (R.), po-

tremo considerare il sottoarco 1~ di 1~, di estremi il primo
e ~ ultimo punto che si incontrano (percorrendolo nel senso
fissato su 1’’) appartenenti a wt (Rn). Analogamente per ogni 1’~,
sia 1’~ il sottoarco di 1’~ di estremi il primo e 1’ultimo punto
che si incontrano su 1’~ (percorrendolo nel senso fissato sn 1’’

dalla t) appartenenti a cai (R,~).
Con gli stessi ragionamenti e lo stesso simbolismo del n. 2

a) e b) (basterà porre p e v = l), ricaviamo allora l’esi-

stenza di un numero funzione di M, tale che ogni 1~ (Rn)
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(1= 1, .... , h’ ; r = 1, .... , p,) non ha punti esterni al cer-

chio di centro D, e di raggio ed inoltre è lirn R ( R") = 0.
,,-’+00

Definiamo poi in modo analogo ($3 ) il numero R’ (.I~") , co-

sicchè ogni 1’~ (1 = 1, .... , i h’, ; s = 1, .... , P,) non abbia

punti esterni al cerchio di raggio ..~~’ (1~") e di centro D, e sia

R’ (R,.) = 0 .
ri -1 4- co

Poniamo allora iufine

Risulta 1

Per ogni D, sia poi I~ ( R" ) 1’ i ntoruo circolare aperto di

centro D~ e di raggio (1 = 1, .... , h’).

d) Fatte queste premesse, ~ssiamo ~a s ufficien te niente grande
(~ di un certo n) in modo che, oltre alle proprietà precedenti,
sia anche soddisfatta la :

e inoltre in modo che i punti di 1’ e 1’ appartenenti agli in-

torni h (R») (l = 1, .... , h’) appartengono tutti agli archi yl e
..... - - _ .....- . ,

Osserviamo che, poichè è risulta anche R" C ~ .

(33) Come si è fatto nol n. 2 a) e b) per ogni 1 e ogni s si consideri

dunque la massima distanza dei punti di dal punto DI e si dica

~(~)~ poichè è 
,

segue come nel n. 2 a) che è anche

sia allora l~’ il più grande dei 

(3&#x26;) Circa la possibilità di questa ultima affermazione, si ricordi che per

ogni 1 (1 - 1, ... , h’) ~ insieme dei punti di r e di ~’ che non sono interni
ai yt r e (r ~ 1 .... pt ; s = 1.... p~) ha una distanza positiva da Di .
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Rltorniamo ora agli insiemi G. definiti nel n. 7 b)
li = 1 , ..., f -4- q).

Ad ogni Gi appartengono alcuni punti D, ; siano essi

(r = 1, .... , rs) .
Andiamo a costruire nel seguente modo i nuovi insiemi

dove con (Rn) e abbiamo indicato gli intorní ottenu ti

dagli aggiungendovi la circonferenza fron-

tiera, va estesa per ogni i solo a quei 1, per cui D~~. appar-

tiene a F (e quindi a ?~i) va invece estesa, per ogni i,

solo a quei I,. per cui appartiene a r’ (e quindi a À~) ~ no-

- * * *

tiamo che anche i nuovi insiemi ~", 6~", kíRI* sono

chiusi.

poi che i dell’insice~ae Xi R non sono
TP*dalla t in punti dell’ insiey~ae aíR~, poichè

Rt é di p, e di p[ (i = 1 , .... , f + g) (ved. n. 7 b) ).

Inoltre gli H di Ia specie, non appartenenti agli H [8] e
- -.

gli insiemi~ (o ora definiti hanno a due a due tra di?3

loro a comune al più punti appartenenti ad j, che sono inoltre

di frontiera per entrambi. Ciò segue immediatamente dall’osserva-

zione finale del n. 7 a) e dal fatto che R,, (o è minore della

inetà di 6 e di P3 (ved. n. 7 b) ).
Sarà anche bene osservare che gli intorni li (l -==1,..., h‘)
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sono a due a due senza punti a comune poichè JR

e) Sempre supponendo n fissato e hn, veniamo ora a

studiare gli insiemi

Dimostriamo anzitutto che ogni punto

sia esterno ad ognuno degli intorni .

partiene a t.
Da quanto si è visto nel n. 7 e), all’ inizio, se P appartiene

a r 1 risulta immediatamente che appartiene a ~’.
B~/ 

pp

Se invece P è un unto di J r allora lo stesso
B 

’ 

_

ragionamento richiamato nel n. 4 e), ci assicura, poichè R,, è

R 1 che l’ordine di P rispetto a F e a ]P è lo~?. / /

stesso ; quindi P appartiene anche a J(IP).
Ne segue che n è contenuto nell’ insieme ~ +Ì n

Per gli stessi ragionamenti, poichè ~4~!2013~ ,n /

anche ogni punto di t’ , esterno ad ognuno degli intorni

- - ( n i;, ( , ) 
g

appartiene a r’ e quindi appartiene all’ insieme

Ne segue allora, in virtù del n. 6 h) e della definizione
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dei G~" che:

dove la ~’ H è estesa agli H di Ia specie che non appartengono,
a nessuno degli 

- 

*

Naturalmente, a maggior ragione poichè C G~" , si ha

f ) Le considerazioni or ora richia~nate (che sono poi quelle
usate nel n. 4 c) ) ci permettono anche di dire che il punto O,
il quale appartiene a e a -I (~’) per ipotesi, ha lo stesso

ordine rispetto a I’ e e rispetto a ~’ e r’ ( ~ ) (basta ri-p 
- 

n 
- 

" n (

cordare che Rl è minore di p4) ; quindi O appartiene sia a

, " ,. " · i .

Esiste perciò 1’ involucro ’ di T 1 e ~’ ( ~ ) rispetto ad O
’ ’ ~ 

p 

’ 

~" 
’ 

n / 9l / 
p

e quello J,, di J r (  ) ) e di J r’ (  ) ) rispetto ad 0 ; ’ e
n n

J. è una regione semplice di Jordan la cui frontiera è la curva

semplice chiusa jn.
Vogliamo ora dimostrare che ogni p2cnto di J, il quale

sia esterno agli intor8ni dei punti Di che appar-
tengono ad j , a~ropa~ntiene anche a in.

’ 

R.Diciamo J " 1’ insíenle di questi punti. Anzitutto 0 appar-
tiene a J 4 (poichè appartiene ad J e poichè R* è minore di p4 )
e appartiene anche a Jn .

Sia allora P un punto di distinto da O, e sia y una
spezzata di un numero finito di lati unente 0 con P e tutta

interna a J. Se y non possiede punti che siano interni agli in-
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torni 7~ dei punti D, appartenenti ad j , allora ogni punto
di y (e quindi anche P) appartiene a infatti percorrendo
da 0 (che appartiene a Jn) verso P non si possono incontrare

punti ne di nè di r’ n 1 T poichè i punti di y appar-

tengono a J e sono esterni agli intorni I, (R (R’ ,

di ra i rispettivamente e di tutti i unti D,°"~ 
n ?i

(si ricordi i che si è determinato R., e quindi e ( n ~ ~i 
~2 

’

minore di p, e si tenga presente quanto si è diniostrato all’ i-

nizio del n. 7 e) ). 
’

Supponiamo dun-
quel che non sia veri-

ficato il caso suddetto

e sia allora (ved. fig. 6)
lr (R.) il primo degli
intorni Il (R,,), che si
incontra percorrendo ..(
da 0 a P e nel cui,

intorno y « penetra »
(il che significa che 7
ha punti a comune

con lr (R")).Indichia-
mo per semplicità con

U)7.a la frontiera ro~ (R.)
di ir (R,,) .

Ogni i (R.) (r = 1, .... , dà luogo con 00- ad un

involucro j (0)- , ~r (I~n) ) (ved. n. 6 ~a) ) che indicheremo per

.semplicità con j~ r , e al quale appartengono, come si è fatto notare
nel n. 6 ~a), degli archi i cui punti interni appartengono a oo¡-" e

non a ma i cui estremi appartengono anche a i§ (1~,~) ;
indichiamo per ogni r da 1 a p,. con questi archi, che sa-

ranno al più un’ infinità numerabile = 1, 2 , ....).

fig.6
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Cos  pure ogni arco ,.(~- (R,,) (s =1, .... , darà luogo al-

~’ involucro j (~- , ¡’f (R ) ) che indicheremo anche con j’" e all,,, i s w l’’’

quale apparterrà un’ infinità numerabile al più di archi, che di-

remo (m = 1, 2 , ....) i cui punti interni appartengono a

(ù- e non a mentre gli estremi appartengono anche a
r

Delle pî -f - p ~ curve chiuse semplici j,!. ,4 e j!-n (r = 1,...., p~ ;
~=1,....,~L) potremo considerare ~ involucro nel senso specifi-
cato dal teorema fondamentale della nota citata in ~3°~ di (~. SCORZA

~RAG10NI, (35) cioè quella curva chiusa semplice, che indicheremo

coli jR~ , contenuta nell’ insieme . che se-

para dall’ infinito i punti di E che non le appartengono, mentre

non separa dall’ infinito tutti e soli i punti che si possono unire
con ~ infi~~ito mediante una semilinea semplice priva di punti
comuni con E, a meno eventualmente dell’ origine.

Sia J ( jR~) la regione dei punti interni j,, ; osserviamo che

lr (R.) appartiene a mentre 7(-) è contenuto in Ii 
sicché O e P sono esterni a J ( jR~) .

Percorriamo ora 7 partendo da 0 (fissereruo per il seguito
su 7 il verso da O a P) e sia P’ il primo punto di M- che si

incontra su y , tale che in ogni suo intorno esistano punti di y

interni (diremo anche che 7 ~ penetra ~ in lï (f~,~) j.
Poichè P’ i appartiene a J esisterà un arco a di tutto costi-

tuito, &#x3E; tranne gli estremi A~ e A 2, di punti di J e contenente

P’ come punto interno; A1 e Az apparterraiiuo a 1’ o a 1" e

I’ arco a apparterrà a j BR .
Osserviamo anche che l’arco di y OP’ non contiene punti

interni a e nemmeno a J ( j~,~) .

(35) Si osservi all’ uopo che le suddetta curve hanno a due a due punti
interni a comune, e precisamente almeno tutti i punti I ~ (T~,i ).

8
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Proseguendo da P’ verso P su ’1, .c penetreremo » in 

e quindi anche in J ( jR~~ . D’altra parte, poiché P è esterno a

y(~’-), ~ dovrà incontrare di nuovo 
Dico che y incontra j,, in almeno un altro punto P" se-

guente P’ su ’1 e interno ad a . Infatti supponiamo che A, ap-

partenga a F (in modo del tutto analogo si potrebbe
ragionare se Al e Å2 appartenessero tutti e due a T’ o a F’ op-
pure A~ appartenesse a T e A~ a ~’); allora Al appartiene a
un certo arco 7r~ (R.) e a un certo arco ~’~ (1~"). Sia quello

degli archi determinati da 7rl (R.) su ror.’ che contiene

a (al esiste certamente in v~rtù del fatto che i punti interni

a a non appartengono a F) ; e cos  pure sia a si quello degli
archi ~ detbrminati da .’I (R») su (0- che contiene a ; li

diremo per semplicità rispettivamente a, e 
Sia poi il sottoarco di (R.) avente gli stessi estremi

di t11 e ~. il sottoarco di (R") aventi gli stessi estremi di ai .

Allora al -~- .,.1 formano una curva semplice chiusa e cos  pure

a; -~- ~=1. I punti di 7 opportunamente vicini a P’~ e seguenti P"
sono interni sia a J (al + 7r* che a J (a; -~- 1:1); sia C uno di

essi. Esiste allora 1’ involucro w di al -~- ~,.1 e t1~ + ~~ rispetto a
C e la regione dei punti interni a w, J (w) appartiene sia a

J (ai -~- ~,.~) che a J (a; + ~~); e a , i poichè appartiene sia a oc,

che a appartiene anche ad w.
in J (w) nel punto P’ ; ma deve t u-

scirne » perchè P è esterno a 7, (R,,) cui appartiene J (co)
Ci saranno perciò su y altri punti, seguenti P’, comuni

con w . Dico che ce n’ é almeno uno interno ad cc.

Infatti un eventuale punto P comune a ~ e a W, non può~
- -

appartenere nè a ~r~ nè a ’:1’ perchè, come punto di y, non ap-
partiene nè a ~ nè Potrebbe allora essere interno ad un



111

eventuale sottoarco a 1 di ai , che fosse appartenente ad ro e sut-

teso (88) rispetto a C alla curva ai + ï~~. Si sa allora che al e il

sottoarco V’,, di 7s1, avente gli stessi estremi di formano una

curva chiusa semplice, il cui interno è una regione semplice di

Jordan J (ai -~- ~~) non avente punti comuni con e tutta

contenuta in h (Rw ) . Perciò se 7 « penetra » dopo P in
- 

-- -

J (ai -f- 7s1) , poichè P è esterno a 7y. (R?), deve «uscir~~e. e

non potendo avere punti a comune con 1’ arco :¡:~’ che appar-

tiene a ~’, incontrerà di nuovo li e ~c penetrerà ~ quindi di

nuovo in J (ro) .
In modo del tutto analogo si ragionerebbe se P fosse in-

terno ad un eventuale di appartenente a w e sutteso

rispetto a C alla curva a, -~- .. r~ .
Ma allora ne ricaviamo, sempre perchè P è esterno a I,- (.R~)

che deve esistere almeno un punto di y appartenente (anzi in-

terno) ad a ~ e seguente P’.
Sia allora P" di questi punti; sostituiamo 1’ arco

.....-..... -

di 7 di estremi P’ e P" con 1’ arco P’ P" di a . Otterrenio cos
una curva ~’ unente O con P e ancora tutta appartenente ad

J e inoltre tale che il s~lo arco di estremi 0 e P" appartiene
pure a J., in quanto non incontra punti appartenenti nè a

’ 1 nè a r’ 1 . Proseguendo ora da P’ su ’ (sempre
n n 

" ?Bf
nel verso assegnato da 0 a P) per la definizione stessa di P "
.c usciremo ~ da cioè i punti di y’ sufficientemente vicini
a P" e seguenti P ", saranno esterni a 7(y- ) (e quindi anche
a Il- (Rn) ). Siamo allora nelle stesse condizioni iniziali, sicchè

Se 1’ dovesse avere ancora punti interni a Ir (2!J, essa vi

« penetrerebbe » attraverso un arco del tipo di a ; in modo

(33) Per le definizioni di archi massítni suttesi o sottesi di duo curve

semplici ehiu88 si veda la memoria cit. in (1) § 1.
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del tutto analogo potremo quindi sostituire agli archi del
;:Z~ t i

tipo di P’ P" archi interni a J. ; e l’operazione cos  ripetuta,
essendo gli intorni 1, (Rn) in nuniero finito e y una spezzata di
un numero di lati avrà termine, dopo un certo numero

finito di volte, in modo da ottenere alla fine una curva semplice
e aperta di estremi 0 e P tutta appartenente ad J.. 

’

In ogni caso quindi P appartiene a Jn ; quindi appar-
tiene a J" .

9) Consideriamo ora sull’ involucro ’ di e 1’’9) ~" 
~t / n /

rispetto ad 0 gli archi massimi di I IL; ~ (p =  , 2,....)P ~ ~ 
n 

i E~p ~ ip &#x3E; &#x3E;

suttesi a r’ ~ rispetto ad 0 e i corrispendenti archi massinii( 1 ~ p p
n

di r’ 1 f sottesi a r 1 rispetto ad 0 . Sappiamo chepp

v; + delimitano una bicella ; diciamo V) la regione semplice
dei punti ad essa interni.

Vogliamo dimostrare che ogni Yp appartiene ad uno ed ad
uno solo degli insiemi G~" (i ~ 1 , .... f + g) o degli insie-

mi H (di la specie) che non appartengono agli H [6].
Infatti, anzitutto i punti di ogni V p sono esterni a J. , ma

appartengono a Perciò, ~ in virtù del n. 7’ e ) e del

n. 7 f ), essi appartengono certamente all’ i c~sieme Tn =

essendo la l’H estesa agli H (di la specie)

non appartenenti agli /~[6]. 
’

Supponiamo allora che V~; non appartenga ad uno solo dei

o degli H considerati, che compongono T" . Siano allora

Pi e P2 due punti di V ! appartenenti a due distinti di questi
insiemi, che diremo per semplicità Hl e H1 (potendo H1 e Hg
essere dei G~ o degli H di Ia specie di 

P~ e P2 possono unirsi, essendo V~, una regione semplice
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di Jordan, mediante una curva o appartenente a Ma a

unisce m punto di Hi con un punto di H2 e poichè gli insiemi
e gli H di 1.B specie considerati, possono avere al più a co-

mune dei punti frontiera, appartenenti ad j (ved. n. 7 d) ) e-

d’ altra parte o deve appartenere a T" , otteniamo che (3 deve

possedere almeno un punto P appartenente ad j e alla frontiera
di due degli insiemi e H considerati. Allora P non è in-

terno a nessuno degli intorni h (l = 1 .... , h’) e appar-
tiene a j . Ma poichè V~ è un insieme aperto, esisterebbe allora
un intorno circolare di 1&#x3E; costituito tutto di punti di Yp e ne-

verrebbe che esisterebbero punti di V; appartenenti all’ insieme

7~ il che è assurdo, poichè 7 " appartiene a in (vede n. 7 f ) ).

h) Abbiamo dunque stabilito che J7; appartiene ad uno solo

degli insiemi o degli H di la specie non appartenenti agli
H poichè i G~ e gli H sono chiusi, anche Yp + IL; -~- vp
appartiene a questo insieme.

Supponiamo dapprima che esso sia Allora IL~ ap-

partiene certamente a Àf~:~, per la definizione stessa e

cos  pure v) appartiene a À’fi’~ . Perciò (ved. n. 7 d) ) i punti di
p2 non sono trasformati da t in punti di ’I;.

Nel caso poi che F~ appartenga ad uno degli H di Ia spe-

cie non appartenenti agli H [9~ , allora la bicella Vp + IL; + v~
coi ncide addirittura con H, poichè H è una bicella relativa ad

un certo arco ~i (ved. n. 6 b)) la quale non può che essere la

VÌ + ~~; + essendo in H coincidenti I" con 1’ 1 e 1" conÌ &#x3E;i )
r’~2013). Ne segue che anche in questo caso i punti di ~~;, che/ 

g q p ~~ ,

coincide con p= 7~ (H ) , non possono essere trasformati da t in

punti di ~’, che coincide con À’ (H) .
Ma allora è possibile applicare a 1’ 1 il teorema VIO di8 * 

p pp 
~a
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G. Scoxzs DRAGONI, citato in t3~ ~7)@ in virtù del quale esiste

dunque un punto unito nella ~t appartenente sia a che a

F . Sia esso P ~. ( o8 . ) La successione dei P ~· ved.

n. 7 d) ~ ha almeno- un punto di accumulazione che è evi-

dentèmente unito nella t . Po appartiene a r (e quindi anche a

IV) ; infatti se ciò non fosse, J~ e tutti i punti di un opportuno
intorno di Pe apparterrebbero a E(r) e, da un certo n~ in poi,

(ved. n. 4 
. 

b )) apparterrebbero anche a JF(r {2013) ) ; ~ perciò o
’ n

non sarebbe punto di accumulazione dei P,,. ,

Il teorema è con ciò dimostrato.
~ 

. Nel caso che F sia una carva chiusa sem-O3s~~vAZIONT. - Nel caso che r sia una curva chiusa sem-

plice il teorema si riduce al teorema VIo di (I. Scoxzs DBàeoNi ;
infatti non esistono allora gli N di II a e IIIa specie; inoltre

gli H di Ia specie risultano essere le « lunule » delimitate dagli
archi massimi di r suttesi a F’ rispetto ad O e dai corrispon-
denti archi massimi di 1’ ’ 

" 

sottesi a r rispetto ad O , ~ e questi
archi massimi sono poi rispettivamente gli insiemi e a’ (N~
dell’ enunciato. 

’

(3%) Il teorema VIO si enuacia uell’ ipotesí che i punti interni di li"
non siano trasformati in punti di V! -f- np ; ma in realtà, essendo topolo-
, gica basta dire che i punti di rp non siano trasformati in punti di vla-

(83) È ovvio come si possa evitare il postulato di Z~sx$c.o in questo
ragionamento.


