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SU UNA GENERALIZZAZIONE
DI UNA PROPRIETÀ RELATIVA

A IPERSUPERFICIE QUADRICHE E CUBICHE

Nota (*) di ARNO PREDONZA1 (a Padova)

1. - L’esistenza (eventuale) di mappe birazionali, o di mappe
unirazionali suriettive, tra uno spazio proiettivo e la

generica ipersuperficie V, dell’ordine n, di uno spazio proiettivo
P,.(K), (g corpo algebricamente chiuso di caratteristica zero),
non permane, in generale, in corrispondenza a tutte le speciatiz-
zazioni di Y, anche limitatamente a quelle che danno luogo a
ipersuperficie assolutamente irriducibili.

Cos , ad es., se n = 3, r = 3, ogni k-superficie cubica asso-
luta V di P$(g), (k sottocorpo di K), è birazionale su un sopra-
corpo algebrico k * di k, a meno che V non sia un cono non bira-
zionale (e perciò di genere uno). Questa proprietà si trasporta
facilmente al caso n = 3, r &#x3E; 4, appena al concetto di birazio-
nalità si sostituisca quello più ampio di unirazionalità 1), e quindi

(*) Pervenuta in Redazione il 5 luglio 1961.
Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Università, Padova.
1) Se infatti V è una k-ipersuperficie cubica non singolare, ed 1 una sua

retta (necessariamente priva di punti singolari), l’unirazionalità di V su
k(t) è, ad ea., provata in A. PREDONZAN, Alcuni teoremi retativi all’uni-
razionalità di ipersuperficie algebriche non generali, Rend. Sem. Mat. di
Padova, (1961). Se invece V contiene un punto y di molteplicità due,
essa risulta ovviamente birazionale su k(y), e quindi unirazionale. Infine
se y ha molteplicità tre su V, la V stessa è un cono che, se non uni-
razionale, deve proiettare da uno spazio P r-3 una cubica piana di ge-
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ci si limiti a verificare l’esistenza di mappe unirazionali suriettive

del tipo suddetto, anzichè di mappe birazionali.
Tenuto anche conto della nota birazionalità (e quindi unira-

zionalità) di ogni quadrica assolutamente irriducibile di .Pr(K),
(r &#x3E; 2), si può dunque affermare che: « Ogni k-ipersuperficie
assoluta di Pr(g), dell’ordine n = 2 o n = 3, che non sia un

cono non unirazionale, (caso questo possibile solo per n = 3),
è unirazionale su un sopracorpo algebrico k * di k appena sia,
rispettivamente nei due casi, r &#x3E; 2 od r &#x3E; 3 ».

Si presenta allora spontaneo il problema di vedere se, esten-
dendo la nozione di cono in quella (comprendente la prima)
di varietà 1?wgo d’un sistema semplice di spazio 2), si possa deter-

minare, in corrispondenza ad n, un intero positivo r(n) in guisa
che valga la seguente proposizione:

I) Ogni k-ipersuperficie assoluta di Pr(K), dell’ordine n,
che non sia luogo d’un sistema semplice, non unirazionale di spazi,
risulta unirazionale su un sopracorpo algebrico k* di k, appena
sia r &#x3E; r(n).

In quest’ordine d’idee l’A. è giunto a provare il seguente

TEOREMA: Ogni ipersuperficie algebrica assoluta V del quarto
ordine di uno spazio proiettivo P,,(K), definita su un qualunque
sottocorpo k di K, che non sia luogo di un sistema semplice,
non unirazionale di spazi, é unirazionale su un sopracorpo al-

gebrico k* di k appena sia r &#x3E; 7 3).

nere uno: infatti se il vertice del cono fosse uno spazio P,, di dimen-
sione s c r - 4, uno spazio - s - 1 &#x3E; 3), sghembo con P8,
segherebbe V in un’ipersuperficie cubica V’ non cono, e perciò, per
quanto precede, unirazionale (o, in particolare, birazionale), donde
l’unirazionalità di V, in contrasto con quanto supposto.

2) Una k-varietà d-dimensionale V dicesi « luogo di un sistema sem-
plice di spazi. se contiene un sistema di spazi lineari m-dimensio-
nali Pm, (1  m  d - 1), il quale sia definito su un sopracorpo alge-
brico ki di k, (eventualmente k1 = k), abbia dimensione d - m, e sia di
indice 1, (cioè per un punto generico di V su k~ passi uno ed un solo Pm
di { P,~ }).

3) L’unirazionalità dell’ipersuperficie algebrica generale del quarto or-
dine è stata provata, 7, da U. MORiN in Rend. Acc. Naz. dei

Lincei, (1936).
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Per giungere a questo risultato si poggia sulla considerazione
di una sottovarietà lineare bidimensionale n di V, il che, per
r &#x3E; 7, è sempre possibile ~).

La successiva trattazione è suddivisa in tre paragrafi. Nel § 1

vengono stabilite alcune proposizioni preliminari. Nei § § 2, 3

vengono invece studiati separatamente i due casi m(n; V) = 1,
m(n ; V) &#x3E; 2 5).

Si potrà nel seguito sempre escludere che V sia luogo di un
sistema semplice di spazi P,., (1  m  r - 2), perché
nel caso sia unirazionale la proposizione i1) del n. 7

assicurerà subito 1’unirazionalità di V.

§ 1. - Proposizioni preliminari

2. - Sia V un’ipersuperficie algebrica assolutamente irridu-

cibile, del quarto ordine, di (r &#x3E; 7), definita su un sotto-
corpo k del corpo K algebricamente chiuso e di caratteristica
zero, e sia n una sua sottovarietà lineare bidimensionale (piano).

Detto ki il minimo sopracorpo algebrico di k che comprende
quello di definizione di n, operiamo su P,(K) una trasformazione
di coordinate proiettive, definita su che muti l’ideale 

in quello ~~x1(~) _ (X3, X4, ..., Xr). In virtù di tale trasforma-
zione l’equazione di V [cioè la base del relativo ideale] può scri-
versi nella forma:

dove 1B3) ed 1B’ sono, rispettivamente, polinomi (omogenei) dei
gradi tre e due dell’anello Xi, X 2~, mentre g è polinomio

) È noto che per r &#x3E; 7 ogni ipersuperficie algebrica del quarto
ordine di P,(g) contiene qualche piano; ved. A. PREDONZAN, loc. cit.
in 1), n. 5.

b) Con m( U; V) si indica come di consueto - la molteplicità
su V di una sottovarietà Ú di V.
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(omogeneo) di grado quattro dell’anello X i, ... , X,.], cia-

scun termine del quale è almeno del terzo grado nel complesso
delle indeterminate X 3 , 9 X,&#x26; ... , 9 X r .

Cominciamo col verificare che:

ii) V) = 1 se, e soio se, i polinomi f;8~ non sono tutti

mentre m(n; V) = 2 se, e solo se, sono nulli tutti glà f ~3~,
~na non cos  

Ciò può, ad es., vedersi determinando l’intersezione-prodotto
V . P 3 di V con uno spazio proiettivo P 3’ generico su kl nel
sistema costituito dagli spazi tridimensionali di 

uscenti da n. Detto infatti x = (09 0, 0, X31 ... , xr) un punto,
generico su dello spazio complementare di ~z, definito

da = (Xo, Xl, X2), le equazioni di un P3 del tipo
suddetto possono scriversi:

ne viene che V. P3 può rappresentarsi mediante le (2) e la:

essendo h un polinomio (omogeneo) del primo grado nelle X o , ... ,

Xs (e di quarto grado nelle x ~ , ... , x,. ) dell’ anello k 1 [x~ , ... , x,.]
[~o , ... , ~~] . Il fatto che la (3) contenga X3 come fattore sem-
plice se, e solo se, non tutte le 1B3) sono nulle, mentre la stessa (3)
contiene Xl come fattore doppio se, e solo se, sono nulle tutte

le ¡’I), ma non le f,2,), ci permette di concludere come enunciato
in ~1).

3. - Se m(n; Y ) = 1, il ciclo omogeneo bidimensionale del

terzo ordine = Y ~ P3 - n è positivo e non ha ~c come com-
ponente : esso è elemento generico su ki di un di

dimensione r - 3, birazionale su k 1, e determina su n il divisore
positivo (unidimensionale) del terzo ordine = F(3) . n, rap-
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presentato dalle equazioni di n e dalla

La (4) ci assicura che C~3~ è elemento generico su k1 di un

si.stema la cui dimensione può anche essere nulla.
Se invece m(n; V) = 2, risulta positivo il ciclo omogeneo

bidimensionale del secondo ordine F(1) = Y ~ 2n, e non

ha n come componente: esso è elemento generico su 1~1 di un si-
stema {F(2)} di dimensione r - 3, birazionale su k1, e determina
su n il divisore positivo (unidimensionale) del secondo ordine

C(2) - F(2). n, rappresentato dalle equazioni di n e dalla:

Dalla (5) deriva che C(2) è elemento generico su k1 di un sistema
non la cui dimensione può essere anche nulla.

È facile constatare che:

i2) Se dim (~C~3~~) == 0 nel easo V) - 1, oppure
dim ( ~ C~~~ ~ ) = 0 in quello m(n; V) == 2, C~3~ ~ ; ; V) &#x3E; 2,
o, rispettivamente, M(1 C~2~ ~ ; V) &#x3E; 3 8).

Infatti, nelle ipotesi poste, risulta, rispettivamente nei due
casi, i ( y ; p ’ F~3~ ) &#x3E; 1, oppure i ( y ; p ’ ~’~2~ ) &#x3E; 1, e quindi i ( y ;
p - V) &#x3E; 2, o i(y ; p - Y) ~ 3, essendo y un punto di C3&#x3E; o C(2)

comunque prefissato, e p una retta per y generica in P3 su k1(P3. y),
e quindi generica su in P,(K) tra quelle uscenti da y 7).

4. - D etto y - ( y o , y 1, y 2 , o, ... , 0 ) un punto di n generico
su k1, l’equazione dell’iperpiano polare L1~1) [se m(n; Y) - 1] e

quella della quadrica polare L1~I) [se m(n; V)  2] di y rispetto

g) é un ciclo di uno spazio proiettivo, o con 

viene indicato il relativo supporto.
7) ~’on i(D; Y ~ W) si denota la molteplicità d’intersezione di due

varietà V, T~P in una loro comune sottovarietà D.
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a V, possono scriversi, rispettivamente, nella forma:

Dalla (6) - tenuto conto che y è punto generico di n su k 1,
e quindi yo, Y19 y, sono trascendenti su k1 ed algebricamente
indipendenti - deriva che affinché L1~1) sia indipendente da y
occorre e basta che:

dove si è supposto, senza restrizione, f 3~~ ~ 0 . 
’

Poichè la (8) equivale alla 0-dimensionalità del sistema li-

si può affermare - tenuto anche conto della i2) del
n. 3 - che:

i3) Se m(n; V) = 1, t’iperpiacno polare L1~1) rispetto a V di
un punto y di n, generico su k1, è indipendente da y (cioè non varia
in corrispondenza alle specializzazioni di y in cui resta definito)
se, e solo se, dim ({0(3)}) = O, il che comporta m(1 0(3) 1; V) &#x3E; 2.

Dalla (7) - e con analoghe considerazioni - deriva invece
che affinchè L1~I) sia indipendente da y occorre e basta, rispettiva-
mente nei due casi m(n; V) = 2 ed m(n; V) = 1, che si abbia:

avendo supposto, senza restrizione, f $~~ ~ O nella (9),

nella, (10) 8).

8) Si noti che non essendo nulle, nel caso m(n ; V) = 1, tutte le &#x3E;
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Nel caso .m(n; V ) = 2, la (9) equivale alla 0-dimensionalità
del sistema ~ C~~~ ~.

Se invece m(n; V) = 1, indicato con D(2) il divisore del se-

zj§3&#x3E; .

condo ordine di n rappresentato da-X3-, la (10) comporta che sia:

Dalla (11) deriva che la generica F(3) su k 1 deve con-
tenere D~2) ~ I e deve inoltre risultare m ( ~ D~2) ~ ; &#x3E; 2. Ne
viene che D2) deve essere dotato di una sola componente retti-
linea 1 di molteplicità due, (D~2) = 21), perché altrimenti F(3)

verrebbe ad avere n come componente, il che comporterebbe
m(n; V) &#x3E; 1, in contrasto con l’ipotesi iniziale.

Da D2&#x3E; = 21 discende I D(2) I = 1 e perciò la m( ~ D~2) ~ ;
F(3» &#x3E; 2 può scriversi m(t; F(3» &#x3E; 2. Quest’ultima comporta che
1 sia componente di molteplicità &#x3E; 2 per 0(3); ed è f acile vedere
che non può verificarsi il caso dell’uguaglianza essendo questo
incompatibile con la prima uguaglianza indicata in (10). Dunque
C~3) = 3~, e perciò dim ( ~ C~3) ~ ) = 0.

Tenuto conto di quest’ultima proposizione e della (11) -

che ora può scriversi m(l; V) &#x3E; 3 - e ricordando quanto in

precedenza ottenuto in relazione al caso m(n; V) = 2, si può
concludere - anche a norma della i2 ) del n. 3 che :

i4) Se m(n; V) = 1, affinché la quadrica polare D(2)y rispetto
a Y di un punto y di n, generico su k1, sia indipendente da y (cioè
non vari in corrispondenza alle specializzazioni di y in cui resta
definita) deve risultare necessariamente dim ({C~3)~) = 0 e C~3) deve
avere una componente rettilinea 1 di molteplicità tre ( C~3) = 3l ~
per la quale sia m(l; V) &#x3E; 3.

non possono essere nulle tutte le a! _‘ h = 0 1, 2; i = 3, 4 ... r).
9) Ciò consegue dal fatto che le derivate seconde della (1) rispetto

alle Xs, (s = 0, 1, ... , r), si annullano in tutti e soli quei punti di n

che sono zeri contemporanei di dfi(3); e di $) h = 0 1, 2; i, j = 3, 4, ..,, r).
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Se invece V) = 2, perchè L~~I) sia indipendente da ,y
occorre e basta ch.e dim ({C(2)}) = O, il che comporta M(1 C~2~ 1’;
V) &#x3E; 3.

5. - Supporremo, in questo n.:

Sia ancora y un punto di n generico su ki, e siano L1~1) e 
i relativi iperpiano e quadrica polari rispetto a V.

Verifichiamo che, nelle ipotesi (12), risulta J~4=~)~ . A tale
scopo consideriamo uno spazio tridimensionale P3 generico su
ki(y) tra quelli di L1~1) che contengono ~: tale P3 - a norma
della z 3 ) del n. 4 che garantisce la variabilità di L1~~) con y - è
anche generico su k1 tra quelli di P,.(K) che passono per n, e

quindi, (usando le notazioni del n. 3), sono generiche su ki le
relative F~3~ e C~3&#x3E; .

Facciamo ora l’ipotesi assurda d;,i~ c d;,~~ . Questa comporta
e perciò - per note proprietà sulle ipersuperficie

polari - i(y; Y ~ p) &#x3E; 3, essendo p una qualunque retta di P3
uscente da y e non situata su V. Ne segue m(y; F(3» &#x3E; 2, e

perciò m (y ; C~3~ ) &#x3E; 2, il che è assurdo non potendo - a norma
di un classico teorema di Bertini - la 0(3) generica su ki del
sistema avere un punto multiplo in un punto y
di n, pure generico su ki . Si conclude che L1~1) cf: L1~), e perciò
H. = D(1)y . D(2)y è un cono quadrico (r - 2)-dimensionale di ver-

tice y (o un sopraspazio di y), definito su k1(y).
Dalle i3), i 4 ) e dalle (6), (7) segue che per un punto generico

di V su k1 passa almeno un elemento del sistema ~Hy~, luogo
su k1 di H.. Ciò permette di affermare che un punto x generico
8u di Y è anche generico di V su k 1 .

Da quest’ultima constatazione segue facilmente che m(n;
H~ ) = 1 e H.q: V. Se infatti fosse m(n ; H" ) = 2, oppure H" c V,
il Ps = (n, x) apparterrebbe ad H,, oppure la = Y 

avrebbe come componente il piano gy A(2) - 
· = L1~I) . passante per x, e sarebbe perciò ridu-
cibile in piani. Nel primo caso si avrebbe i(y; Y p) &#x3E; 3 per



365

ogni retta p di P 3 uscente da y e non situata su V ; e ciò - tenuto
conto che la constata genericità del punto x di V su k~ assicura
quella su k dello spazio P3 nel sistema di quelli di che pas-
sano per n - appare assurdo con un’argomentazione analoga
a quella del quarto capoverso di questo n. Nel secondo caso

invece V sarebbe luogo d’un sistema semplice di spazi, il che è

stato escluso nellliiltimo comma del n. 1.

Dalla ora prova~ta V, segue che la generatrice g = (y, x)
di H1/, generica su k 1 ( y ), non è situata su V, e perciò i ( y ; Y ~ g) = 3 .
Si può perta~nto concludere che :

i5) ipotesi (12), la kl(y)-varietà H1/ = D(2)y, rela-

ti1’a al generico punto y di n k1, è un cono quadrico (r - 2)-dimen-
sionale di y (o un sopraspazio di y), e tale che m(n; Hy) - 1;
inoltre per una generica generatrice g (per y) di H 1/ su kl(y) si ha

i(y; V . g) = 3. Infine per un punto generico x di V su k1 passa
alm eno un elemento del luogo di H 1/ su k~ .

6. - Mettiamoci ora nelle seguenti ipotesi:

Un punto generico y di n su k1 determina la relativa quadrica
polare A(’) rispetto a V, la cui equazione, dedotta dalla ( 7 ) tenendo
conto della i~) del n. 2, può scriversi nella forma:

e perciò L1~I) è un cono quadrico di vertice n (o un sopraspazio
di n), definito su 

norma della i,) del n. 4 e delle (13), L1~I) varia in corrispon-
denza alle specializzazioni di y su ki; ciò assicura la possibilità
di poter fissare su n una k,-retta 1 tale che il sistema ot-

tenuto in corrispondenza alle specializzazioni su kl del punto y
di 1 generico su k1, abbia dimensione uno. Ne viene che per un
punto generico di V su k 1 passa almeno un elemento 
dal che consegue che un punto generico x di Y - d;,8~ su k1(y) è
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anclie punto generico di V SII k1 . La generatrice g = (y, x) di
. L1~&#x3E;, generica sa k1(y), non risulta situata su V (perchè ciò com-
porterebbe V), il che ci permette di affermare che i ( y ;
V - g) = 3. Concludendo :

i8) Nelle ipotesi (13) è sempre possibile fissare su n una
k 1-retta 1 tale che per un punto generico x di V su k 1 passi almeno
un, elemento del sistema {d;,8~~, luogo su ki del cono quadrico L1~")
rela,tivo ad un punto generico y di 1 su k1 . Inoltre per una generica
generatrice g (per y) di su k1(y) risulta i(y; V . g) = 3.

7. - Ci proponiamo qui di verificare la seguente condizione
di unirazionalità 10~ :

i7) Sia Vd una k-varietà algebrica d-dimensionale di P,.(K),
e sia { Wm~ un insieme algebrico, di dimensione d - m e d’indice
l’ &#x3E; 1, di sottovarietà m-dimensionali W m di che sia unirazionale

su un sopracorpo k1 di k, e quindi tale che la generica Wm di { jY,n}
su k~ ap partenga ad un corpo ~2’ ... , ~a- m ) estensione tra-

scendente pura di grado d - m di k~ . Se allora Wm è unirazionale
su ~2’ ..., 1 ed-,.), con ki sopracorpo algebrico di k~, di conse-
guenza Yd è unirazionale su kl .

Poiché infatti Wm è unirazionale su E~, ..., ed ha

dimensione m, y un suo punto generico x su ki (~’1, ~2, ..., ~a-m} ha~
coordinate Xi, (i = 0, 1, ... , r), esprimibili mediante elementi di
un corpo kf(E1, E2’ ..., ..., ed) estensione trascen-

dente pura, di grado m, di k~(E~, Es, ..., cioè le xi sono

elementi del corpo kt(E1’ E~, ..., 1 ed) od anche (dopo un’opportuna.
riduzione a forma intera) polinomi qJi dell’anello E~, ... , 1 ed] :

Le (15) che, per quanto precede, rappresentano un punto
generico di Wm su Es, ..-, Ed-m), rappresentano anche -

lo) Cfr., a tal proposito, L. R01’H, threefolds, Ergebnisse
der Mathematik, Berlin-Springer, (1955), pag. 43.
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poiché { Wm~ è d’indice v &#x3E; 1, (cioè per un punto generico di
Yd su A~ passano v &#x3E; 1 elementi di { W"~~) - un punto generico
di V~ su Tanto basta per concludere che V d è unirazionale
su k i ; ed i punti di Yd si ottengono dalle (15) attraverso le spe-
cializzazioni (generalizzate) delle ~~, ~2’ ... , ~d su ki .

§ 2. - Il caso m(n; V) = 1

8. - Supporremo in tutto questo paragrafo m(n; V) == 1.
Considereremo inoltre separatamente le due eventualità:
dim (( C3))) &#x3E; 1, dim ({ C~3~}) = O, (n. 3).

A ) di m ((C3) ) &#x3E; 1: Sia y un punto generico di ~c su k 1
ed ~ il relativo cono (r - 2)-dimensionale del sistema {H"~,
(n. 5). Fissato opportunamente in P,.K) un kl-iperpiano 
si consideri la quadrica (r - 3)-dimensionale, definita su k,(y),
Qv = H" ’ Pr-1 . Poichè - a norma della ib) del n. 5 - m(n;
H") - 1, si può fissare su n un kl-punto y in guisa che la gene-
ratrice g = (y, y) di H,~ sia semplice, e perciò risulti semplice
per Q" il punto z = g f1 P,~ 1 . Poiché z appartiene ovviamente
a la se irriducibile, risulta notoriamente birazionale

sul suo corpo di definizione ").

Consideriamo ora la k1(y)-varietà Q+ = V - Poichè, per
la i,,), V, la Sz" ha dimensione r - 3. Inoltre ilf/ è in corri-
spondenza birazionale su ki(y) con Q,, e perciò ilf/ è birazionale
su infatti un generico x di Sz" su determina univoca-

mente la generatrice 9 = ( y, x ) di Hy , la quale individua il punto
z = di Q" , e viceversa tale z è determi nato solo da x
in quanto, sempre per la ~), risulta i(y; Y ~ g) = 3.

Il sistema {S~"~, luogo di Qv su ki, è chiaramente unirazio-
nale su k1, e per un punto generico x di V su k1 passa, in virtù

11) Nell’eventualità che Q,~ sia riducibile, si può ancora applicare
(con ovvie modifiche) il procedimento poi seguito, in quanto la cono-
scenza su Q" di un suo ki(y)-punto semplice permette di sostituire a Qy
una delle sue due componenti, entrambe determinabili razionalmente
su 

.
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ancora della ~5), almeno un elemento di ~S2"~, cioè {Q,,} è d’indice
(ovviamente finito) v &#x3E; 1. Tanto basta per concludere - a nonnà

della condizione i?) del n. 7 - con l’unirazionalità di V su ki .

9. - Sempre nell’ipotesi m(n; V) = 1, consideriamo ora l’even-
tualità :

B ) dim ({C(3)}) = 0: In questo caso il sistema ~ C~3&#x3E; ~ ha une
unico elemento C(3) il quale è il ciclo sezione di n con la generica
F(3) di {F(3)} su ki, (n. 3). Inoltre, per la del n. 3, si ha

m( ] C3&#x3E; I ; V) &#x3E; 2. 
’

Poiché il sistema {F(3)} è birazionale su k 1 ed ha dimensione
r - 3, la generica F(3) appartiene ad un corpo ~2’ ..., ~r-3)
estensione trascendente pura di grado r - 3 di ki .

Distingueremo nel seguito due sottocasi a seconda che 0(3)

sia una cubica assolutamente irriducibile, oppure abbia (in un

sopracorpo algebrico di ki) una (o più) componenti rettilinee 12).
bi) Se C~3~ è assolutamente irriducibile, tale risulta anche

la generica F(3) di ~.F’~3~~ su ki . Escluderemo che quest’ultima sia
rigata (in particolare cono) perché ciò comporterebbe che V sia
luogo di un sistema semplice di spazi, il che si può escludere per
l’ultimo comma del n. 1.

Detto y un punto generico di C3&#x3E; su ki ed wy il piano tangente
ad I’~3~ in y, si consideri il ciclo E" = F(3) - co, . Poichè F(3) non
è rigata, 2~ è una cubica assolutamente irriducibile che ha y
come punto doppio. Fissata ora una opportuna specializzazione y
di y che appartenga ad un sopracorpo algebrico ki di k~ 13), e

considerato il piano tangente ad I’~~~ in y, la cubica assoluta-
mente irriducibile E- = F(3) - c.o¡, defin ita su ... , Er-3), ha
un punto doppio in y ed è perciò birazionale su E2’ ..., 
I piani tangenti ad nei punti di Ey segano in un sistema,
unirazionale su E~, ..., fr-3)? di cubiche con un punto doppio
e perciò birazionali sul loro corpo di definizione. Ne viene - a

1$) Si noti che se ha come comppnenti una retta ed una conica,
entrambe debbono appartenere a kl. Se invece le componenti sono tutte
lineari, una almeno di queste deve appartenere a k18

1~) Un tale ki può ottenersi da ki con l’agginnzione tuttalpiù di una
radice quadrata e nna cubica.
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norma della i7) del n. 7 - che F(3) è unirazionale su ~2’ ...,
~f’-3)’ e perciò - sempre per la stessa i~ ) - è unirazionale la

V su k1.
b ~ ) Qui supporremo che C3) sia riducibile, e quindi abbia

in kl almeno una componente rettilinea l. Questa deve risul-

tare necessariamente semplice per F~s~ , perché se fosse F3) )
~ ? la F(3) sarebbe rigata, (in particolare cono razionale di ver-
tice su 1) oppure si spezzerebbe in tre piani (due almeno dei quali
per 1), il che comporterebbe che V sia luogo di un sistema sem-
plice di spazi, il che escludiamo dalle nostre attuali considerazioni.
Inoltre, sempre per la medesima ragione, nessun punto di 1 può
essere triplo per F(3) perché, in tale caso, F(3) sarebbe un cono.

Nell’ipote8i che 1 sia totalmenie non singolare su F(3), (cioè
se ogni punto di 1 è semplice per F~s~ ), la F(3) stessa è unirazionale
su ~1(~1, ~2, ...@ ~f’-3) 14~, e perciò - per la i7) del n. 7 - V è

unirazionale 

Ad analoga conclusione si può giungere qualora abbia

su 1 un solo punto doppio y’, eventualmente variabile in corri-
spondenza alle specializzazioni di su k1; oppure due punti
doppi y’, y ", uno almeno dei quali, ad es. y’, non variabile con
F(8). Infatti allora y’ deve necessariamente appartenere a 
E~, ... , ~f’-3) o ad un’estensione quadra_tica k 1 di ki, e perciò F(3)
è bira.zionale su ~2’ ···, ~f’-3) o su ~2’ ..., e quindi
V è unirazionale (anzi in questo caso birazionale) su k1 o su 1-~ .
Più semplicemente ancora, nell’eventualità sopra considerata

che y’ non vari in corrispondenza alle specializzazioni di F(3)
su si ha m(y’; V) = 3, donde l’immediata birazionalità di V.

Resta da considerare il caso che F(3) abbia su 1 due punti
doppi distinti y’, y", entrambi variabili in corrispondenza alle

specializzazioni di F(3) su k1 . Ciò comporta che si abbia C~3~ =

= 21 + li, con l~ componente lineare di 0(3) (eventualmente
coincidente con 1): 1 è perciò retta stazionaria per F(3) , e n è il
relativo piano tangente stazionario (cioè tangente ad F(3) in

ogni punto di 

1’) Vod. A. PREDONZA.N, loc. cit. in 1).
15) Ved., a tal proposito, A. PREDONZAN, Una nuova caratterizza-

zione delle rigate ecc., Rend. Sem. Mat. di Padova, (1960).


