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SU ALCUNE SERIE MULTIPLE AXNALOGHE ALLE
SERIE DI FOURIER TRIGONOMETRICHE

Nota (*) di FABIO MANARESI (a Bologna)

1. Nel presente lavoro si estendono alle funzioni di piu va-
riabili alcuni risultati, stabiliti dall'A., relativi alle funzioni di
una sola variabile ?). '

Per semplicita di esposizione c¢i si limita al caxo di funzioni
di due variabili, poiché gli algoritmi svolti e i risultati ottenuti
si possono estendere senza difficolta alle funzioni di un numero
qualsivoglia di variabili.

Sia f(x, y) una funzione sommabile nel quadrato fondamen-
tale @ = (0 < r < 27, 0 < y < 2): si sostituiscano i valori della
f(z, y), corrispondenti ai punti (z, y) tali che x = 2, 0 < y < 27,
con quelli relativi ai punti (0, y); i valori, corrispondenti ai punti
(x, y) tali che 0 < x < 2m, y = 27, con quelli relativi ai punti
(x, 0), e il valore f(2xn, 27) con f(0, 0). Dopodiché si definisca
la f(z, y) in tutto il piano xy, considerandola come funzione pe-
riodica, di periodo 2z, rispetto a ciascuna delle variabili.

Siano poi U = y(T), V = 6(Z) due funzioni assolutamente
continue, sempre crescenti e dispari rispettivamente negli inter-
valli —1 < T <1, —1<Z <1. Inoltre esistano finite e po-
sitive le y'(0), 6'(0), che si possono supporre uguali a 1 2); infine

(*) Pervenuta in redazione il 27 novembre 1960.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universita, Bologna.
1) F. MANARESI, Su alcune serie analoghe alle serie di Fourier trigo-
nometriche, Boll. U.M.1., 14 (1959), pp. 360-372.
2) Se cosi non fosse ci si riconduce a tale caso dividendo y(T) per
7'(0) e &(Z) per 8'(0).
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le y'(T), 6'(Z) risultino continue nell’origine®) e i rapporti
y(T)—1 d8(Z)—1
T ! Z
gine stessa.
Si denoti con T = ¢g(TU) la funzione inversa della U = y(T)
e con Z = k(V) la funzione inversa della 17 = §(Z), sicche, ove
sl ponga

siano sommabili in un intorno dell’ori-

I . S _ _ o
e=Jay °“eqy ‘T 2=k, w=eU, v=oV,
riesce
t 2 2
u=9)/<7—t> r:aé(;z), t=7g<.l:)), z=~zh(;),
con
—a<ti<=a, —a<zz<a, —a<us<za, —a<L<r<a.

Cid premesso, xi considerino le serie

(1) Elfl= 2 z AnaPma(Ty Y)
m=0n=0
(2) el[f] = 2 z A'm ﬂqm,n(r’ U) ,
m=0n=0
@) S =3 3 hothlr 9,
(4) 63[/] = z z J'm ﬂqm n(‘r) 1/) ’
m=0n=0
dove
71, se ¢ m=n = 0;
lmn == 1 \
’ 5,seem==0,n>0,oppurem>0,n—0;
1, se ¢ m >0, n > 0;

3) Si conviene di completare la definizione delle y'(T'), é'(Z), nei
rispettivi intervalli, ponendole uguali rispettivamente a »'(0), 4'(0)
negli eventuali punti in cui esse non esistono o sono infinite.
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p(w,y)=§;ﬂmx+u,y+v)+ﬂx+u,y—v)+
00

+ fl® —u,y + v) + f(e — u, y — v)] cos [mny(%)]-

- Co8 [mzh (—Z—)] du dv ,

q,(..‘,),.(a:, y) = Qiaff @ +u,y +v) + flx+uy—r)—
00

@ — w9 +7) — @ — 4y — v)] sen [mng(%)]-

- COo8 [mzh (—%)] dudv,

1 nx
00

+ f@ —u,y +0) — fl@ —u,y — )] cos [mny (—Z—)J

-sen [nnh (—E—)] dudv ,

qir,’.(w,y)=eia”[f(w+u,y+v)—f(w+u,y—v)—
00

— f@ — 4,9 + 0) + f(@ — u, y — )] sen [mng (%)]

-sen [nnh (%)J dudv .

Si mostrera che le condizioni di convergenza e di somma-
bilita (C, 1, 1) per la (1) e per le (2), (3), (4), che diconsi serie
coniugate della (1), sono del tutto simili a quelle relative alla
serie doppia di Fourier trigonometrica e alle serie coniugate
di questa.
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2. Convergenza di E[f]. - Con facili ealcoli, posto

F(r,y, uy0) = fr +w,y +r) + fr +u,y — 1) +

=y ) L fe— oy — ),
si trae

b2 2 4
5 m n . 1
Soalr, y) = Z z AnaPni(ly y) = _ff F(x, y, u, v)
®=0 K=0 00
00

o[+ 2) (2] s [+ 2 (2)]
2een|Z9(3)]  zsen|[Fa(3)]

da cui, applicando il teorema di integrazione per sostituzione
di De La Vallée Poussin ¢),

st = 3 rlan o (2), ()
00

sen (m -+ l)t sen (n + l)z
’ 2 2 t z
° 'y'(—;)é’(—n)dtdz=

dudr ,

2 sen} t 2 senl z
2
n/2 nf2
1 sen (2m 4 1)& sen (2n + 1)y
= F*(x .
nsz (2,9, & n) son £ son 7
0 0

» (2 o
F*¥@x,y,&n9) =F [m, Y, oy (—i—g) , 00 (—27—‘12)] .

) 4) pﬁ-., ad esempio, G. SANSONE, Lezioni sulla teoria delle fumzions
di variabili reali, Soc. Ed. Universitaria, Firenze, (1952), n. 101 a) e b).
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D’altra parte si ha

, F 1 1 2 y 3 , __E_ '
y (.;)N?-{_-;m;eoxa mtfy (n)cos médg ,

-7

e inoltre, per il teorema di Dini,

T 1
1 =+9'(0) = — —_
7'(0) g

|1M9

fy cos m&dé ,

[
8

1=00)= —':—:— + ) fb’ (%) cos nydy) .
n=

Ne consegue

1 = y'(0)0'(0) = = lim s, ,,

Yoe T

_ sen (2m + 1)&
—'—J- E) ~ senf %,

=/2
o = 2 5 ‘717 sen (2n 1)1]
o 7 s sen 7
S = S8l .

Se &(x, y) é una funzione definita in tutto il piano zy e pe-
riodica, di periodo 2z, rispetto a x e a y, risulta allora
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Hm,n('r1 .1/) = Sm,n(xv 1!/) - 8m,u¢(m1 ?/) =

=n[2 n/2

_ %J’ f"’*(“" v, &) sen (2m + 1) sen (2n + 1)y
0 0

sen & sen i
2 D)
o (22 s (2T
4 (-f)a (n)dfd"’

o*@, Y, & n) = FX@,y, & 1) — 1D(z, y) .

dove

Riuscira pertanto

lim 8,, (2, y) = D(x, y)

:}—»m
se, e soltanto se,
) lim H,, \(x, y) = 0.
o

Ne risulta, in particolare, P’analogo del teorema di Dini:

orto o2, Y, %, v)
uv

I. - Se, per un dato punto (z,y), il rapp , CON

o(x, ¥, u, v) = F(x, y, 2u, 20) — 1D(z, y) ,

¢ sommabile in 0 < u <%, 0w <_—7:, 0, ¢id che ¢é lo stesso,
*
se il rapporto %n—) ¢ sommabile in 0<E %—, 0<n< i;—,*")
n

la (1) converge, nel punto (x,y), verso D(x, y).

3) E facile vedere che dalla sommabilita di ﬂf’—:—;}—u’—") ino<u<g -72'— ,

*(p £ :
0<v<Z segue quella di 2% 5™ p oce<® o<y ™

2 &n 2 2
e inversamente.

Invero, se ﬂf_i_ﬁ"“_:”) ¢ sommabile in O<u<%, 0<v<§,

oz, 9, & )

o ege o b1 4 T
risultano sommabili in 0<§<?, 0<n<? la ) &:__6(2”
7(%)%(F)
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Basta infatti osservare che dalla sommabilita di q)(w’#’—?—)

in 0<u < 5 0 < > segue, in base al teorema di inte-
grazione per sostltuzmne di De La Vallée Poussin (Cfr. loc. cit
14

*
¢*@ 9, & n) '(25)6( )esommabﬂemo <&<5,

in %)) che la
e
"\= 7
0<1y <1), e quindi tale risulta pure la

o) (2) (g}) _

sen £ sen 7 4

rontn?(=)E) o 7 (3)0 ()

= , ( 2;5) (;) &n sen £ sen 7)

2 2
Y (75) o (;'7) &
essendo limitata la . ! .
&n sen £ sen 7
Per il teorema di Riemann-Lebesgue ®) sussiste allora la (5)

26\ (2
*@r, 9,5 1) y(;) (7 essendo li-

*
quindi anche la iy, bm) _ @ - ,
&n .,(EC.) .;(2_’7) &
T \ T
2£ 2
7(%)o(3)
mitata la
&n
Inversamente, se '—L(—xy—’s—"l & sommabile in 0<{$< % 0<n< —g— ,
. * * -
tale risulta pure la Pty &m) _ o*® 9. 8m), &n , essendo
7(2_4‘ ,;(2'1) &n (2_5),,(2_'1)
.n) F.4 4 T .1
la — " limitata, sicchd 2729 % ®) riugcirs sommabilein 0 <u <>
2% 6(&7 uv 2
7(%)(F)

0<v< 3.
¢) Si veda, per esempio, L. ToNELLI, Serie trigonometriche, Zani-

chelli, Bologna (1928}, n. 163 a), p. 438



SU ALCUNE SERIE MULTIPLE, ECC. 65

OSSERVAZIONE. - Il ragionamento fatto nell’osservazione fi-
nale del n. 2 di loc. cit. in ) non si puo estendere alle serie doppie,
poiché il rapporto

y'(T)0"(Z) — 1
TZ !

a meno che non riesca y'(T)=1, 6'(Z) =1, non pud essere
limitato in —1 <<T <1, —1<Z <1

3. Convergenza di &,[f], S,[fl, Sslf]. - Posto:

Fi(z, Yy, u,v) =fl + u,y +0) + flo +u,y —v) —
—fle—wy+v)—fz—uy—09)),

Fy(x, Y, u,v) = f(® + u,y +v) — flx + u,y — v) +
+ fle —u,y +0) — fle —u,y —0),

Fy@, y, u,0) = fl@ + 4,y +9) — fle + u,y — v) —
—f@e —u,y +0) + flx —u,y — ),

Ay, y, uy v) = [f(@ 4+ 4,y + 0) — fl® — u,y + v) —
+ [z +u,y —v) — fl® —u,y —v) —
—f(w+u,:'/)+f(w—“,y)]=
= F\(x, ¥, u, v) — 2yy(x, y, u) ,

(@, ¥y, uw) =fl*+uy) —flx —uy),

Ay, Y, u, v) =U(a"+u7:'/+v).'_ﬂw+u7?/_”) -
— @y +v) +f@,y —0)] +
+ [f@ —uy +v) —fle —uy—ov)—
— @y +0) + fl@,y —v)] =
= Fi(n, y, u, v) — 29,(2, 9, v) ,

v:(@, ¥, v) = f@,y + v) — f@,y —v),
e indicando con le stesse notazioni munite di un asterisco le
suddette espressioni, quando in esse si ponga gy(%:—‘) , 00 (ﬁ)
4

5
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in luogo di u, » rispettivamente, con faeili calcoli si ricava

SO, (x,y) = Z E Ik, y) =

#n/2 nf2
= '12.[ f[Al(“" ¥, &n) + 2'/’1(1', ¥, &)]-

-[cotg{-‘ __cos 2m + 1)5] sen (2n + 1)y

sen & sen 7

) (2

=2 =2
m

s =3 5 hathie =2 J j A3, ,& )+ 23, y,m)] -

_sen (2m + 1)5 __cos (2n + 1)p]
sen & [ oten sen 7) ]

28\ 5 Zn)
v (2) o (2) @,
n/2 n/2

m n 1
s =3 5 tuailin ) =2 [ [ Fio w600
0 0

h=0 k=0

. [(’otg E Ewl)é] [(-otg 7 —

sen &

¢ () o

Ne conseguono, tenendo presente il teorema di Riemann-
Lebesgue (loc. cit. in ¢), gli analoghi del teorema di Pringsheim: -

cos (2n + 1)17]-

sen 7

A(z, y, 2u,2v) P

1. Se, per un dato punto (x,y), il rapporto ur
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sommabile in 0 < u <_n2_, 0<w gi:_ e il rapporto (@, ¥, 2u)

|Q

¢ sommabile in 0 < u < —, 0, ci0 che ¢ lo stesso (Cfr. nota %)),

¢

~

k.

se il rapporto M’—g——m,;&’m ¢ sommabile tn 0 < & < —f—, 0K %
e il rapporto ’P_x(f’éig) é sommabile in 0 < & < —;t—, la (2) con-

rerge, nel punto (r,y), verso

n/2

1 2
o, 1) = [[vite, v, & coti & /(%) e
0

42(-7"7 Y, 2u, 2v)

II. Se, per un dato punto (z,y), il rapporto ur
. . . 2 .
¢ sommabile in 0 < u < g- ,0< v < %_ ¢ il rapporto 1/’2(117,@%_?*)

é sommabile in 0 < v < —2n—, 0, cid che é lo stesso (Cfr. mota ®)),

se il rapporto 4’;(‘5’_63/7]’_§’1) & sommabile in 0 < & < -7—;- ,0< < —Z—f—
e il rapporto %(i’ny’—n) ¢ sommabile in 0 <7 < —72t— , la (3) con-

verge, nel punto (x,y), verso

n/2
1( ., (2
fa(zy y) = ;fwz(w, y,7m) cotgn o (;") dn .
0

F s 2u, &
II1. Se, per un datc punto (x,y), il rapporto ~’—(ai"—'%if’~zj—)

é sommabile in 0<u<%, 0<v<—275—, 0, ¢id che ¢é lo stesso

(Cfr. nota ®)), se il rapporto f_';(%?%f,_m ¢ sommabilein 0 < & < _7:2_ y

0<n < %, la (4) converge, nel punto (z,y), verso



68 FABIO MANARESI

/2 n/2
1 2 2 !
oo, 1) =5 | [t 9,6, ) ot € cotg y/(25) o (2) azan .
00

4

In particolare si ha che:

IV. 8¢ la f(x,y) ¢ Lipa®), 0 <a <1, nel quadrato fonda-
mentale @ = (0 <z <27, 0 <y < 2n), le ipotesi dei teoremi
I, 11, II1 sono tutte verificate per ogni punto (x,y) nmon appar-
tenente alle rette x = 0 (mod 2rn) e y = 0 (mod 2x), e la conver-
genza delle (2), (3), (4) verso f,(z,9), f2(, ), fo(@, y) rispettiva-
mente ¢ uniforme im ogni dominio rettangolare non contenente
punti delle rette suindicate [0 in tutto il piano se la f(x,y) é Lip «
in tutto il piano] °).

Infatti, Cesari ha dimostrato che se la f(z, y) & Lip «, 0<a <1,
in @, i rapporti, funzioni di u, v, menzionati in I, II, III, sono
sommabili. Ne risulta (Cfr. nota ®)) la sommabilitd dei rapporti,
funzioni di &, 7, e quindi, ragionando come per il teorema I del n. 2,
quella delle funzioni che da essi si ottengono moltiplicandoli

per y’ (2—5) é (27-7-) . J

T T

OSSERVAZIONE. - Anche il ragionamento fatto nell’osserva-
zione finale del n. 3 di loe. cit. in ) non si pud estendere alle
serie doppie (Cfr. osservazione alla fine del n. 2).

4. Sommabilitd (C,1,1) di S[f]. - Si osservi, in primo luogo, che
nei ragionamenti di questo n. e del n. seguente si pud fare a meno
dell’ipotesi della sommabilitd, in un intorno dell’origine, dei rap-
y'(T)y—1 6((2)—1

T ! Z )

porti

7) Si noti che le ipotesi di III sono meno restrittive di quelle di I e II.

8) Si dice che la funzione f(z, y) & Lip « in @ se esiste una costante

K > 0 tale che, per ogni coppia di punti-(z, y), (', ¥’) interni a @, risulti
[ flz,y) —f=,y) | <EK{lz—2'|*+ |y —y'|*}.

Si veda, per esempio, loc. cit. in ¢), n. 163, osservazione, p. 443.

9) Cfr. L. CEsar1, Sulle serie di Fourier delle funzioni lipschitziane
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Si ottiene poi facilmente
#f2 2

m—1n-1
z,,,,,( ) Y) =m"—,nhz ZSH(JMI) J‘F*(‘%y’ & 77)
0 0

() (e e

mnn?

n/2
, 1=l 2 , (2&\ [sen mé&\:
0’”———1;;;08“ o mnfy (_77)( sené)dg’
0
n/2

n—1 2
g: = _1.. s’k' = E. j ' (&7.) (.___sen my) dy
. k=0 nw 7/ \seny
0
Per il teorema di Fejér, giusta la continuitd nell’origine di

y'(T) e 6'(Z), si ha

(6) limo,=1, lmg, =1,
n—ro

m—>co

e quindi, poSto Oms = OmOn,

(7) lim 6, = 1.
e
Per conseguenza si pud scrivere
n/2 n/2
2,,.,,. (@, y) — 0‘,,,,,.45(@‘, y) = r o*, y, &)
mna .
0 o

'(s::n"f)’ (s:;,;,,) Y (25) & (9’7) dean

da cui si deduce I’analogo del teorema di Hardy-Littlewood °):

di pii variabili, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, II, 7 (1938), pp. 279-295,
in particolare, p. 282.

10) F. MaNARresi, Sulla sommabilita (C, 1, 1) delle serie doppie di
Fourier, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, ITI, 12 (1958), pp. 21-30.
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I. Se, per un dato punto (x, y), riesce

8) lim ——ff oz, ¥, u, v)dudo =0,
u}w’0+
©) .f | 9, y, u, v) | dudo <

.
per 0 <u << % o< < <5

<N
(@, Yy, u, v) = F(z, y, 2u, 20) — 4D(, y)

ed M costante positiva, allora si ha

lim Zm,n("vi ?/) = ¢(‘”1 .1/) .

L)
“}—)Q

Infatti si pud scrivere

(m>HQM%mwmw=

0o 26 2
" L
3) (%)

3°(3)
- st () (2) s
0

0

e quindi dalla (8) segue che anche il secondo membro della (10),
diviso per wv, tende a zero per Z}—>0+ .

Poiché risulta

ﬁmg(g'-‘)=o, 1imh(33)=0,

u—0 0 0 (4

2u 20
15 H3)
lim ¢ ——2—-, lim —2 21’
u—0 U 0 v>0 U (4]

7T 2u 7. (20
3‘9(‘;)——*51 —2—h(7)=77,
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si avra pure

&y

g o () () -

79(3) 3 (%) . .
1 2 21
* n E [N el N il ot
woT? j. l(p (xvyysa’l)l'}’ (n)é (ﬂ)dfdﬂ<go”
0 0

sicche, avendosi
2u 2
1 9 (?) i (7) 1

uon® fuv 2 (2u) B (20) ’
4 § 0 g

risulta
1 f 2 2
a2) & [[1erw 0 & 1v(Z) o (2) dean <
00

M
< — Jextr sup _T_u_v__ ,
2u 2v
(2) ()
0 o
Dalle (11) e (12), ragionando come nel loc. cit. in 1), si trae
Passunto.

Da I discendono poi, come casi particolari, gli analoghi dei
teoremi di Lebesgue e di Fejér.

7 7
per 0 <& <35 0<n<—2—.

OSSERVAZIONE. - Si noti che alla (8) si pud sostituire la

s

E}ao+E_J~J‘ P*(, y, & n)dédn =0,
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poiché da questa e della continuita nell’origine di y'(T), 6'(Z)
si deduce ancora la (11). '

Se, di piu, le y'(T), 6'(Z) si suppongono limitate rispettiva-
mente in —1<T<1ein —1<Z 1, alla (9) si pud so-
gtituire la

§n
1 0 b
'Esz|¢*(w’?l,f;ﬂ)|d§d’l]<M, per O<§<'2—,0 <17<§-,
00

poiché da questa si trae 1a (12), con M {extr sup [y’ (2;5) o (2;77)] }

al secondo membro.

5. Sommabilita (C, 1, 1) di &,[f], S,[fl, Sslf]-

Sussiste ’analogo di un risultato ottenuto da Cesari 1):

1. Se la f(x,9) é Lip a, 0 < a < 1, in Q, per ogni punto (x, y)
non appartenente alle rette = 0 (mod 2n) e y = 0 (mod 2x),
le (2), (3), (4) convergono secondo le medie (C,1,1) verso fi(x, y),
f2(zy v), fa(@, y) rispettivamente. Tale convergenza é wuniforme in
ogni dominio rettangolare mon contenente punti delle rette suindi-
cate [o in tutto il piano se la f(x, y) é Lip a in tutto il piano].

Si d34 un cenno della dimostrazione nel caso della &;f]:
in modo analogo si ragiona per le &,[f], S.[f].

Se la f(z, y) & Lip « in @, indicati con r ed s due numeri reali
positivi tali che » + 8 = «, riesce

| f, y) — fl2, ') — f(&', ) + f(',y') | <2K |z — 2" | |y — ¥y |*

per ogni coppia di punti (z, ¥), (¢', y’) interni a ¢ 2).
Se allora i due punti

o) s o). v+ 2]

1) Loec. cit. in ?), p. 287.
12) Ibidem, p. 280.
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sono interni a Q, si ha

IF;('L"%§777H<2K' 0‘}’(5) !206(2;")i‘=

@'lé(%”)

Ui

(%)

K = K21tr+sgrgs | extr sup.

[EfFlnl <E|&l|nl,

- K2l+r+:9ro-l

con

Pertanto se 2d & la distanza del punto zy dalla frontiera

di @, posto
1 d 4 d
1=39(3) #=343):
si trae
Fi(=, y, & ) — Fy(z, 9, &, ) 3 n —
sen & sen 7 &n sen £| |seny

O¢frps1), per 0<E<A, O0<y<yu ;

1
S0, per 0<E<A, <<

1
70(77"’); per 1<5<—12—z-, 0<n<u ;

1
Eo(l) , per A<EK 2,,u<17<—

Dopodicheé si ripete sostanzialmente il ragionamento di Cesari.
Valgono inoltre le seguenti proposizioni, che costituiscono
gli analoghi di alcuni risultati ottenuti dall’A. 3).

13) F. MANARESI, dlcuni teoremi sulle serie coniugate della serie di
Fourier di una funzione di piu variabili, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova,
27 (1957), pp. 181-192.
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II. Se, per un dato punto (x,y), riesce

(2, ¥, u, v)dude =0,
}_,0+ uv .ff

uv

1

;g,ff | 9:(2, ¥, u, v) | dudo < M,
00

per 0 <u<

lv! Q

-
, 0 <o <),

con
P12, Y, %, v) = Fa(x, y, 2u, 2v) — 1D(x, y)

ed M costante positiva, allora si ha

2m,n

lim [Y0 (2,y) — XV (z, y)] = l?,g“
} 4 2

"

II1. Se, per un dato punto (x, y), riesce

lim —fj @o(x, ¥, %, r)dudr =0,
ot ¥

uv .
;1,;” | @a(, y, u, v) | dudvo < M
00

per 0<u<-;-t-, 0<w <—'74—“)

con .
(2, Y, u, 0) = Fo(x, y, 2u, 20) — 4P(x, y)

ed M costante positiva, allora si ha

i (32, (9~ 32 (9] = %2 2, 9).

1) Questa condizione sostituisce, in modo meno restrittivo, la co-
siddetta « condizione L ». Cfr. loc. cit. in 19), p. 29.
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IV. Se, per un dato punto (x, y), riesce

lim —ff%(v’ Y, u, t)dudv =0,
'}_»OL 00

f | @al®, y, u, v) |dudo < M, per 0 <u< 1) 0<vw <%“) ,
con
@3y Yy U, ©) = Fao(x, ¥, 2u, 2v) — 4D(x, y)
ed M costante positiva, allora si ha

lim [30 (2, y) — 30 (r,y) — 30, (r, ) + 39 (z, y)] =
Mo ’

e, 20
log 2
(" o, n.
T

Infatti, si osservi in primo luogo che, mediante lo stesso
ragionamento adottato per passare dalle (8), (9) alle (11), (12),
dalle condizioni, che esprimono le ipotesi dei teoremi prima
enunciati, si traggono condizioni analoghe con

oz, y, &) = F, [-r, ¥, 07 (Z;E), 0 (%)} —4D(x,y) (k=1,2.3)

al posto di gu(r,y,u, ) (k =1,2,3).
Dopodiche si procede come nel loe. cit. in 3), tenendo conto
del teorema I del n. 4 e, riguardo a IT e a ITI, delle (6) e che riesce

a2
1 se
lim — | sen 2m¢é (ﬂen m{-‘) y' ( 5) df = log 2 1)
m—>o sen 5
n/2
Sen_’nl]

. 1
lim | —sen 2nn(--—
nsod N sen 7)

)6’( )lh] = log 2 B),

15) Cfr. loe. cit. in 13), pp. 371-372.
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e, riguardo a IV, della (7) e che dalle due precedenti relazioni segue

/2 n/2

4 3 2
lim —— f fsen 2mé sen 2n7) (sen mf) (sen m,) .
m_ . mn sen & sen 7)
» o 0

oy (_2;5) 5 (?E) dédn = (log 2)* .

T

Da ultimo si noti che ci si ¢ limitati a provare per le (1),
(2), (3), (4) gli analoghi di alcuni teoremi che valgono per le
serie doppie di Fourier trigonometriche, ma ¢ manifesto che
numerosi altri risultati si possono estendere alle serie anzidette.



