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SISTEMI INCOMPRIMIBILI A TRASFORMAZIONI

REVERSIBILI NEL CASO ASIMMETRICO

(PARTE PRIMA)

di DIONIGI GALLETTO (a Padova) *)

Nella presente memoria, con riferimento a deformazioni finite,
vengono posti i fondamenti per una teoria dei sistemi continui

soggetti al vincolo interno di incomprimibilità e capaci di sforzi
specifici asimmetrici e di momenti interni di contatto (momenti
superficiali).

Le ipotesi fatte sulla sollecitazione sono quelle, assai generali,
considerate in [4], [1], ecc., ove è preso in esame il caso dei con-
tinui esenti da vincoli interni. In altri termini, si ritiene che le

forze di massa siano riducibili a una forza applicata a un punto
dell’elemento di volume considerato e a una coppia. Analoga
ipotesi vien fatta per le forze superficiali esterne. Di conseguenza,
nell’espressione lagrangiana del lavoro specifico delle forze interne
di contatto relativo al passaggio dalla configurazione attuale

a un’altra vicinissima intervengono, accanto alle variazioni delle
componenti del tensore di deformazione, le variazioni delle com-
ponenti del suo rotore (rotore di deformazione) 1).

Pur non perdendo di vista il caso in cui le trasformazioni a
cui è soggetto il continuo siano generiche, ho preso in particolare
considerazione quello in cui esse siano isoterme (caso isotermo).

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato
Nazionale per la matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Università, Padova.

1 ) Cfr. [ 1 ], 2.
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Tale caso è di indubbio interesse e, oltre alla eliminazione della

temperatura dalle incognite, presenta il vantaggio di permettere
una trattazione tensoriale della teoria particolarmente convenien-
te, trattazione che ha carattere di novità anche nel caso simme-
trico.

Interpretate le coordinate lagrangiane come particolari coor-
dinate curvilinee dello stato attuale, accade che nel caso isotermo
(e solo in esso) le componenti dei tensori lagrangiani degli sforzi
e dei momenti superficiali si possano interpretare come compo-
nenti (contravarianti), nel suddetto riferimento curvilineo, dei
corrispondenti tensori euleriani. Tale interpretazione delle coor-
dinate lagrangiane ha inoltre come conseguenza che il vincolo

di incomprimibilità, - che si traduce nella ben nota condizione
che gli spostamenti virtuali del sistema siano caratterizzati da
vettori solenoidali -, si possa tradurre nella condizione che le

variazioni delle caratteristiche di deformazione siano a invariante

lineare nullo. Dette variazioni risultano quindi soggette alla

medesima condizione a cui sono soggette le variazioni delle

componenti del rotore di deformazione 2), donde la conseguenza
che non appena i due tensori degli sforzi e dei momenti superfi-
ciali siano isotropi, il lavoro delle forze interne di contatto risulta
nullo.

Da quest’ultima osservazione segue una decomposizione uni-
voca (valida sia per deformazioni finite che per deformazioni

infinitesime) della sollecitazione interna nelle due parti non

lavorante e puramente lavorante., decomposizione che estende al
caso dei sistemi incomprimibili quella fornita in [1], 3 per il caso
dei continui esenti da vincoli interni.

Supposto il continuo a trasformazioni reversibili, nel caso

isotermo la conoscenza dell’energia libera termodinamica è atta,
da sola, a determinare la parte puramente lavorante della solle-
citazione interna, mentre per la determinazione della parte non
lavorante sono necessari, oltre la conoscenza dell’energia libera,
l’intervento delle equazioni indefinite e, analogamente al caso

simmetrico, l’introduzione, oltre al parametro q che già inter-

a ) Cfr. [ 1 ], 3.
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viene nel caso dei sistemi esenti da vincoli interni, di un ulteriore
parametro, p, caratterizzante la pressione vincolare interna. La
conoscenza dei due parametri p, q equivale alla conoscenza degli
invarianti lineari del tensore degli sforzi e del tensore dei momenti.

Introdotta l’energia libera, si sono stabilite le equazioni
generali della statica isoterma, dalle quali appare, tra l’altro,
che i suddetti parametri intervengono direttamente, per il tra-

mite degli incrementi da essi subiti nel passaggio dallo stato di
riferimento a quello attuale, soltanto nelle condizioni al contorno,
mentre nelle equazioni indefinite compaiono unicamente per il

tramite dei gradienti dei suddetti incrementi.
Supposto, per brevità, che non vi siano vincoli esterni, ho

stabilito infine una relazione simbolica la quale, pur di ritenerla
valida per ogni spostamento virtuale del sistema a partire dal-
l’incognito stato di quiete, è equivalente alle suddette equazioni
generali. Con l’interpretazione data delle coordinate lagrangiane
è stato possibile dedurre direttamente detta relazione in forma
lagrangiana.

Il pregio della relazione simbolica in questione risiede nel

fatto che in essa non v’è traccia nè dei parametri p, q, nè della

parte emisimmetrica del tensore degli sforzi. Qualora si riesca

a determinare l’incognito stato di quiete in modo da renderla

completamente soddisfatta, si può far ricorso alle equazioni
generali per dedurre, con sole quadrature, il parametro p, dopo-
dichè resterà univocamente determinata la parte simmetrica

del tensore degli sforzi. Sfugge invece la determinazione del

parametro q, la quale pertanto va demandata all’esperienza.

1. - Premessa.

Sia W un sistema continuo tridimensionale, C una sua arbi-
traria configurazione di riferimento, C’ la sua configurazione
attuale, Z e 27’ le superficie contorno completo di C, C’. Supporrò
lo spazio riferito a un sistema di coordinate cartesiane trirettan-
gole, coordinate che indicherò rispettivamente con xi (i = 1, 2, 3)
o con xi’ a seconda che esse si riferiscano a punti di C o di C’.
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Si supponga che le forze di massa agenti sull’elemento di

volume dC’ di C’ siano riducibili a una forza F’i’dC’ applicata a
un punto interno a d C’ e a una coppia M’i, dC’. Analogamente,
si supponga che le forze esterne agenti sull’elemento di superficie
dl’ di Il siano riducibili alla forza applicata a un punto
interno a dll e alla coppia 

Considerato un qualsiasi elemento di superficie orientato 3)
da’ interno a C’ e indicato con V’i’ il versore della normale alla

sua faccia positiva, si deve ritenere, in base alle suesposte ipotesi 4),
che le forze di contatto esercitate dagli elementi aderenti

alla sua faccia negativa su quelli aderenti alla sua faccia positiva
siano riducibili a una forza T~;,~~da’ applicata a un punto interno
a dar’ e a una coppia di momento Ciò implica l’esistenza
in C’ b) di due tensori (campi tensoriali) : il tensore degli sforzi
Ti’j’ e il tensore dei momenti superficiali (momenti interni di

contatto) 
Fatte le posizioni

introdurrò, accanto ai due suddetti tensori, il tensore lagrangiano
degli sforzi Ti3 e il tensore lagrangiano dei momenti superficia-
li definiti da g )

3) Nel senso che su esso sia stata scelta una faccia da ritenersi po-
sitiva.

4 ) Cfr., ad es., [4], I, 1.

5) Cfr. [2], 5, 7.

6) Cfr. [2], 6, 7. In realtà il tensore lagrangiano dei momenti ivi
definito differisce per il fattore i dall’analogo tensore definito qua
dalle (1.2).

Nelle (1.1), (1.2) e nel seguito, salvo diverso, esplicito avviso, è sottin-
teso il simbolo di somma rispetto agli indici ripetuti.
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e, accanto ai vettori .

m;, definiti da ’ )

ove dC e d~’ sono rispettivamente l’elemento di volume e l’ele-
mento di superficie che nella configurazione di riferimento cor-
rispondono agli elementi dC’, della configurazione attuale.

Ciò premesso, indicato con il tensore di Ricci (in forma

euleriana), con Tliil la parte emisimmetrica del tensore Tii e

intendendo

una delle possibili espressioni in forma lagrangiana delle equazioni
della statica dei sistemi continui è data, nelle attuali ipotesi, da 8 )

mentre le corrispondenti condizioni al contorno sono

ove con v; ho indicato il versore della normale interna a 27.

Indicato poi con e;, il tensore di deformazione, definito da 9)

’ ) Risulta pertanto

8) Cfr. [2], 6, 7. Si tenga inoltre presente la nota g ).
9) ~i è il simbolo di Kronecker, come pure ~{.
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ove è da intendersi

e indicato con il rotore del tensore di deformazione (rotore
di deformazione):

una delle possibili espressioni del lavoro specifico delle forze

interne di contatto relativo alla configurazione C, in corrispon-
denza al passaggio dalla configurazione C’ a un’altra infinita-

mente prossima, è data da 1°)

dove è la parte simmetrica di Tii, mentre è da intendersi

con

Le per le quali stanti le (1.5), (1.6), (1.7), risulta

non sono indipendenti bens  soggette al legame

legame che, conformemente a quanto dimostrato in [3], risulta
unico. Stante la (1.10), per le variazioni deve quindi essere

1°) Cfr. [1], 2.
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Infine, in analogia alle (1.10), risulta

come subito segue dalle (1.9).

2. - Una ulteriore forma per le equazioni generali.

P conveniente, per il seguito, assegnare una diversa forma
alle equazioni generali (1.3), (1.4).

Posto

ossia 11)

risulta, come agevolmente si può verificare 1$),

Dalle seconde delle (1.3) si ricava pertanto

e queste, sostituite nelle prime delle (1.3), (1.4), dàn luogo, per

11) Naturalmente l’indice i + a (a = 1, 2), non appena supera 3

va diminuito di 3.

1’) Si tenga presente che risulta

e che pertanto è
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le (2.2), alle

nelle quali non v’è più traccia della parte emisimmetrica del
tensore Tii. Esse vanno naturalmente associate alle (2.4) e alle
seconde delle (1.4).

3. - Introduzione del vincolo di incomprimibilità. Caso isotermo.

Supporrò d’ora in poi che il sistema continuo C sia incompri-
mibile, ipotesi che implica

ove 0, 01 indicano rispettivamente la temperatura assoluta dello
stato di riferimento e quella dello stato attuale e la funzione
a secondo membro assume il valore 1 ogni qualvolta risulta

01 - O.

Ritenendo, almeno per il momento, che le trasformazioni

a cui è soggetto siano unicamente isoterme (caso isotermo),
la (3.1) si riduce a

con la conseguenza che le (1.1) si specificano nelle

Pertanto, interpretate le coordinate lagrangiane xi come parti-
colari coordinate curvilinee della configurazione attuale, - coor-



251

dinate per le quali la forma quadratica fondamentale è data da

con le g’ i f definite dalle (1.6) , le (3.3 ) e le (1.2 ) permettono
di interpretare le L’ij come componenti, nel ri f erimento cur-
vilineo x , dei tensori che nel riferimento cartesiano xi’ hanno per
componenti rispettivamente le Tz’’’, LÈ~~’.

Indicando con óxi’ le componenti di un qualunque
spostamento virtuale Su del sistema a partire da 01, dalla (3.2)
segue

che, in quanto è, ovviamente,

dà luogo alla

esprimente il noto risultato che nel caso isotermo gli spostamenti
virtuali del sistema sono caratterizzati dai vettori solenoidali 8u:

È interessante (e utile per il seguito) osservare che, contra-
riamente a quanto ci si può attendere, nelle attuali ipotesi la (3.5)
si traduce nella forma lagrangiana

con óuz componenti del vettore 8u nel riferimento curvilineo xi :

L’asserto segue immediatamente dalla nota identità 13)
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che, presentemente, si traduce nella

Inoltre, essendo, per le (1.6), (1.5),

dove, naturalmente, è da intendersi

la (3.5) è equivalente a

esprimente che, sempre interpretando le xi come particolari
coordinate attuali, nei sistemi incomprimibili soggetti a trasforma-
zioni isoterme le f5eii sono, al pari delle ~,u’z3, a invariante lineare
nullo.

4. - Decomposizione della sollecitazione interna nelle due parti
puramente lavorante e non lavorante.

Continuando ad interpretare le xi come particolari coordinate
curvilinee della configurazione attuale e sempre restando nel

caso isotermo, sulla base della (3.9) e delle (1.11 ), (1.12 ) è inte-
ressante osservare che, non appena la sollecitazione interna sia
tale che i tensori -T(iJ) e L’ / risultino isotropi, ossia tali da aversi

con p e q scalari arbitrari, essa è non lavorante 14), nel senso che
per ogni trasformazione infinitesima del sistema, compatibile con

14) Cfr., per quanto concerne la terminologia, [1], 3.
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il vineoto di ineomprimibitità 15), il corrispondente lavoro ól(i)

risulta nullo.

Viceversa, se risulta dl(i) = 0 per ogni spostamento infinite-
simo del sistema, dall’unicità dei legami (3.9), (1.10) 16) e dalle

(1.12) segue che i tensori e devono essere isotropi.
Ne segue che una sollecitazione in cui i tensori Tii e L’l

sono tali che

ossia sollecitazione per la quale il tensore degli s f orzi è simme-
trico ed è, con il tensore dei momenti superficiali, a invariante
lineare nullo, risulta essere puramente lavorante, nel senso che

il lavoro ól(i) per ogni tras f ormazione virtuale del sistema risulta
nullo se e solo se essa è nulla.

Infatti, per quanto ora visto, è ól(i) = 0 per ogni spostamento
virtuale del sistema se e soltanto se i tensori LI,i risultano
essere isotropi, con la conclusione che, dovendo valere le (4.1 ),
deve necessariamente essere

Da quanto ora esposto segue che ogni sollecitazione interna
si può decomporre in uno e in un sol modo in due parti, di cui
una non lavorante e l’altra puramente lavorante.

Infatti si ponga, con evidente significato dei simboli,

Per quanto visto prima, il più generale tensore T(0) IJ è dato

dalla somma di un tensore emisimmetrico, 9 e di un tensore

isotropo, mentre il più generale tensore risulta essere

simmetrico e a invariante lineare nullo. Dovendo valere la (4.2),
dall’unicità della parte emisimmetrica di TiJ segue che

15) Ossia per ogni trasformazione virtuale del sistema.
16) L’unicità del legame (3.9) è ovvia, conseguendo dal fatto che è

unico il legame (3.2). L’unicità del legame (1.10) è dimostrata in [3].
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mentre risulta

ove con T ho indicato l’invariante lineare di T j. In definitiva

si ha quindi

con i secondi membri univocamente determinati (da Ti~ e dalla
configurazione C scelta come riferimento).

In modo analogo, indicando con L’ l’invariante lineare di

L’ij, si perviene alle

con i secondi membri univocamente determinati e che, con le
precedenti, provano l’asserto.

La decomposizione di L’ij coincide, com’è naturale, con quella
operata in [1], 3 nel caso dei sistemi esenti da vincoli interni 17)
e che, d’altra parte, consegue subito da quanto in precedenza
osservato e dal fatto che ogni tensore doppio si può decomporre
in uno e in un solo modo in un tensore isotropo (parte scalare)
e in un tensore a invariante lineare nullo (parte deviatrice).

I risultati stabiliti in [1], 3 per il tensore valgono ora,
oltre che per detto tensore, anche per il tensore Tii. Ossia si

ha che T(O)ij cos  come L’ ;~’ f, sono fra loro ortogonali,
nel senso che risulta 18)

18) In [1], 3 si è espressa l’ortogonalità tra e L’~t~=~ tramite la
L’(O)/ - O in quanto il riferimento xs è inteso colà come cartesiano
trirettangolo (riferimento lagrangiano). Analoga osservazione vale per
il modulo dello scarto.
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relazioni che, con l’introduzione delle componenti contravarianti
e covarianti dei tensori che in esse compaiono, si scrivono con-
cisamente

ecc. E ancora, definito, come al solito, scacrto fra due tensori

Bii la differenza Dii = A ii - Bii e modulo dello scarto la

determinazione positiva della radice quadrata di DiiDij, 
è il tensore del tipo EiJ + pg’ii (EH emisimmetrico) per cui il modulo
dello scarto da T i~ risulta minimo 19). Analogamente, è il

tensore del tipo per cui risulta minimo il modulo dello scarto

da L’ /.
Da quanto ora esposto segue che l’espressione (1.8) di 

si può sostituire con

* * *

La decomposizione ora operata per i tensori L’if, avendo
carattere tensoriale, si trasporta immediatamente, immutata nella
forma, ai tensori non appena si tenga presente l’inter-
pretazione che è stata fatta delle coordinate xl.

19) Il quadrato del modulo dello scarto del tensore Eii -E- pg’ii dal
tensore T~~ è espresso da

da cui si ricava che è

unicamente per

Che la funzione p) assuma in corrispondenza a tali valori delle
EH, p il suo minimo assoluto si vede subito passando dalle coordinate
curvi linee xi alle coordinate cartesiane ortogonali xi’. Infatti, in tale

sistema di coordinate appare evidente che detta funzione diverge positi-
vamente non appena parte delle p, o tutte, tendano all’infinito.
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Le espressioni di T1°&#x3E;’"’, T ~ i~ i’ 3’, sono date dalle

analoghe delle (4.3), (4.4) :

ed il legame fra e T~~ e ecc., risulta espresso
da relazioni identiche, nella forma, rispettivamente alle (3.3),
(1.2).

***

Qualora le trasformazioni a cui è soggetto ~ non siano soggette
alla restrizione di essere isoterme, vale la (3.1 ), con la conseguenza
che per una generica trasformazione infinitesima a partire da
C’ la (3.9) va sostituita con

mentre le due parti non lavorante e puramente lavorante della
sollecitazione interna risultano espresse, per quanto concerne il

tensore TiJ, da

e, per quanto concerne il tensore ancora dalle (4.4).

Osservazione I. Conviene tener presente che, com’è noto, il

determinante 
-

si può esprime in funzione delle eH’ avendosi, come subito segue
dalle (1.6), (1.~), ~°)

espressione che tornerà utile nel seguito.

Zo) É ovvio che è da intendersi
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Osservazione II. Conviene porre, per ovvi motivi di concisione,

Con tale convenzione le seconde delle (4.3), (4.4) si scrivono

5. - Intervento dell’energia libera termodinamica.

Supposto il sistema a trasformazioni reversibili, in corrispon-
denza a ogni trasformazione infinitesima del sistema a partire
dallo stato attuale vale la

(5.1) ~.Z’ _ - ól(’) - .E’~8’ ,
con ~’ energia libera termodinamica ed E’ entropia dello stato
attuale. Stante la (1.8), si può quindi concludere che, nelle attuali
ipotesi, l’energia libera termodinamica è da intendersi funzione,
in modo essenziale, oltre che delle xi (se W non è omogeneo in C)
e della temperatura, delle e=~ e 

Stante però la (1.10) le ulii non sono tra loro indipendenti e,
per la (3.1) 21), fra loro indipendenti non risultano neppure le
ei3 e la 0’, non appena le trasformazioni a cui è soggetto C rispet-
tino il vincolo di incomprimibilità. 19 inoltre eij = eii. Ne segue

che, sotto la condizione, d’ora in poi tacitamente ammessa, che
le trasformazioni rispettino il vincolo di incomprimibilità, la (5.1)
si considererà non per variazioni arbitrarie delle ma per
tutte e sole quelle che soddisfano alle (4.7), (1.11) e, ovviamente,
alle = che conseguono dalla simmetria delle Per-

tanto la (5.1) si esaurisce nell’imporre l’esistenza di due scalari
p, q che rendano simultaneamente soddisfatte le 16 eguaglianze ~~)

21) Si tenga presente l’osservazione I alla fine del n. precedente.
22) Naturalmente i legami (3.1), (1.10) danno origine ad una certa

indeterminazione nell’espressione effettiva dell’energia libera e delle
sue derivate parziali, indeterminazione che risulta però evidentemente
eliminata non appena si convenga di fare sempre capo ad una stessa,
ben determinata espressione di F.



258

nelle prime delle quali è ovvio che non va sommato rispetto
agli indici ripetuti i, j. Da esse, tenute presenti le (1.12) e posto,
per brevità,

per le prime delle quali vale la stessa osservazione fatta in pre-
cedenza (osservazione che d’ora in poi intenderò sempre sottin-
tesa), si ricavano le

Dalle (5.3), (5.4) seguono le

le quali, come d’altra parte appariva già evidente dalle conside-
razioni svolte al n. 4, esprimono che, una volta nota l’espressione
dell’energia libera termodinamica, il problema della determina-

zione degli scalari p, q non differisce da quello della determinazione
degli invarianti lineari T, .L’ dei due tensori Tid, L’il.
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Nell’ipotesi in cui le trasformazioni alle quali è soggetto il

sistema siano isoterme, valgono le (4.3), (4.4) e pertanto dalle

(5.3), (5.4) seguono le

che, con il significato dei simboli ovvio (si ricordi l’osservazione II
alla fine del n. precedente), si possono concisamente scrivere

e nelle quali non v’è traccia degli scalari p, q : nel caso isotermo,
analogamente al caso dei sistemi esenti da vincoli interni ~~ ), la

parte puramente lacvorante della sollecitazione interna è comple-
tacmente determinatac non sia nota l’espressione dell’ energia
libera termodinamica.

Nel caso di trasformazioni generiche valgono, invece delle

( 4.3 ), le (4.8), con la conseguenza che, mentre restano immutate
le (5.9), le (5.8) van sostituite con le

donde la conclusione: nel caso di tras f ormazioni non isoterme, a
differenza del caso dei sistemi esenti da vincoli interni 24), per
la determinazione della parte puramente lavorante della sollecita-

zione interna è necessaria, oltre att’espressione detl’energia libera
termodinamica, la conoscenza dello scalare p.

Il fatto che le (5.10) non includano le (5.8) si spiega osservan-
do che, nel passare dal caso non isotermo a quello isotermo, la

~3 ) Cfr. [ 1 ], 6.

2’) Cfr. [ 1 ], 6.


