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Der Torsionstyp nilpotenter Gruppen.

HANS PETER HEISLBETZ (*)

ABSTRACT - The outher type of a torsion-free, abelian group of finite rank is a use-
ful means to grasp important properties of this class of groups [11, Chap-
ter 1]. This type can both be defined by means of a certain torsion quotient of
the group and as the union of the types t(G/Yi) for a Y" 1 of sub-
groups such that GlYi is rational and the intersection n Yi is trivial. It is

i

shown in Chapter 5, that for torsion-free nilpotent groups of finite rank only
the first definition leads to an invariant type. This type is called torsion type,
because it is defmed via torsion intervalls (Chapter 3). A lot of properties of
the torsion type are proofed in Chapter 4: For example, there is a connection
between the torsion-types of G/Zk _ 1 and rk ; also a formula for the torsion
type of the group UN where U is a subgroup and N is a normal subgroup of a
nilpotent group of finite torsion-free rank is shown. The commutator formu-
las (Chapter 2) which play an important role in the proofs, are also inter-
esting for themselves.

1. Allgemeine Bezeichnungen und Definitionen.

Die hier angegebenen Sätze werden im folgenden benutzt, ohne ei-
gens darauf zu verweisen.

1) Wie üblich bezeichnen Z, N+ , die ganzen, positiven
ganzen, nicht-negativen ganzen, rationalen Zahlen und P die Primzah-
len.

2) Wenn U eine Untergruppe der Gruppe G ist, schreiben wir
U ~ G und U  G, wenn U eine echte Untergruppe ist. Für eine Grup-
pe G mit Untergruppe U bezeichnet N( U) den Normalisator von U
und Z(G) das Zentrum von G.

(*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Institut der Universität Würzburg,
Am Hubland, D-W-8700 Würzburg, Germany.
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3) Eine Gruppe heißt R-Gruppe, wenn für jede natürliche Zahl n
und alle Gruppenelemente x, y die Implikation

gilt. Jede R-Gruppe ist torsionsfrei und jede torsionsfreie, lokal nilpo-
tente Gruppe ist eine R-Gruppe nach [1, 13.6].

4) Für eine Untergruppe U einer Gruppe G heißt die Menge

Isolator von U. Die Untergruppe U heißt isoliert, wenn V-u = U gilt.
Die Gruppe G hat die IsoLatoreigenscha,fL, falls für jede Untergruppe U
die Menge B/!7 auch eine Untergruppe ist. Wir schreiben U ~* G, falls
U eine isolierte Untergruppe von G und U a * G, falls U ein isolierter
Normalteiler von G ist. Lokal nilpotente Gruppen haben die Isolatorei-
genschaft nach [4, 4.5]. Alle Glieder der oberen Zentralreihe einer R-
Gruppe sind isoliert und die zugehörigen Faktorgruppen sind R-Grup-
pen nach [1, 13.4].

5) Mit dem Rang rg(G) einer Gruppe G ist stets der Prüferrang
gemeint.

6) Für Elemente x und y einer Gruppe ist [x, der
Kommutator von x und y := y -1 xy das zu x durch y konjugierte
ELement. Eine (gewöhnlicher) Kommutator des Gewichts ~ 1 wird re-
kursiv durch die Regel [ xl , ... , := [ [ xl , ... , ~ -1 L rj] definiert, wobei
[xil:= x, gesetzt wird. Ein m facher Kommutator von Elementen einer
Teilmenge X einer Gruppe wird rekursiv wie folgt definiert: Ein 1-fa-
cher Kommutator ist ein Element aus X, ein m-facher Kommutator ist
ein Element der Form [g, h], wobei g ein i-facher Kommutator, h ein j-
facher Kommutator ist und i + j = m gilt [11, p. 43f], [2, p. 13].

7) Für eine Gruppe H ist mit 

H] für i ~ 1 die obere Zentralreihe von H und mit

+ i H/ti H = für i ~ 0 die obere Zentralreihe von H.
Anstelle von y2 H scheiben wir auch H’. Die Gruppe H heißt nilpotent
der Klasse c, wenn y ~ H ~ 1 und Y c + 1 H = 1. Für eine Gruppe G schrei-
ben wir anstelle von Y i G auch Fi und anstelle von auch Zi . Es gel-
ten die Beziehungen
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2. Kommutatorformeln.

Aus einem Theorem von Hall [2, 2.3] wollen wir in diesem Kapitel
für nilpotente Gruppen Darstellungen von Produkten beliebiger Po-
tenzen von Elementen und Darstellungen von Kommutatoren herlei-
ten, deren Einträge beliebige Potenzen von Elementen sind. Diese
Formeln sind für einige der Beweise in Kapitel 4 wesentlich, aber auch
für sich genommen von Interesse.

In 2.1 bis 2.3 beweisen wir zunächst einfache Kommutatorfor-
meln.

LEMMA 2.1. Für Elemente Xl’ ... , xr E und y E einer lo-
kal nilpotenten Gruppe G ist

BEWEIS. Für r = 1 ist nichts zu beweisen. Sei die Aussage für r
schon bewiesen. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung

Nach [4, 4.6] gilt (*), da G eine lokal nilpotente Gruppe ist. m

LEMMA 2.2. Sei G eine lokal nilpotente Gruppe und f(xI, ... , xm)
ein m-facher Kommutator. Für ein i E ~ 1, ... , m ~ sei xi = al ... a" - b
mit b E V-F-2. Dann ist

BEWEIS DURCH INDUKTION. Für m = 1 ist f(xl ) = x, =
= al ... an ’ b = f(a1) ... f( an ) mod B/T2’ Sei die Aussage für k-fache Kom-
mutatoren mit  m schon bewiesen. Für einen r-fachen Kommutator

g und einen (m - r)-fachen Kommutator h ist

Wir können annehmen, daß 1 ~ j ~ r. Nach Induktionsvoraussetzung
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gibt es ein z E so daß

(*) unter Benutzung von [4, 4.6] ist

da G eine lokal nilpotente Gruppe ist.

LEMMA 2.3. Sei G eine Gruppe, f(xI, ... , xm) ein m-facher Kom-
mutator und xl , ... , xm E G. Für ein i sei xi = a ~ b mit b E Zk _ 1. Dann
ist

wobei Zk - m = 1 für k - m ~ 0 gesetzt wird.

BEWEIS DURCH INDUKTION NACH m. F’ür m = 1 ist = X, =
= b = ac = f(a) mod Zk - 1. Sei die Aussage für v-fache Kommutatoren
mit v  ~n schon bewiesen. Für einer r-fachen Kommutator g und einen
(m - r)-fachen Kommutator h ist f (xl , ... , xm) _ [~(a*i,..., xr),
h(xr + 1, ... , xm)]. Wir können annehmen, daß 1 ~ i ~ r. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es ein so daß

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung der Aussage, daß
zyklische Erweiterungen des Zentrums abelsch sind und wird im fol-
genden wiederholt benutzt.
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LEMMA 2.4. Sei G eine Gruppe mit einer nilpotenten Unter-

gruppe U der Klasse c. Dann ist UZk nilpotent mit Nilpotenzklasse
~ max ~ c, kl. Insbesondere ist das Erzeugnis (x, G’) nilpotent mit

1, falls G nilpotent mit Klasse c ; 2 ist [2, Kapitel
0.1].

BEWEIS. Sei m = max Ic, kl und seien
Dann ist

aufgrund der Wahl von m. Da jedes Element von ein Pro-
dukt von Kommutatoren des Gewichts m + 1 mit Einträgen aus UZ~
ist, folgt damit die Behauptung. *

L E MMA 2.5. Für die Funktion

Elemente Xl’ ... , xm einer nilpotenten Gruppe G der c und
alle ganzen Zahlen N gilt

BEWEIS. Wir zeigen die Behauptungen simultan durch Induktion
nach c. Für c = 1 sind die Aussagen klar. Sei nun für eine Gruppe H der
Nilpotenzklasse ~ c - 1 mit Elementen yl , ... , yk e H die Aussage

bereits bewiesen. Nach einem Theorem von Hall [2, 2.3] ist

wobei für k~{2,...,c} der Exponent mk = k laut DefinitionB k /
von F ein Vielfaches von NF(c - 1) und tk (x1, ... , xm) E ... , rm )
ist. Für al = (~i... xm)’! und Elemente a2 , ... , a~ e ’Y 2 (x" ... , 

also
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Da (o2,...,~c}~G’ ist nach 2.4 auch (a1, a2 , ... , a~ ~ nilpotent mit
Klasse £ c -1. Die Behauptung i) folgt nun durch Anwendung der In-
duktionsvoraussetzung auf (**) und ü) folgt durch Anwendung der In-
duktionsvoraussetzung auf das Teilprodukt in

(~ ’

LEMMA 2.6. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse ~ c mit Ele-
mente a, b E G. Dann gilt für jede natürliche Zahl N

wobei die Funktion F wie in 2.5 gewählt ist.

BEWEIS. Nach einem Theorem von Hall [2, 2.3] ist

wobei für k ~ 12, ..., c} der Exponent mk = 
NF(c) 

ein Vielfaches vonwobei für k e ( 2, ... , c ) der Exponent mk = k ein Vielfaches von
und ~k (a -1 b -1 a, 6)e b) $ 6} ist. Insbe-

sondere ist

bzw. dazu invers oder hat den Wert 1. Für x1 = [a, b]~’ und Elemente
x2 , ... , E b ) gilt also

Die Behauptung i) folgt nun durch Anwendung von 2.5 i) auf (**), da
(Xl’ ... , x~ ~ ~ G’ nilpotent mit Klasse £ c -1 ist und ü) folgt durch
Anwendung von 2.5 i) auf das Teilprodukt x2 Fc ~ -1 ~ ... in (*), da
(a?2)’" r~ ) £ b) nilpotent mit Klasse ~ c - 1 ist.

LEMMA 2.7. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse ~ c mit Ele-
menten a, b E G und f ein Kommutator 2 und Ein-

trägen b ~, wobei die Funktion F wie in 2.5
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definiert ist. Dann ist f eine N-te Potenz eines Elementes aus

Yk + 1 (a, b).

BEWEIS DURCH INDUKTION NACH k. Zur Abkürzung setzen wir F :_
= F(c). Für k = 2 ist f von der Form [a -NF2 b -I aNF2, b] bzw. dazu
invers oder hat den Wert 1. Wir können also ohne Einschränkung
f = [a -NF2 b] annehmen. Dann gilt

mit z E y 2 ( ac, b) und 2: E y 2 ( b , z) 5 y 3 ( a, b). Sei nun die Behauptung für
alle 1  k schon gezeigt und ein k-facher Kommutator mit
k ; 3 und Einträgen wobei g ein 1- und h
ein (k - 1)-facher Kommutator sei und ohne Einschränkung 2 ~ 1 K
~ k - 1 angenommen werden kann. Nach Induktionsvoraussetzung ist
dann g = für ein z E (a, b). Da h eYk - , (a, b~ gilt

LEMMA 2.8. Sei G eine nilpotente Gruppe der Klasse c mit Ele-
menten al , ... , at E G. Dann gilt "r ganze Zahlen M und N und die
Funktion F aus 2.5

BEWEIS. Zur Abkürzung setzen wir F := F(c). Nach einem Theorem
von Hall [2, 2.3] ist

wobei für k E { 2, ... , c } der Exponent mk = und

ist. Nach 2.6 i) ist ein Kommutator [a?i,..., mit

x1 , ... , , ... , und y~{a1, ... , at } eine MF2-te Potenz
eines E lementes aus Y 2 ( al , ... , at ). Daher ist jedes ... , 
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ein Produkt MF 2-ter Potenzen von Elementen aus Y2(al,..., at) und
damit nach 2.5i) selbst eine MF-te Potenz eines Elementes aus

Y2 (al’ ... , at ~. Für geeignete Elemente y2 , ... , y~ ist
also

Wegen und F = c! F( c - 1) ist ein Vielfaches vong k ( k k

MNF(c - 1 ). Da y2 , ... , yc&#x3E;  G’ nilpotent mit Klasse £ c - 1 ist, er-
gibt 2.5 die Behauptung.

LEMMA 2.9. Sei G eine nilpotente Gruppe der c mit Ele-
menten a, b E G. Dann gilt "r die Funktion F aus 2.5 und alle natürli-
chen Zahlen M und N

BEWEIS. Zur Abkürzung setzen wir F : = F( c ). Für c = 1 ist die Be-
hauptung trivial und für c = 2 folgt sie direkt aus der Identität

[xy, 2:] = [a?, z][ y, z, y][y, z]. Nach einem Theorem von Hall [2, 2.3] ist

wobei für k E {2, ... , c} der Exponent ist und

b) ein Produkt von Kommutatoren [ri , ... , xl ]
des Gewichts mit ist. Nach 2.7 ist

ein Produkt MF 2-ter Potenzen
von Elementen aus y 3 ~ a, b) und damit nach 2.5 eine MF-te Potenz

eines Elementes aus y3 (a, b). Wegen ist

für ein yk e Y3(a, b). Wir haben also gezeigt

Nach 2.6 ü) ist

für eine w e y3(a, b). Da wir nach der Bemerkung zu Beginn des Be-
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weises c ~ 3 annehmen dürfen, ergibt 2.8

für eine 16 E y 2 ( [ a, b ], w ~ ~ y 3 ( a, b). Zusammen mit (*) folgt hieraus
die Aussage

Die Gruppe ([a, b], w, iu, y2 , ... , y~ ~ ~ G ’ ist nilpotent mit Klasse
~ c - 1. Aus der letzten Gleichung folgt durch Anwendung von 2.5 i)
auf das Teilprodukt

die Behauptung i) und durch Anwendung auf die ganze rechte Seite die
Behauptung ü), da F = F(c) ein Vielfaches von F(c - 1) ist.

LEMMA 2.10. Sei H eine nilpotenten Gruppe der c mit Ele-
menten al E y ~ H und a2 , ... , ak E H. Dann gilt für alle k % 2 und alle
natürlichen Zahlen Ni, ... , Nk

wobei die Funktion F wie in 2.6 definiert ist.

BEWEIS. Wir setzen F := F(c). Für = 2 folgt die Aussage unmittel-
bar aus 2.9 i). Sei sie nun für schon bewiesen, d.h. für alle natürlichen
Zahlen Nl , ... , Nk ist

für ein Da gilt damit auch
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für ein 2: E Dann ist nach Induktionsvoraussetzung

3. Typen, Torsionsintervalle und die Definition des Torsionstyps.

Sei G eine - nicht notwendig torsionsfreie - Gruppe mit einer Un-
tergruppe U, x E U und p eine Primzahl; dann bezeichnet hp (x) wie üb-
lich die p-Höhe von x E U in U [3, 85]. Die Charakteristik von x E U in
U ist x U ( x ) : _ 1 p E P) . Analog wie in [3, 85] sprechen wir von Ty-
pen, homogenen Gruppen und verwenden die dortigen Verknüpfungen
für Charakteristiken und Typen. Für eine Charakteristik X ist x der
Typ, der X enthält. Für eine natürliche Zahl E No und eine Charakte-
ristik X = (np p E P) mit zugehörigem Typ t = x ist kx = E P)
und kt = kX. Es gilt = (k + 1) x und = (k + 1) t für Zahlen
k, l E N0.

Eine natürliche Zahl n ist ein Teiler der Charakteristik x = (np 1 p),
i.Z. n 1 X, wenn für die Primfaktorzerlegung von 
gilt. . p

Für eine Gruppe G mit Untergruppen A &#x3E; B ist [A : B] ist ein Torsi-
onsintervall, wenn es für jedes a E A eine natürliche Zahl n gibt, so daß
an E B gilt. Dem Torsionsintervall [A : B] wird eine Charakteristik
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x[A : B] zugeordnet, nämlich die kleinste, für die gilt

Diese Definition ist von entscheidender Bedeutung für die Definition
des Torsionstyps. Der Beweis des folgenden Lemmas ist trivial.

LEMMA 3.1. Für Untergruppen A ; B ~ C ist [A : C] genau dann
ein Torsionsintervall, wenn [A : B] und [B : C] Torsionsintervalle sind.
FürdiezugehörigenCharakteristikengiltx[A: B] U x[B : C] ~ x[A : C] ~
 X[A:B]X[B:C].

Falls C zusätzlich ein Normalteiler von A ist, ist [A : B] genau dann
ein TorsionsintervaLL wenn [A/C : B/C] ein Torsionsintervall ist und
falls eines der Intervalle ein Torsionsintervall ist, gilt x[A : B) _
=X[A/C:B/C].

Eine Gruppe G hat endlichen torsionsfreien Rang, wenn sie eine
Reihe besitzt, deren Faktoren Torsionsgruppen oder unendlich zy-
klisch sind.

LEMMA 3.2. Eine lokal nilpotente Gruppe G hat genau dann end-
lichen torsionsfreien Rang, wenn es eine endlich erzeugte Untergruppe
U  G mit B/Z7 = G gibt.

BEWEIS. Sei eine Reihe, deren Faktoren
unendlich zyklisch oder Torsionsgruppen sind. Seien 1 E

für beliebig gewählt. Dann folgt
V(XI, ... , xn) = G induktiv. Sei nun umgekehrt U eine endlich erzeug-
te Untergruppe einer lokal nilpotenten Gruppe G mit VÜ = G. Die
Menge tor (G ) der Torsionselemente von G ist ein Normalteiler von G,
da G die Isolatoreigenschaft hat und nach [6, 2.2, 2.6] hat G/tor (G) _
= V (U tor ( G ))/tor ( G ) eine Reihe, bestehend aus lauter rationalen

Gruppen. Diese läßt sich aber zu einer Reihe bestehend aus Torsions-
gruppen und unendlich zyklischen Gruppen verfeinern. Da tor (G) so-
wieso eine Torsionsgruppe ist, hat G endlichen torsionsfreien

Rang.

Sei nun G eine nilpotente Gruppe von endlichen torsionsfreiem
Rang, U eine endlich erzeugte Untergruppe von G mit = G. Dann
ist
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der Torsionstyp von G. Insbesondere gilt TTP (1) = t(Z) = 0. Für eine
torsionsfreie abelsche Gruppe A von endlichem Rang ist TTP (A) =
= OT (A ), dem äußeren Typ von A (vergleiche [8, 4] und Kapitel 5). Für
den Beweis der Invarianz des Torsionstyps, (siehe 3.4), benötigen
wir

LEMMA 3.3. Sei G = (.x*i..... eine endlich erzeugte, nilpotente
Gruppen und H eine Untergruppen von G, so daß xi , ... , xn E H "r eine
natürlichen Zahl k. Dann ist der Index [G : H] endlich, also

X[G:H] E t(Z).

BEWEIS. Sei c die Nilpotenzklasse von G. Für c = 1 ist die Aussage
klar. Als Induktionsvoraussetzung sei angenommen, daß [G: H y c ( G)]
endlich ist.

Y ~ ( G ) _ ~[ z 1, ... , E ~ x1, ... , ist eine endlich erzeugte abel-
sche Gruppe. Für beliebige Zi, ... 9 ze ist [ z 1, ... , =

e y~ (H). Daher ist der Exponent von y, (G) / y c (H) endlich.
Da Y ~ ( G ) endlich erzeugt ist, ist also endlich. Mit

yc(H)] ist auch der Index n H] = [HYc(G): H]
endlich. Nach Induktionsvoraussetzung ist also [ G : H] _
= endlich.

SATZ 3.4. Der Torsionstyp ist eine Invariante für nilpotente
Gruppen von endlichem torsionsfreiem Rang.

BEWEIS. Seien U, V endlich erzeugte Untergruppen einer nil oten-
ten Gruppe G von endlichem torsionsfreiem Rang mit V = G.
Da G die Isolatoreigenschaft hat, gibt es für jedes beliebige g E G nat-
ürliche Zahlen r, s mit U und g8 E V. Daher ist und es

G . E s genügt nun zu zeigen, daß x [ G : U] = /[G:t/nV].
Offensichtlich ist x [G : U] ~ x [G : U n V]. Da U endlich erzeugt ist, ist es
nilpotent und U fl V ist auch endlich erxeugt. Nach 3.3 ist

E t(Z)unddamitgiltX[G:U n V] 
= x [ G : U] nach 3.1.

4. Eigenschaften des Torsionstyp.

Das folgende Lemma werden wir wiederholt benötigen.

LEMMA 4.1. Sei G eine nilpotenten Gruppe von endlichem torsions-
freiem Rang mit einer Untergruppe U und einem Norrnatteiler N.
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Dann ist

Insbesondere gilt "r 1 ~ v.4, U ~ G mit 1 ~ die Aussage
TTP ( G ).

BEWEIS. Seien ri , ... , xn e G, so daß [G : (xl , ... , ein Torsions-
intervall ist. Mit (xl , ... , xn) ist auch (Xl, ... , Xn) f1 U endlich erzeugt
und es gibt z1, ... , zm E Xn) n U = (z1, ... , zm~. F’Lir je-
des u E U gibt es ein (x1, ... , xn)] mit ... , Xn) n U.
Daher ist [U : (z1, ... , zm~] ein Torsionsintervall und es gilt

(zl , ... , Zm)1 - (x1, ... , Xn)1 - Weiter gilt

Nach [8, 4.1] erhalten wir also insbesondere t( U/V) = TTP ( U/V) ~
£ TTP ( U) £ TTP (G) für Untergruppen mit

1~~/V~Q. *

Für den Beweis von 4.3 benötigen wir

LEMMA 4.2. Eine abelsche Gruppe A endlichen Ranges mit
TTP (A) = t(Z) ist endlich erzeugt.

BEWEIS. Wir schreiben die Gruppe A additiv. Da TTP (A) = t(Z)
ist und A endlichen Rang hat, gibt es eine freie, d.h. endlich erzeugte,
torsionsfreie Untergruppe U endlichen Ranges von A mit nA ~ U für
eine geeignete natürliche Zahl n. Der Kern des natürlichen Epimor-
phismus A - nA ist die Torsionsuntergruppe tor (A) von A, also von
endlichem Rang und endlichem Exponenten, folglich endlich. Wegen
A/tor (A ) = nA ~ U ist auch A endlich erzeugt, da mit U auch nA frei
abelsch von endlichem Rang ist.

SATZ 4.3. Eine nilpotente Gruppe G endlichen Ranges ist genau
dann endlich erzeugt, wenn TTP (G) = t(Z) gilt.

BEWEIS. Wenn G endlich erzeugt ist, gilt TTP (G) = t(Z) nach
Definition des Torsionstypen. Falls umgekehrt TTP ( G ) = t(Z), ist
auch nach 4.1 und außerdem ist Z /Z - i eine



98

abelsche Gruppe endlichen Ranges. Nach 4.2 ist daher i und

wegen der Nilpotenz auch G selbst endlich erzeugt.

In den folgenden Sätzen formulieren wir eine Vielzahl von Eigen-
schaften des Torsionstyps. Die meisten der daraus folgenden Anwen-
dungen auf klassische Fragestellungen haben mit endlich erzeugten
Untergruppen und Faktorgruppen zu tun und können auch mit einfa-
cheren Mitteln (siehe z.B. [11, 3]) gezeigt werde. Für den zweiten Teil
von Korollar 4.13 kenne ich allerdings keinen Beweis, der ohne die hier
entwickelte Begriffsbildung auskommt.

SATZ 4.4. Sei G eine nilpotenten Gruppe mit einem Normalteiler U
und einer Untergruppe V, beide von endlichem torsionsfreiem Rang.
Dann hat auch UV endlichen torsionsfreien Rang und es gilt

BEWEIS. Seien ul,...,umr=U und so daß

[U : ~u1, ... , u~~J und [V : (vl , ... , vn~J Torsionsintervalle sind. Wegen
der Isolatoreigenschaft nilpotenter Gruppen ist dann auch

[ UV : (ui , ... , V1, ... , ein Torsionsintervall und nach 3.2 hat UV
endlichen torsionsfreien Rang. Nach 4.1 ist TTP 
~ TTP ( U) U TTP ( V ). Sei nun c die Nilpotenzklasse von G und F die
Funktion aus 2.5. Für die Umkehrung genügt es zu zeigen daß

ist, wobei F(c) = I1 pnp. Sei uv e UV mit u e U und v E V und sei
p

Kd = { f e ist ein i-facher Kommutator von Elementen aus {u, v}
mit 

Jedes Kd ist eine endliche Menge. Es gilt Kd c ... c Kl , und es ist
(KlB {v}) c U, da UaG ist. Daher gibt es ein

so daß a R E (ul , ... , um , vl , ... , vn ~ für jedes a E K1 ist. Wir zeigen
durch Induktion über d, beginnend mit d = c:


