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Relevement de schémas et algébres
de Monsky-Washnitzer: théoréemes d’équivalence
et de pleine fidélité.

JEAN-YVES ETESSE (*)

Introduction.

Soient © un anneau noethérien, / ¢ V un idéal, R une V-algebre noe-
thérienne et Ry = R/IR. Si R est séparé et complet pour la topologie I-
adique ou si R est semi-local hensélien de radical I on sait par [EGA 1V,
18.3.2 et 18.5.15] que le foncteur B +— B/IB est une équivalence de la caté-
gorie des R-algebres finies étales, dans la catégorie des Rj-algebres fi-
nies étales.

Ici nous étendons cette équivalence au cas d’une algebre de Monsky-
Washnitzer R = A" («faiblement compléte de type fini» cf. I(1)) ou d’un
hensélisé au sens de Raynaud R =ﬁ; I'équivalence obtenue [théo. 7] ré-
pond & une question de [EGA IV, 18.5.16 (i)]. Cette équivalence s’appuie
sur le fait [théo. 3] que (Spec A, SpecA,) est un couple hensélien au
sens de [EGA 1V, 18.5.5] et on peut alors appliquer le théoréme de rele-
vement de Elkik [E, théo. 6]. On en déduit le relévement de schémas en
groupes finis localement libres, étales ou de type multiplicatif, ou de
groupes p-divisibles étales ou de type multiplicatif (cf. I (4)).

Cette propriété de relevement [théo. 7] n’était jusqu’a présent con-
nue que dans le cas particulier o V¥ est un anneau de valuation discre-
te, pour lequel le théoréme d’approximation d’Artin s’applique
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[v.d.P.]. Le cas ol A, est de dimension 1 a été également considéré par
Matsuda [Ma, 3.2].

Le caractere hensélien du couple (A7, A,) est central dans les appli-
cations, aussi bien celles mentionnées pour le § II ci-dessous, que dans
[Et 1], [Et 2]

Dans [Et 1] il permet d’obtenir la descente étale des F-isocristaux
surconvergents, d’oit 'on déduit deux types de résultats:

— des théoréemes de pleine fidélité pour des foncteurs de restric-
tion a4 un ouvert dense entre F-isocristaux,

- Pexpression cohomologique p-adique des fonctions L de schémas
abéliens et leur rationalité.

Dans [Et 2] il permet de définir la notion de F-isocristal Dwork-sur-
convergent, plus générale que celle de F-isocristal surconvergent, et
ensuite d’établir la conjecture de Dwork sur la fonction zéta-unité dun
schéma abélien.

Pour poursuivre I'étude des algebres de Monsky-Washnitzer (éga-
lement utilisée dans [Et 1], [Et 2]) on particularise en II les
hypothéses.

Par exemple en IT (1) si A est excellent normal, ou noethérien régu-
lier, ou intégralement clos ou de Dedekind on examine quand ces pro-
priétés se transmettent 3 A” [prop. 11 et 12]. Si A est le hensélisé de A au
sens de Raynaud [R] il en résulte des propriétés pour le morphisme A —
— AT, par exemple fidélement plat normal a fibres géométriquement inte-
gres [prop. 13 et 14], d’ou un foncteur pleinement fidele via [SGA 1, cor.
3.4 p. 235] de la catégorie des A-schémas étales vers les A "-schémas éta-
les: le théoréeme de pleine fidélité obtenu [théo. 15] étend ainsi le cadre
du théoreme 7 aux schémas étales.

Dans le II (2) on considére le cas ot 'anneau de base © est de valua-
tion discrete complet, d’inégales caractéristiques, d’idéal maximal 7 et A
est une V-algebre de type fini: le théoréme d’approximation d’Artin
[v.d.P., cor. 2.4.3] permet de relever des morphismes fy: By— C, de A,-al-
geébres lisses en des morphismes de A-algébres faiblement complétes
de type fini f: B"—C" [cf. théo. 17]: on étudie alors les propriétés de f
en fonction de celles de f;. Dans ce cas particulier on retrouve [cf. cor. 1
du théo. 17] I’équivalence de catégories du théoreme 7 pour les algebres
finies étales et on I'étend aux complétés faibles d’algebres étales [cor. 2
du théo. 17].
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I. Caractere hensélien des algébres de Monsky-Washnitzer.

1) Hensélisés, algebres completes et faiblement completes.

1.1. Algébres completes et faiblement completes.

On se fixe pour tout l'article les données suivantes.

Soient © un anneau noethérien, I c V un idéal, A une V-algebre telle
que A soit un anneau noethérien, A, = A/I"*'A, A le séparé complété
I-adique de A et ATcA le complété faible de A au-dessus de la paire
(V, I [M-W, § 1] on notera toujours par un indice ( ), la réduction mo-
dulo I d’'une V-algébre ou d’'un V-morphisme, et on supposera toujours
IA#A.

On note A{t} :=A{t,, ..., t,} Panneau des séries formelles Za,t¢
avec t¢ :=t{"' x ... x t?r telles que a, € A tend vers 0 pour la topologié I-
adique lorsque |a| =a;+... + a, +...+a,— + ». On dit quune A-al-
gebre topologique B est topologiquement de type fini si elle est isomor-
phe, comme A-algébre topologique, a un quotient d’une algebre de la for-
me A{t}: puisque A est noethérien on remarquera qu'une E—algébre to-
pologiquement de type fini est noethérienne et séparée compléte pour la
topologie I-adique.

Si C est une V-algebre on dit quune C-algébre B est faiblement
complete de type fini sur C si il existe un nombre fini d’éléments
ti, ..., t. de B tels que B soit de la forme C[t], i.e. si B est la complétée
faible d’'une C-algébre de type fini: lorsque C = © on dira simplement
que B est faiblement complete de type fini (fe.t.f. en abrégé); une telle
algebre B est appelée «w.c.f.g.» dans la terminologie de [M-W, § 2].

Grace a [M-W], on établit facilement les propositions 1 et 1':

PROPOSITION 1. Soit C une V-algébre telle que C' soit fc.tf, et B
une C-algebre finie. Alors

B'=B®.C" et Blest fctf.

PROPOSITION 1'.  Supposons que la V-algébre A est telle que A™ soit
fetf (par exemple si A est une V-algébre de type fini). Soit B une A'-
algébre de type fini, alors B est fc.tf.

PRrROPOSITION 2. Sous les hypothéses de 1.1 on a
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@ A est de Zariski pour la topologie I-adique, t.e. A est noethérien
et IA c RadA.

(2) Si A" est fct.f alors
() AT est de Zariski, i.e. AT noethérien et IATc RadA",

(i) AT <A est fidelement plat et formellement étale pour la topo-
logie I-adique,
(ii) A—A" est plat (si de plus A est intégre A<>A"),

(iv) St A est régulier, ou si A est plat sur V), A, régulier et 'V local
régulier, alors A et A" sont réguliers,

(v) Si AT est régulier et B est une A'-algebre lisse alors B est
fetf et régulier.

DEMONSTRATION. (1) Résulte de [B, AC III, § 3, n° 4, prop. 8].

(2) Comme A" est f.c.t.f., AT est noethérien [M-W, theo. 2.1] et A"
c Rad A" [M-W, theo. 1.6]. Puisque A ' = A4 il résulte de [B, AC III, § 3, n°
5, prop. 9, p. 72] que AT <> A4 est fidélement plat. Compte tenu, pour tout
entier n =1, des isomorphismes [M-W, theo. 1.4]

AV I"AY = A" A= A/["A

il résulte de [EGA Oy, 20.7.5 et 19.4.1] que AT <5 A est formellement éta-
le pour la topologie [-adique.

La platitude de A sur A et la fidele platitude de A sur A" impliquent
la platitude de A” sur A [B, AC I, § 3, n° 2, prop. 4, p. 47].

Si A est régulier, alors A est régulier [EGA Oy, 17.3.8.1]. Comme A
est fidelement plat sur A" on déduit de [EGA IV, 6.5.2 ()] que A" est
régulier.

Si A est plat sur I'anneau local régulier © et A, =A/IA=A"/IA" [M-
W, theo. 1.4] est régulier, il résulte de [M-W, lemma 6.1] que A" est régu-
lier; par suite AT =A est aussi régulier.

Le (v) résulte de la proposition 1, du (iv) et de [EGA IV,
1758]. =

1.2. Hensélisation.

Considérons la partie multiplicative ’=1+1. A de A, et notons
Ap:=T 1A le localisé. Alors Iy :=T '(I. A)cRadAy et (A;, I7) est
appelé le localisé de A en I. A [R, § 2, p. 120].
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On note (A, I) le hensélisé de (A4, IA) au sens de Raynaud [R,
déf. 4, p. 124]; alors on a [R, p. 124, 125]:
e IcRad4,
e A est fidelement plat sur Ay,

o A, Ay et A ont des séparés complétés pour la to/gologie I-adique
qui sont isomorphes:A ici (cf. 1.1) A est noethérien, donc A est fidelement
plat sur A, et sur A [B, AC III, § 3, n° 5, prop. 9].

o A est réduit (resp. normal, resp. noethérien) si et seulement §'il
en est de méme pour Ay: ici A est noethérien donc A est noethérien et on
a des isomorphismes [M-W, theo. 1.4]

AI"A=AI"A=A/I"A=AT/I"AT;
d’ou le lemme suivant [EGA Oy, 19.4.1, 20.7.5]:

LEMME. A, A et A" sont formellement étales sur A pour la topolo-
gique I-adique.

1.3. Couples henséliens.

Dorénavant lorsque I'on considérera A", on supposera toujours que
AT est fetf..

THEOREME 3. Notons R Uun des anneaux A LAY A et posons S =
= Spec R, Sy = Spec R/IR = Spec A,. Alors (S, S,) est un couple hensélien
au sens de [EGA 1V, 18.5.5].

DEMONSTRATION. Pour un schéma Y notons Of(Y) 'ensemble des
parties a la fois ouvertes et fermées de 'espace sous-jacent a Y: Of(Y)
est en Dbijection avec ’ensemble Idemp I'((Y, Oy)) des idempotents de
Panneau I(Y, Oy) [ef. EGA IV, démonstration de 18.5.3].

Soient S’ = SpecB un S-schéma fini et

@ Of(S")— Of(S' x58y)
Papplication canonique.

SiS= SpecZ, @ est bijective [EGA IV, 18.5.16 (ii)].

Si S =SpecA, alors (B, IB) est he~nsélien [R, prop. 2 (1) p. 124]
au sens de Raynaud [R, déf. 3 p. 124], B =B et on a une surjection [R,
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prop. 1 p. 121]
Idemp (B) - Idemp (By) .
CommAe B est fidélement plat sur B=B [R, p. 125] on a une injection
BB dou
Idemp (B) ¢ Idemp (B) = Idemp (B,) ;
ainsi ¢ est bijective.

Si S =SpecA’, B est f.c.t.f. [M-W, theo. 6.1] et est fidelement plat sur
B, dolt

Idemp (B) ¢ Idemp (B) = Idemp (B,)

et @ est injective. Or @ est aussi surjective [M-W, theo. 3.8], d’ou le
théoréme. =

COROLLAIRE 1. Il existe un morphisme fidélement plat A <>A".

DEMONSTRATION. L’existence d’'un morphisme (4, IA)— (AT, IAY)
provient du théoréme 3 et de [R, déf. 4 p. 124]. Comme A est fidélement
plat sur A" et sur A [R. p. 125], il résulte de [B, AC I, § 3, n° 4, prop. 7]
que AT est fidelement plat sur A. =

COROLLAIRE 2. Avec les notations du théoreme 3 on a l'équivalence:
S, connexe<S connexe .
DEMONSTRATION. Résulte du théoréme 3 et de [EGA 1V, 18.5.4(a)]

car il y a une bijection entre les parties a la fois ouvertes et fermés de S,
etdeS. =

2) Relevement de schémas.

THEOREME 4. On utilise les notations du théoréeme 3.

(1) Tout morphisme lisse uy: Ay— B, se releve en un morphisme
lisse u : R— B. Toute section €,: By— A, de u, se reléve en un section
e: B—R de u.

(2) St ugy est étale, alors le u de (1) est étale.

3) St uy est fini étale, alors le u de (1) est fini étale.
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DEMONSTRATION. (1) Etant donné un morphisme lisse uy: Ag— B,
Pexistence d’un relévement lisse u : R — B résulte de [E, théo. 6] et du
théoreme 3. L’existence de ¢ résulte de [E, théoréeme p. 568].

(2) Siwu, est étale on reléve d’abord B, en une R-algébre lisse B; alors
= B/I" !B est lisse sur A,,. Par [EGA 1V, 18.1.2] il existe une A,-al-
gebre étale C, relevant u,: Ay— B, telle que C, ®4, A, _;=C, _,. Puis-
que C] est étale sur A, il existe un unique A;-morphisme ¢ ;: C;— B re-
levant l'identité de Cy, = By: ¢ est formellement lisse (pour la topologie
discrete) via [EGA IV, 17.1.4] et donc lisse grace a [EGA I, 6.3.4, (v)].
Comme Spec By — Spec B; et Spec C = Spec C; sont des homéomorphis-
mes universels [SGA 4, VIII, Rq 1.4], Spec(¢;) est aussi un homéomor-
phisme; comme il est de type fini, Spec ¢ est quasi-fini [EGA I, 6.11.3].
Par suite ¢, est étale [EGA IV, 17.6.1 (b)] et done B; est étale sur A,
d’ot1 ¢, est un isomorphisme [EGA IV, 18.1.2].

De proche en proche les B, sont étales sur A, et uniques a A,-isomor-
phisme pres. Il s’agit de prouver que B est non ramifié sur R: par des-
cente fidelement plate [EGA 1V, 17.7.4] et [prop. 2, cor. 1 du théo. 3] il
suffit de traiter le cas R=A.

11 faut prouver que 2%z =0 [EGA Oy, 20.7.4]. Puisque B, est étale
sur A,, on a Q% 4 =0; or Q%7 est un B-module projectif de type fini
[EGA 1V, 17.2.3 (i)], donc

Qha=Qpi®pB=1im(Q} ,4)=0;

n

comme l'assertion est locale sur B on peut supposer Q%3 libre de type fi-
ni sur B, et I'égalité précédente fournit la nullité de Q%a. Ainsi B est
étale sur A =R.

(3) Si u, est fini étale, il se releve en u : R — B lisse, et u est étale via
(2) done u,: A, =R/l “”R—>Bn est étale. Notons 4, = Spec (u,) et
1,: SpecA, C»SpecA,q, Int Spec B, C—>SpecB77 les 1mmer51ons fermées.
Comme 1, et 7, sont finis, 4, oty = i, oJ, est propre; or j, est surjectif
(homéomorphisme) et u,, séparé de type fini, donc u, est propre [EGA II,
5.4.3 (ii)]: comme 1, est quasi-fini [EGA IV, 17.6.1 (b)], il en résulte [EGA
111, 4.4.2] que 4, est fini. Pour prouver que « est fini, il suffit par descen-
te fidelement plate [EGA IV, 2.7.1 (xv)] de traiter le cas R =A. Par
[EGA 1V, 18.3.1 (ii)], B, est un A,-module projectif de type fini, d’ou

[EGA 1V, 183.2.1 (ii))] B est un A-module projectif de type fini. =
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COROLLAIRE 1. Soient By et C, deux Ay-algebres lisses relevées
via le théoreme 4 en deux /Al—algébres lisses B et C.

(1) Soient B et € deux A-algébres plates, séparées et complétes (pour
la topologie I-adique), et formellement lisses (pour la topologie I-
adique) relevant By et C,.

Tout Ay-morphisme f,: By—C, se releve en un Z-morphisme f:
B—C

De plus f est bijectif si et seulement si f Uest: en particulier on a des
isomorphismes B = B, ¢=C.

(2) Le morphisme f du (1) est surjectif st et seulement si f,
Uest.

3) Si By et C, sont finis étales sur A, alors f est injectif si et seule-
ment st fy lest.

DEMONSTRATION. (1) Sur B, et C, la topologie I-adique coincide avec
la topologie discrete et f;: By— C, est continu car V-linéaire. La projec-
tion canonique B—> By = B/I B est A-linéaire, donc ¥-linéaire, par suite
elle est continue pour les topologies /-adiques sur B et B,. Si 'on munit
B de la topologie I-adique et C, := C/I" "1 de la topologie discreéte, on
peut relever f,: By— C, en un morphisme continu f;: 8 —C, [EGA Oy,
19.3.1] et de proche en proche en f,: B—C,, dott f: B— C.

Si f est bijectif, f; I'est: 1a réciproque résulte de [EGA 0y, 6.6.21]. D’out
les A-isomorphismes B =B, @=C, car B et C sont formellement lisses
(pour la topologie I-adique) sur A via [EGA Oy, 19.4.1].

(2) Si f est surjectif, f, 'est par exactitude & droite du produit tenso-
riel. Inversement supposons f, surjectif et notons gr(f): gr;(B)—
—>gr}(6‘) le morphisme induit par f sur les gradués pour la topologie I-
adique. Comme B et C sont plats sur A, gr(f) s'identifie &

gr(f) =1d(gri(A)) @y, fo: gri(A) ®,,By— gri(A) ®4,Cy

[B, AC III, § 5, n° 2, théo. 1], donc gr(f) est surjectif. Or B et C sont sé-
parés et complets, donc f est surjectif [B, AC III, § 2, n° 8§, cor. 2].

(3) Si B, et C, sont finis étales sur A, alors [théo. 4 (3)] B et C sont fi-
nis étales sur A et B=B, C = (. Comme fo est nécessairement fini [EGA
II, 6.1.5] et étale [EGA 1V, 17.3.5], on reléve f; en f: B— C via le théore-
me 4, nécessairement fini étale: 'unicité de f résulte de [EGA 1V,
18.3.2].

Si f est injectif, comme f est fini étale, Spec f est propre et dominant
donc surjectif, par suite f est fidelement plat: la fidele platitude est co-



Reléevement de schémas et algebres de Monsky-Washnitzer: ete. 119

nservée par changement de base, donc f; est fidelement plat et en parti-
culier injectif. Inversement si f; est injectif alors il est fidelement plat.
En notant f,,: B,— C, les morphismes induits par f, Specf, est surjectif
car Specf, est surjectif et Spec By SpecB,,, Spec Cy— SpecC, sont
des homéomorphismes; done f,, est fidelement plat et en particulier injec-
tif. 11 en résulte que f:= lgn f, est injectif. m
n

COROLLAIRE 2. Awvec les notations du théoreme 4 soit uy: Ag— By
un morphisme fini étale relevé en u : R— B lisse (donc fini étale). Alors
u est surjectif (rvesp. injectif, resp. bijectif) si et seulement si g
lest.

DEMONSTRATION. Puisque u, est fini étale, u : R — B T'est [théoreme
4]. Dire que u est surjectif (resp. injectif) équivaut a dire que Spec u est
une immersion fermée (resp. u est fidelement plat), ce qui par descente
fidelement plate équivaut aux mémes propriétés pour v:=uQ 13 [EGA
1V, 2.7.1 (xii), 2.6.1, 2.5.1] et donc aux mémes pour u, = v, [corollaire 1, (2)
et 3)]. =

COROLLAIRE 3. Le foncteur
B+~ B/IB
est une équivalence de catégories, de la catégorie des A-algebres plates,

topologiquement de type fini, formellement étales pour la topologie I-
adique, dans la catégorie des Ay-algebres étales.

DEMONSTRATION. Puisque toute A\—algébre plate, topologiquement de
type fini, formellement étale pour la topologie I-adique est E—isomorphe au
séparé complété I-adique d’une Z—a,lgébre étale [cor 1 (1)] le foncteur
B+ B/IB ci-dessus est essentiellement surjectif grace au [théo. 4 (2)].

Comme B est formellement étale sur A pour la topologie I-adique, la
fleche Homz (B, C) — Hom, (B,, C,) est bijective. =

3) Des équivalences de catégories.

ProOPOSITION 5. Le foncteur

B'—B
de la cate’gorie/\des complétés faibles de A'-algébres de type fini dans la
catégorie des A-algebres topologiquement de type fini, est fidele.
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REMARQUE. ARemarquons par [EGA TV, &2.16] que le foncteur analo-
gue B—>B®,:A des A'-algébres vers les A-algébres, est fidéle.

DEMONSTRATION Soient B et C deux A'-algébres de type fini, Gy :=
=C/ICetf, g: B"—C" deux A-morphismes tels que f =g : B—C; il
S aglt de prouver que f=g. Notons i: B—B' I'application canonique,
fi=foi,g1=goi:onaf,=f=g=g,. Comme f,=g;, les morphismes
Specf; et Specg; coincident sur un voisinage de Spec C, dans Spec C*
[EGA I, 10.9.4]; or C" est f.c.t.f. [prop 1'] et par le théoréme 3 (Spec C,
Spec Cy) est un couple hensélien, donc f; = g; [EGA 1V, 18.5.4.3]. Par [M-
W, theo. 1.5] on en déduit f=¢g. =

Si B est une -algébre, on a un résultat analogue pour le hensélisé B
de (B, IB) au sens de Raynaud [R, déf. 4, p. 124]:

PRrROPOSITION 5'. Le foncteur

~ o ~ 5 .
B B (resp. B~ B")
de la catégorie des hensélisés de A-algebres de type fini dans la catégo-

rie des Z-alge‘bres topologiquement de type fini (resp. dans la catégorie
des complétés faibles de A'-algébres de type fini) est fidele.

DEMONSTRATION. D’abord pour F: soient B et C deux A-algébres
de type fini, Co=C/IC et f,g: B—C deux A~—m0rphismes tels que
f =g:B—C; prouvons que f=g. Soit i: B—B le morphisme cano-
nique, f; = fo1, g1 = g o1. On prouve comme pour la proposition 5 que f; =
=g¢;. Dela propr’iété universelle du hensélisé [R, déf. 4 p. 124] on en dé-
duit f=g¢. La fidélité de § en résulte. =

ProposITION 6. Le foncteur

B'—B
de la catégorie des complétés faibles de A'-algébres lisses (resp. de A'-
algébres étales) dans la catégorie des A-algébres plates, topologique-
ment de type fini, formellement lisses (resp. formellement étales) pour
la topologie I-adique, est essentiellement surjectif et fidele.

DEMONSTRATION. D’abord B appartient bien a la catégorie indiquée
et la fidélité vient d’étre établie.

Soit @ une A-algébre plate, topologiquement de type fini et formelle-
ment lisse (resp. formellement étale) sur A pour la topologie I-adique;
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= C/IC est une Aj-algébre plate, de type fini et formellement lisse
(resp. formellement étale) sur A, [EGA O, 19.3.5 (iii)] (pour la topologie
I-adique ou la topologie discréte car les deux coincident modulo 7), done
Cy est lisse (resp. étale): soit B une AT-algebre lisse (resp. étale) relevant
C, [théo 4]. Alors B=B" est une A- algeébre plate, séparée compléte, for-
mellement lisse (resp. formellement étale) pour la topologie I-adique,
qui releve Cy, done C et B sont K—isomorphes [cor. 1 du théo. 4] et le fon-
cteur ci-dessus est essentiellement surjectif. =

Par la méme démonstration on établit:
PROPOSITION 6'. Le foncteur
B—B
de la catégorie des hense’lisésf\ de A-algébres lisses (resp. de A-algébres
étales) dans la catégorie des A-algebres plates, topologiquement de type

fini, formellement lisses (resp. formellement étales) pour la topologie I-
adique, est essentiellement surjectif et fidele.

Signalons pour mémoire le résultat suivant, conséquence de [E, théo-
réme 5] et du théoréme 3:

THEORP;\ME 6". Soit R l'un des anneau A, A"; notons S =SpecR,
S’ =S8pecA, Sy = Spec(R/IR) = Spec(A/IA), U=S8\S,, U'=S"\S,. Le
Sfoncteur
B—B®pA

est une équivalence de catégories, entre la catégorie des R-algébres fi-
nies, imduisant un revétement étale de U, et la catégorie correspondan-
te sur A et U'.

THEOREME 7. Awec les notations du théoreme 3, le foncteur

XHXXSSO

est une équivalence de catégories, de la catégorie des S-schémas finis
étales dans la catégorie analogue sur Sy.

DEMONSTRATION. Par le [théoréme 4, (3)] ce foncteur est essentielle-
ment surjectif.
Prouvons la pleine fidélité. Soient X, ¥ deux S-schémas finis étales.
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La fleche
Homg (X, Y) — Homyg, (X, Y))
s’identifie a
@ : N(X XgY/X) = I'(X, X5, Yy /X,)

ou I(X xgY/X) désigne les X-sections de X XgY (idem avec lindice 0).

Prouvons que (X, X,) est un couple hensélien: cest clair si R = 4 si
R=A", X est fc.t.f. dapres [M-W, theo. 6.1], done (X, X;) est hensélien
[théo. 3]; si R=A, X est hensélien au sens de Raynaud [R, prop. 2
p. 124], done (X, X,,) est hensélien au sens de [EGA 1V, 18.5.5] d’apres le
théoreme 3. D’aprés [EGA 1V, 18.5.4 (b)] ¢ est une bijection car X est
quasi-compact et quasi-séparé. =

REMARQUE 1. Le théoréme 7 répond a une question de [EGA IV,
18.5.16 (i)].

REMARQUE 2. Il serait intéressant de comparer les théorémes 7 et
6” aux résultats d’équivalence de Moret-Bailly [M-B].

4) Relevement de schémas en groupes.

THEOREME 8. Awvec les notations du théoréme 3 on a:

(1) Tout schéma en groupes fini étale (resp. et commutatif) Gy—
— S, =SpecA, se releve de maniere unique & R-isomorphisme pres
en un R-schéma en groupes fini étale (vesp. et commutatif) G—S =
= SpecR.

(2) Si Hy est un autre Ay-schéma en groupes fini étale relevé en un
R-schéma en groupes fint étale H alors on a une bijection

Homg_ ,(G, H) = Homyg,_ (G, Hy).

DEMONSTRATION. (1) Soit Gy = Spec BOESO = SpecA, un Sy-schéma
en groupes fini étale, my: Gy X5, Go— G, la multiplication, i,: Go— G, le
passage a linverse, £,: Sy— G la section unité, 4,: Go— G, Xg5,G, le
morphisme diagonal. Les morphismes my, 1y, €, et 4 sont finis étales via
[EGAII, 6.1.5 (v)] et [EGA IV, 17.1.4]. Par le théoréme 4 on reléve 77, en
7 :G=SpecB—3S fini étale. Alors G XgG = Spec(B QX B) est un R-
schéma fini étale. Les diagrammes commutatifs qui expriment le fait que
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G, est un Sy-schéma en groupes

1xm,
G, Xs, GOXS(, Gy —— G, X, G,
) lmux 1 lmo ott 1:=Tdg
My
G, Xs, G, —" G,
My My
G, Xs, Gy, —— G, G, X3, Gy —— Gy
(B) Teox 1 'Il Tlxeo T1
1 1
Sy X, Gy, — G, Gy X8, Sy — Gy

A, 1xi, A, igx1
Gy — Gy x5, Go— Gox5, Gy Gy — Gyxg Gy —— Gyxg, Gy

ok S R

S, U G, Sy —_— Gy

se relevent en des diagrammes analogues sur R qui sont commutatifs
par T'unicité des relevements [théoréme 7].
Méme raisonnement dans le cas d’'un schéma en groupes commutatif.
(2) Résulte du théoreme 7 et des relevements des diagrammes com-
mutatifs exprimant le fait que f,: Go— H, est un morphisme de Sy-sché-
mas en groupes. ®H

DErFINITION [M, I, § 2]. Soit p un nombre 1.
(1) Un groupe p-divisible G sur un schéma S (ou groupe de Barsot-
ti-Tate) est la donnée dun systeme inductif (G(n), 1,) tel que

o G(n) est un S-schéma en groupes commutatif fini localement
libre,

e i,: G(n) =G+ 1) est une S-immersion fermée,
e G= li_r)n G(n),

o la multiplication par p dans G(n + 1) induit un épimorphisme
p:Gn+1)—Gn).
"~ (2) Un groupe p-divisible sur S est dit étale (vesp. de type multipli-
catif) si chaque G(n) est fini étale (resp. si le dual de Cartier G(n)* de
chaque G(n) est fini étale) sur S.
THEOREME 9. Awec les notation du théoréeme 3, on a:
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(1) Tout groupe p-divisible étale Gy— S, = Spec A, se reléve de ma-
niere unique o R-isomorphisme pres en un R-groupe p-divisible étale
G—S =SpecR.

(2) Si Hy est un autre Ay-groupe p-divisible étale relevé en un R-
groupe p-divisible étale H, alors on a une bijection

Homg g, 4;, (G, H) —> Homyg, 4,41y (Go, H) .

(3) Supposons S, de caractéristique p >0 et S muni d'un relevement
Fg du Frobenius absolu Fg, de Sy(Fg, est lidentité sur lespace sous-
jacent a Sy et lélévation a la puissance p sur A,). St Gy est un Sy-
groupe p-divisible étale, alors lisomorphisme de Frobenius Fgs,:
Gy— F§(Gy) se reléve de maniére unique en un R-isomorphisme
Fgs: G—>F§(G).

DEMONSTRATION. (1) L’existence pour tout # de G(n) —S = Spec R
fini étale vient du théoréme 8: comme R est noethérien, G(n) est locale-
ment libre sur R via [B, AC II, § 5, n® 2, cor 2 du théo 1]. L’immersion
fermée 1, ,: Go(n) > Go(n + 1) se releve en une R-immersion fermée
1,: G(n) =>G(n + 1) via le corollaire 2 du théoréme 4. L’épimorphisme
p:Gy(n+1)—=Gy(n) correspond & un morphisme fidélement plat
fini étale fy: Ogyn) = Ogym+1) qui se releve [cor 2 du théo. 4] en
1 Ogmy = Ogen + 1 injectif, fini étale, donc Spec f est fidélement plat et
c¢’est un épimorphisme Specf : G(n+1)—G(n). Alors G:=
t= li_r)n(G(n), 1,) résout la question.

@) Résulte du théorame 8.

(3) Supposons S, de caractéristique p >0 et S muni d’'un relevement
Fg du frobenius Fg, de Sy. Pour tout Sy-schéma X localement de présen-
tation finie, soit Fy le Frobenius absolu de X; on a un diagramme
commutatif’

Fy

Fys, > Fs,X) —X

l lm

I S, — Sy -
So
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Alors [SGA 5, XIV, prop. 2 (¢) 2)] dire que m, est étale équivaut a
dire que Fy, est un isomorphisme: dans le cas X = Gy(n), ou G, est
un groupe p-divisible étale, on reléve l'isomorphisme Fg s, en un R-
isomorphisme Fg,)s: G(n) —>F§(G(n)) via le corollaire 2 du théo-
reme 4. =

THEOREME 10. Awec les notations du théoréeme 3, on a:

(1) Tout Sy-groupe p-divisible de type mutiplicatif G, se reléve de
maniere unique o R-isomorphisme prés en un R-groupe p-divisible de
type multiplicatif G— S := Spec R.

(2) Si H est un autre Sy-groupe p-divisible de type mutiplicatif re-
levé en un R-groupe p-divisible de type multiplicatif H, alors on a une
bijection

Homg_y, 41y (G, H) —> Homg, 4,4y (Gy, Hy).

(3) Supposons S, de caractéristique p >0 et S muni dun relévement Fg
du Frobenius absolu Fs, de Sy. Si G est un Sy-groupe p-divisible de type
multiplicatif, alors Uisomorphisme de décalage Ve s,: Fsi(Gy) — Gy se
releve de maniére unique en un R-isomorphisme Vg F&EG)—G.

DEMONSTRATION. Le (1) et le (2) se déduisent du [théoréme 9, (1),
(2)] par dualité de Cartier.

Pour le (3) notons G¢* = li_r)n(GO(n))* ou (Gy(n))* est le dual de Car-
tier de Gy(n): le dual de Cartier du Frobenius Feiis, = (Fgymyrss,)n définit
le morphisme de décalage Vi, ss,: F5i(Gy) =Gy et on a Vi s, 0 Fg,is, =
=pldg,, Fe,s, ° Vs, = PIdF;U@O)- Dire que G, est de type multiplicatif
équivaut a dire que Vi, /S, est un isomorphisme et on reléve cet isomor-

phisme en un R-isomorphisme Vgg: F'§(G) —> G via [cor. 2 du théo.
4. =

II. Algébres de Monsky-Washnitzer dans des cas spéciaux.

1) Cas A excellent ou noethérien régulier.
On utilisera les notations du I 1); en particulier JA = A.

ProposITION 11. (1) Si A est un annean excellent et normal (resp.
A un anneau noethérien et régulier), alors
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() A, A, Ay sont noethériens et normaux (resp. moethériens
réguliers),

_ (i) St SpecA est connexe et IA plat sur A (ou I principal), alors
A, A, A, Ap sont intégralement clos.

(2) St A est une V-algebre normale de type fini et O excellent (resp.
A noethérien régulier et A" fc.t.f) alors:

(G) A" est noethérien normal (vesp. noethérien régulier),

(ii)) St SpecA est connexe et IA plat sur A (ou I principal) alors
AT est intégralement clos.

DEMONSTRATION. (1) (i) Puisque A est noethérien [EGA 1V, 7.8.2], A
est noethérien et A, aussi; de méme pour A [R, p. 125].

Supposons A excellent et normal (resp. noethérien et régulier), alors
A est normal [EGA 1V, 7.8.3.1] (resp. régulier [EGA 0Oy, 17.3.8.1], donc
normal [EGA Oy, 17.1.3]). Comme Ajp csA et AcsA sont fidélement
plats [R, p. 125] on en déduit [EGA IV, 6.5.4 (i)] (resp. [EGA IV, 6.5.2 (i)])
que Ay et A sont normaux (resp. réguliers).

(ii) Supposons Spec A connexe; comme A est noethérien normal on
déduit de [EGA I, 4.5.6] que A est integre, d'ou A = OAD ou p parcourt

Iensemble des idéaux maximaux de A [B, AC II, § 3, n° 3, cor 4 du théo.

1], donc A est intégralement clos par [B, AC 'V, § 1, n° 2, cor. de prop. 8].

Ainsi Ay est intégralement clos [B, AC V, § 1, cor. 1 de prop. 16].
Par [B, AC VII, § 1, n° 3, cor. du théo. 2] A est de Krull, dou A = ﬂAp

p
oll p parcourt 'ensemble M des idéaux premiers de hauteur 1 de A et A,
est de valuation discréte [B, AC VII, § 1, n° 6, théo. 4].

LEmMME 1. Si IA est plat sur A ou si I est principal, alors
IA= N IA,.

peM

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Remarquons d’abord que si I = () C
C © est principal, alors JA = x. A: si w. 1, =0, I'égalité du lemme 1 est
claire; si . 1, = a # 0, alors IA = aA est un A-module libre (car A inte-
gre) et on est ramené au cas IA plat sur A.

Supposons que IA est plat sur 'anneau noethérien A, alors IA est un
A-module projectif [B, AC II, § 5, n° 2, cor. 2 du théo. 1] done réflexif [B,
AL § 2,n° 7, cor. 4 de prop. 13], par suite on a I'égalité du lemme [B,
AC VII, § 4, n° 2, théo. 2]. =



Reléevement de schémas et algebres de Monsky-Washnitzer: ete. 127

Ainsi il existe peM tel que I.A,CA,, car sinon on aurait

A= N A= NU.A)=IA (via lemme 1). Soit peM tel que
peM peM

I.A,CA,:Tidéal IA, est donc contenu dans le seul idéal maximal pA, de
A,; notons provisoirement par ()’ un séparé complété p-adique, la nota-
tion (7) étant réservée au séparé complété I-adique.

LEMME 2. L'anneau A, est de valuation discréte et on a:

(A,) =(A,).

DEMONSTRATION DU LEMME 2. L’anneau A, est local d’idéal maxi-
mal pﬁp =p Zp ol f désigne une uniformisante de I'anneau de valuation
discrete A, [B, AC III, § 3, n° 4, prop. 8 @ii)].

L’inclusion IA,cp A, =RadA, fournit une fleche ¢ : ZD—>(AD)’ et
une injection A, C»Zp [B, AC III, § 3, n° 5, prop. 9] d’ou l'injection
Y :(A,) <>(A,)'; or o g est injective [B, loc. cit.]. Ainsi ¢ est injective
et induit une injection (A\v)’ f—>(Zp)’: I'inclusion opposée est fournie par
y, dolt:

(A, =(4,).

L’anneau local ;fp a son idéal maximal pﬁp principal (=f. Zp); il est
noethérien et intégre car contenu dans I'anneau de valuation discréte
(4,)" [B, AC VI, § 5, n° 3, prop. 5]; ZD est distinct de son corps des frac-
tions car les éléments non nuls de p A, sont non inversibles, ainsi 4, est
un anneau de valuation discrete [B, AC VI, § 3, n° 6, prop. 9. =

Montrons que A est intégralement clos. L’inclusion A<>A, donne
I'inclusion ZCZD, done A est integre via le lemme 2, et A est intégre car
inclus dans A. Comme A et A sont normaux et integres, on en déduit, par
la méme méthode que pour A, que A et A sont intégralement clos.

(2) (i) Les hypotheses prouvent que A est excellent [EGA IV, 7.8.3
(ii)] (resp. A" noethérien [M-W, theo. 2.1]). Il résulte du (1) que A est
normal (resp. régulier) et comme A" <> A est fidelement plat, on en dé-
duit que A" est normal [EGA IV, 6.5.4 (i)] (resp. régulier [EGA IV, 6.5.2 ()].

(ii) D’apres (1) (ii) A est integre, or A" <A , donc AT est normal inte-
gre et par suite intégralement clos. =
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COROLLAIRE 1. Supposons I= (x)cV principal et S,= SpecA,
normal, noethérien, relevé en un V-schéma normal noethérien S =
= SpecA. Alors si S, est connexe, S est connexe.

DEMONSTRATION. Comme S est normal noethérien, S est une somme
finie S= []SpecB; ou B; est intéegre [EGA I, 455 et 0.2.1.6] et
ied
Spec B; <> S est une immersion ouverte et fermée. D’out S, = [] U, avec
ied
U; = Spec (B;/IB;) — S, ouvert et fermé: comme S, est connexe tous les
U, sont vides sauf un, i.e. VieJ, B; = IB; sauf un. On est ramené a mon-
trer que si B est intégre normal 1'égalité B = IB est absurde. Un tel B

g'écrit B = [ B, ol p parcourt les idéaux premiers de B de hauteur 1 et il

b
existe un p tel que IB,c p B, [cf. dém. de prop. 11 (1) (ii)]. Puisque B =
=IB =ax. B, m est inversible dans B donec dans B,,, or € b B), ce qui est
absurde. Finalement J n’a qu'un seul élément et S est connexe. =

COROLLAIRE 2. Supposons I = () © principal et A excellent et
normal (resp. A mnoethérien vrégulier); posons S =SpecA, S)=
= Spec (A/IA). Alors si S est connexe, S, est connexe.

DEMONSTRATION. Si S est connexe, A est intégralement clos [prop.
11 (1) @ii)], donc S, est connexe [cor. 2 du théo. 3]. =

COROLLAIRE 3. Si © est un anneau de valuation discréte d’idéal
maximal I et A une V-algebre lisse (resp. A une algébre lisse sur le com-
plété faible dume V-algebre lisse), motons R Uun des anneaux
A A A A, et posons Ay =A/IA, S, = SpecA,, S = SpecR. Alors on a
l'équivalence

Sy connexe<S connere.

DEMONSTRATION. Ici Vet k = V/I sont réguliers [EGA Oy, 17.1.4 (ii)
et ()], donc A et A, sont réguliers [EGA IV, 17.5.8] et [prop. 2]. En vertu
du [cor. 2 du théo. 3] seul le cas R = A reste a traiter: comme A et A4,
sont noethériens il suffit d’appliquer les corollaires 1 et 2 précé-
dents. m

ProposITION 12. Supposons A normal de dimension <1 et IA plat
sur A ou I principal.
(1) Supposons SpecA connexe.
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() St A est excellent (resp. A mnoethérien vrégulier) alors
A, A, A, Ay sont des anneaux de Dedekind.

(ii) St A est une V-algebre de type fini et O excellent (resp. A
noethérien régulier et A" fe.t.f) alors A" est de Dedekind.

(2) Supposons A de caractéristique 0. St A est excellent (resp. A une
V-algebre de type fini et ) excellent) alors A, A, A, Ay (resp. A") sont
des anneaux excellents et réguliers.

DEMONSTRATION. (1) Dans les deux cas (i) et (ii) on sait par la propo-
sition 11 que A, A, A, Ap, sont noethériens et intégralement clos. Par
[S, prop. 4, p. 22] A est de Dedekind et A aussi via [B, AC VIII, § 3, n° 4,
cor. 2 de prop. 8] et [S, loec. cit.]; de méme pour A, [B, AC VII, § 1, n° 4,
prop. 6 et AC II, § 2, n° 5, prop. 11].

Notons R 'un quelconque des anneaux, A, A'. Pour montrer que R
est de Dedekind il nous reste a prouver que tout idéal premier non nul
de R est maximal.

Soit pc R un idéal premier non nul: puisque R <A est fidélement
plat on reléve p en un idéal premier qCc R; or g # (0) car sinon p=q N
N R = (0), donec q est maximal. Par conséquent [B, AC I11, § 3,n° 4, prop.
8] » =g N R est maximal et R est de Dedekind.

(2) L’anneau A est noethérien et normal, donc Spec A est somme de
ses composantes connexes, qui sont integres [EGA I, 4.5.5]: pour démon-
trer que A est régulier on peut donc supposer A integre. Par le (1),
A, A ,A, AT Ay sont des anneaux de Dedekind: soit R 'un de ces anne-
aux; pour tout p e Spec R, R, est un corps ou un anneau de valuation di-
serete [B, AC VII, § 2, n° 2, théo. 1], par suite R est régulier [EGA Oy,
17.3.6].

Sans supposer SpecA connexe, R est noethérien régulier, donc uni-
versellement caténaire [EGA IV, 5.6.4]: dans la définition d'un anneau
excellent [EGA 1V, 7.8.2], R vérifie le (i) de [loc. cit.]. Le (ii) de [loc. cit.]
est de nature locale sur Spec E: on peut le supposer integre, et alors par
le (1) R est de Dedekind done excellent car R est de caractéristique nulle
[EGA 1V, 7.83 (iii)]. Pour le @iii)) de [EGA IV, 7.8.2] on applique
le critere de Nagata [EGA IV, 6.12.4]: soit A’ une R-algebre finie
integre et f le morphisme structural f: SpecA’'—SpecR; il s’agit
de prouver que SpecA’ contient un ouvert non vide de points réguliers.
Or l'image de f est contenue dans une composante connexe de SpecR,
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on peut donc supposer R intégre et on vient de voir qu'alors R
est excellent; ainsi le critere de Nagata est satisfait. =

ProposITION 18. St A est excellent (resp. si A est une V-algebre de
type fini avec V excellent) alors le morphisme

f: Spec A — Spec A
(resp. g : Spec A" — SpecA)

est fidelement plat, formellement étale pour la topologie I-adique, nor-
mal & fibres géométriquement integres.

DEMONSTRATION. Le lemme de I 1.2) a établi que f et g sont formelle-
ment étales.

Si A est excellent, Ay est excellent [EGA 1V, 7.8.3 (ii)] et SpecZ—>
— Spec Ay est régulier [EGA 1V, 7.8.3 (v)] donce normal [EGA IV, 6.8.1].
Ainsi [R, bas p. 127] f: SpecA — SpecA est & fibres géométriquement
normales; puisque f est fidelement plat [R, p. 125], f est normal [EGA
1V, 6.8.1]. Par suite [R, XI, § 3, théo. 3] les fibres de f sont géométrique-
ment integres.

Si A est une V-algebre de type fini avec © excellent alors A est excel-
lent [EGA TV, 7.8.3 (ii)] et f normal: comme A est fidélement plat sur A"
on déduit de [EGA 1V, 6.5.4 (i)] que le morphisme g : Spec A" — Spec A
est normal, par suite [R, XI, § 3, théo. 3] et [EGA IV, 2.1.14] g est a fi-
bres géométriquement intégres; de plus g est fidelement plat [cor. 1 du
théo. 3]. =

ProPOSITION 14. Supposons A normal de dimension <1 et [
principal.
(1) St A est excellent, alors
(i) f: SpecA—>SpecA est un homéomorphisme mais pas wn ho-
méomorphisme universel si A # A. St de plus A est de caractéristique 0,
alors f est régulier.
(ii) u : Spec A — Spec Ay est un homéomorphisme plat, régulier et
Sformellement étale pour la topologie I-adique.
(2) St A est une V-algébre de type fini et © excellent, alors
(i) g: SpecA’—SpecA est un_homéomorphisme, mais pas un
homéomorphisme universel si A™ = A.
(ii) St de plus A est de caractéristique 0, alors g est régulier, et le
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morphisme h: SpecA— SpecA' est fidelement plat, régulier, un ho-
méomorphisme a fibres géométriquen}\ent integres, mais ce n’'est pas un
homéomorphisme universel si AT # A.

DEMONSTRATION. (1) (i) Comme A est noethérien et normal, Spec A
est somme de ses composantes connexes qui sont des schémas integres

SpecA = [] SpecA;, J fini, A; est de Dedekind [prop. 12] et A = [] 4;.
ied jed
Pour montrer que f est un homéomorphisme on peut ainsi supposer A in-

tégre, ce que nous ferons: A, A,Z sont alors de Dedekind [prop. 12].

Comme [cRadA, lapplication q—p=q NA est une bijection de
Pensemble des idéaux maximaux de A sur ensemble des idéaux maxi-
maux de A [B, AC III, § 3, n° 4, prop. 8]. D’oui une bijection continue

f: SpecA— SpecA ;

si 'on montre que f est ouverte, ce sera un homéomorphisme. Puisque f
est fidelement plat quasi-compact, f est universellement submersif [EGA
I, 3.9.4 (ii) et 7.3.5]: donc la topologie de Specﬁ est quotient de celle de
SpecA [EGA T, 3.10.1]; ainsi Uc SpecA =: S est ouvert si et seulement si
f~ (U)CS —SpecA est ouvert [B, T. G. I, § 3, n° 4]. Soit VcS un ou-
vert, posons U:=f(V)cS; puisque f est bijectif on a V=f"1AV) =
=f"1(U) et donc U est ouvert dans S par définition de la topologie quo-
tient. Par suite f est ouvert, c’est un homéomorphisme.

Par contre le théoreme de Raynaud [R, XI, § 3, théo. 3] affirme que
A est intégralement fermé dansA: ainsi si AEZ, f n’est pas un homéo-
morphisme universel (=entier, surjectif, radiciel) via la caractérisation
de [EGA 1V, 18.12.11].

Si A est de caractéristique 0, alors A est excellent [prop. 12]: comme
A est le complété de A, f est régulier [EGA IV, 7.8.3 (v)].

(i) L’anneau Ay est excellent, donc SpecZ — Spec Ay est régulier
[loc. cit.]; par fidele platitude de A sur A on en déduit [EGA 1V, 6.5.2(1)]
que % : SpecA— Spec Ay est régulier. On conclut comme pour f.

(2) () L’anneau A est excellent; la démonstration se fait comme pour f.

(ii) Par la proposition 12, A" excellent: puisque AT=A41le morphisme
h : SpecA— Spec A’ est régulier [EGA IV, 7.8.3 (v)]. On conclut comme
pour fetg. =

Des propositions 13 et 14 nous allons déduire le théoreme suivant qui
redonne le théoréme 7 sur 'équivalence de catégories pour les algebres
finies étales (moyennant [EGA 1V, 18.3.2] et des hypotheses sur A et V),
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tout en létendant aux schémas étales par des résultats de pleine
fidélité.

THEOREME 15. (1) Supposons A excellent. Alors le foncteur de la
catégorie des A-schémas étales (resp. des A-algébres finies étales) dans
la catégorie des A-schémas étales (resp. des Z-alge‘bres finies étales) dé-
fini par

f: Specﬁﬁ Spec A

est pleinement fidele (resp. une équivalence de catégories).
(2) St V est excellent et A est une V-algebre de type fini, alors

(i) Le foncteur de la catégorie des A-schémas étales (resp. des A-
algébres finies étales) dans la catégorie des A'-schémas étales (resp. des
A'-algébres finies étales) défini par

g: SpecA— SpecA

est pleinement fidele (resp. une équivalence de catégories).

(i) De méme le fonctewr de la catégorie des A'-algeébres finies
étales dans la catégorie des A-algebres finies étales défini par

h : Spec A — Spec A’

est une équivalence de catégories.

(iii) Supposons A de caractéristique 0, normal, de dimension <1,
et I principal. Alors leA foncteur de la catégorie des A'-schémas étales
dans la catégorie des A-schémas étales défini par

h : Spec (A) — SpecA’

est pleinement fidele.

DEMONSTRATION. (1) Ici f est fidelement plat et quasi-compact, done
f est universellement submersif [EGA I, 3.9.4 (ii) et 7.3.5]; de plus les fi-
bres de f sont géométriquement integres [prop. 13]. En vertu de [SGA 1,
IX, cor. 3.4] le foncteur F défini par f, de la catégorie des A-schémas éta-
les dans la catégorie des A-schémas étales, est pleinement fidele.

Le foncteur J définit par restriction un foncteur pleinement fideéle,
encore noté 7, de la catégorie des A-algébres finies étales dans la caté-
gorie des A-algebres finies étales. Montrons que ce F est essentielle-
ment surjectif. Soit % : Spec B— SpecA un morphisme fini étale; la ré-
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duction u, de % modulo I se reléve en v : Spec C— Spec A fini étale [théo.
4] et il existe un A\—isomorphisme B—=C ®A~Z [cor. 1 du théo. 4]. Ainsi F
est essentiellement surjectif.

(2) (i) Ici encore g est a fibres géométriquement integres et fidéle-
ment plat [prop. 13]: par la méme démonstration qu’en (1) on montre que
le foncteur G défini par g est pleinement fidele (resp. une équivalence de
catégories).

(i) Résulte de (1) et (2) ().

(iii) D’apres la [prop. 14 (2) (ii)] & est fidelement plat a fibres géomé-
triquement intégres; la pleine fidélité du foncteur qu’il définit s’établit
comme précédemment. B

Pour un schéma X on note Reg (X) 'ensemble des points ou il est
régulier.

PRrROPOSITION 16. Supposons A de caractéristique 0, IA plat sur A
ou I principal (IA # A).

St A est excellent et normal (resp. st A est une V-algébre de type fini
normale et © excellent) on note R l'un des anneaux A, A VA, Ap (resp.
A"). Alors Reg (SpecR) est un ouvert non vide de SpecR.

En particulier si A, est régulier, alors A, A (resp. A') sont
réguliers.

DEMONSTRATION. (1) Supposons d’abord A excellent et normal: Ay
est excellent [EGA 1V, 7.8.3 (ii)] et normal [B, ACV, § 1, n° 5, cor. 1 de
prop. 16]: en particulier Spec A et Spec Ay sont sommes de leurs compo-
santes connexes, qui sont des schémas integres [EGA I, 4.5.5]; on est ra-
mené au cas ou A et Ay sont intégralement clos, ce que I'on suppose dé-
sormais dans ce (1): Aet A le sont aussi [prop. 11].

De plus Reg (SpecA) (resp. Reg (SpecAy)) est un ouvert de Spec A
(resp. SpecAr) [EGA 1V, 783 (iv)] et non vide [EGA IV, 6.124 (b)].

Le morphisme % : Spec A — Spec Ay est régulier [EGA IV, 7.8.3 (v)]
et fidelement plat, donc % ! (Reg (SpecAy)) est un ouvert non vide de
SpecZ formé de points réguliers de SpecZ [EGA 1V, 6.5.2 (ii)]; grace a
[EGA 1V, 6.5.2 (i)] on conclut que % ~! (Reg (Spec Ar)) = Reg (SpecA), ce
qui prouve le (1) pour A.

Le morphisme % est composé des morphismes fidélement plats
@ : Spec A — SpecA et v : Spec A—> Spec Ap: comme £ est régulier et ¢
fidelement plat il résulte de [EGA 1V, 6.5.2, 6.8.1] que 1 est régulier. Par
le méme raisonnement que ci-dessus v ~!(Reg (SpecA;)) est un ouvert
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de points réguliers de Spec A, contenant le point générique: par la méme
méthode on prouve alors que Reg(SpecA) est un ouvert non vide de
SpecA.

(2) Supposons maintenant que V est excellent et A est une V-algébre
de type fini: A est excellent [EGA IV, 7.8.3 (ii)]. On se rameéne comme au
(1) & A intégre, d’ott A" intégralement clos [prop. 11]. Puisque le couple
(AT, IA") est hensélien et que les éléments de 1+ IA" sont inversibles
dans A" il existe une fleche (A, IA;) — (AT, IAT) et elle se factorise de
maniére unique a travers A [R, déf. 4 p. 124]. Comme £ est fidelement
plat, le morphisme u : Spec A" — Spec A, est surjectif; de plus u est ré-
gulier car h est régulier et SpecA— SpecA’ fidelement plat: on peut
réappliquer & % le méme raisonnement qu'a % et 1y ci-dessus. D’ol
Reg (SpecA™) est ouvert non vide de SpecA”.

La derniére assertion résulte de [EGA IV, 18.5.4.3] et du théoréme 3.

2) Cas V de valuation discréte complet et d’idéal maximal I.

Dorénavant © est un anneau de valuation discréte complet, de corps
des fractions K de caractéristique 0, d’idéal maximal I =: m, de corps ré-
siduel k = V/m de caractéristique p > 0.

On considére toujours une V-algébre A; on note A, :=A/m"*'A,
A:= limA, et AT le complété faible de A sur (V, m) [M-W]. Rappelons

que l’ayrbmeau A est supposé noethérien et A" faiblement complet de type
fini sur © (f.e.t.f.).

THEOREME 17. Soient B, et C, deux Ay-algébres lisses relevées en
deux A*-algébres lisses B et C (via théo. 4).

(1) Tout Ay-morphisme fy: By—C, se reléve en un A'-morphisme
f:B"—=C", et B et C7 sont f.c.t.t. et formellement lisses sur A (pour la
topologie m-adique sur A", BT, C").

(2) (G) Le relevement f du (1) est surjectif (resp. bijectif, resp. plat,
resp. fidelement plat, resp. fini, resp. fini étale) si et seulement si f,
lest.

(i) Tout Ay-algebre lisse Dy se reléve de maniere unique a AT-iso-
morphisme prés en une A'-algébre de la forme D', ou D est une A'-al-
gebre lisse relevant D,.

(iii) f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp.
Sformellement étale) pour la topologie m-adique si et seulement st f; est
lisse (resp. mon ramifié, resp. étale).
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(3) Supposons A plat sur ©. St fy est injectif alors f est injectif.
(4) Supposons A plat sur V), A, régulier et Spec B, connexe. Si le re-
levement f: B'—C" est injectif, alors f, est injectif:

REMARQUE. La topologie m-adique sur les A-algébres BT, C7, ...
du théoreme induit la topologie discrete sur les Ay-algebres By, Cy, ... ;
done si f: B'—C" est formellement lisse (resp. formellement non rami-
fié) pour la topologie m-adique, f; est formellement lisse (resp. formelle-
ment non ramifié) pour la topologie discrete. Dans la démonstration du
théoréme (sauf mention contraire) 'expression «formellement lisse» (re-
sp. «formellement non ramifiée», resp. «formellement étale») sera em-
ployée pour la topologie m-adique.

DEMONSTRATION. Pour le (1). Par [EGA Opy, 19.4.1] et [M-W, theo.
14] B" et C' sont formellement lisses sur A'. Puisque A" — B est lisse
on reléve de proche en proche, pour tout entier n, f; en un A *-morphisme
f,: B—>C/m™*1C, ot un Z—morphismef : B—C relevant fo. Comme B
et C" sont f.c.t.f. [prop.1'] il existe par [v. d. P., cor. 2.4.3] un A "-morphi-
sme f: BT —CT tel que fmodm = f modm = f;.

Pour le (2) (). Par [M-W, theo. 3.2 (resp. theo. 6.2)] f est surjectif (re-
sp. fini) si et seulement si f;, l'est.

Si f est bijectif (resp. plat, resp. fidélement plat, resp. fini étale) alors
fo Lest.

Supposons f; plat et montrons que f I'est. Les A"-modules B" et C*
sont plats [prop. 2] et idéalement séparés pour la topologique m-adique
[B, AC III, § 5, n° 4, prop. 2], d’ou des isomorphismes [B, AC III, § 5,
n° 2, théo. 11]:

ng(AT)®AOBO%ng(BT),

gT'm(AT)@AOCOégrm(CT)

et par suite un isomorphisme

gr,,(B") ®z,Cy—>gr,,(CT).

Comme B est noethérien [prop. 2], que C' est un B "-module idéalement
séparé pour la topologie m-adique et que f; est plat, on en déduit [B, AC
II1, § 5, n° 2, théo. 1] que f est plat.

Si f; est fidelement plat, f est plat et on applique [B, AC I, § 3, n° 5,
prop. 9 (e)]: puisque mB c Rad B, tout idéal maximal p de B' contient
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mB T et comme f; est fidélement plat il existe un idéal maximal q de C” tel
que fy (a/m) =p/m, ie. f 1(q) =p, donc f est fidelement plat [loc.
cit.].

Si f; est bijectif, f; est surjectif et fidelement plat, done f est surjectif
et fidelement plat: f est un isomorphisme.

Si f, est fini étale, f est fini et il existe [théo. 4] une B"—algebre finie
étale D relevant Cy, ou D est f.c.t.f. [M-W, theo. 6.1]: comme D = D ®B»B
est étale surB, il existe un unique B-morphisme v : D—C=C'®;:B
relevant l'identité de D, = C,. Par [v. d. P., cor. 2.4.3] il existe un B "-mor-
phisme ¢ : D—C" relevant v modm = Id,; ¢ est un isomorphisme par
ce qui précede, donc C' est fini étale sur B

Pour le (2) (). Résulte de (1) et (2) (i).

Pour le (2) (iii). Comme f; est de présentation finie [EGA I, 6.3.8 (v)], f
est formellement non ramifié si et seulement si f; est non ramifié [EGA
Orv, 20.7.5].

Si f est formellement lisse, alors f, est lisse.

Si fy est lisse il nous reste a prouver que f est formellement lisse. Par
(2) (i) f est plat, donc £, :=fmodm™*! est plat et de présentation finie,
car B'/m" " 'B"=B/m" " 'Bet C"/m" "1 C"=C/m" "' C sont de présen-
tation finie sur ©/m" ! [EGAI, 6.3.8 (v)]. De f; lisse on déduit de [EGA
1V, 17.7.1, démonstration du (ii)] que f,, est lisse, done que f, est formelle-
ment lisse pour la topologie m-adique.

Pour le (3). C’est [M-W, theo. 3.2 (3)].

Pour le (4). Ici AT, B et C' sont noethériens réguliers [prop. 2] et
Spec B " connexe [cor. 2 du théo. 3], donc B est intégralement clos. L’an-
neau B' est de Krull [B, AC VII, § 1, n° 3, cor. du théo. 2], donc B =

= N B} ou M désigne I'ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de B
peM

et BT est un anneau de valuation discrete [B, AC VII, § 1, n° 6, théo. 4].
L’injection f:B"<C" fournit pour tout peM une injection B < C,;
ainsi C;j est un Bj-module sans torsion done plat. Par suite C{ est plat
sur B, done C/mCy est plat sur Panneau intégre By=B'/mB", dou
une injection By C,/mC,: comme celle-ci se factorise par f;, f; est
injectif. m

Outre le théoréme précédent on déduit aussi de [v. d. P., cor. 2.4.3] la
version affaiblie (& cause des restrictions sur V) suivante du théoréme 7:
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COROLLAIRE 1. Le foncteur

F: B—>B®,: Ay(resp. §: B—>B ®u A)
est une équivalence de catégories, de la catégorie des A'-algébres finies

étales dans la catégorie des Ay-algébres (vesp. des A-algébres) finies
étales.

DEMONSTRATION. Etant donnée une Ag-algébre finie étale B, elle se
reléve en une A'-algébre finie étale via [théo. 4]: F est essentiellement
surjectif.

Montrons que JF est pleinement fidéle. Si B et C sont deux A'-alge-
bres finies étales elles sont f.c.t.f. [M-W, theo. 6.1]: on note B,, C; leurs
réductions et B , C leurs séparés complétés, B=B ®ATZ , C= C®A+Z .
Considérons les fleches canoniques

Hom,: (B, C) > Homg (B, C) > Hom,, (By, Cy);

Y est bijective via [EGA 1V, 18.3.2], ¢ est injective via [EGA IV, 2.2.16] et
[prop. 2 (2) (i)]; de plus ¥ o ¢ est surjective via [théo. 17 (1)]. Donc & est
une équivalence.

Par suite [EGA 1V, 18.3.2] G est une équivalence. ®

COROLLAIRE 2. Le foncteur

B'—B
est une équivalence de catégories, de la catégorie des complétés faibles
des A'-algebres étales dans la catégorie des A-algebres plates, topologi-
quement de type fini et formellement étales pour la topologie m-adi-
que.

DEMONSTRATION. Ce foncteur est essentiellement surjectif et fidele
par la proposition 6. Montrons qu'il est plein. Si B et C sont deux A'-al-
gebres étales, la fleche composée

Hom: (B, C*)—Homg (B, C) => Homy, (B,, Cy)

est surjective [théo. 17 (1)] et la derniere bijective [cor. 3 du théo. 4]: la
premiére est donc surjective et notre foncteur est plein. =
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