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Résumé : Dans un précédent article ([2])> nous avons introduit une nouvelle 

classe de statistiques de rangs permettant de construire un test d'hypothèse 

nulle de bruit blanc multivarié qui soit libre. Poux* ces statistiques, nous 

démontrons un théorème du type central limite d'application sous l'hypothèse 

nulle. 

Abstract : In a récent paper ([2])* we hâve introduced a new class of rank 

statistics. With thèse statistics^ we hâve constructed a distribution-free rank 

test for the null hypothesis of white noise. We establish hère a permutational 

central limit theorem for thèse rank statistics. 

1 - INTRODUCTION. 

Soit Xa = (Xla» X2a, ..., X )' (a = 1,2,...) une suite de vecteurs aléa­

toires m-variës et identiquement distribués suivant une fonction de réparti­

tion F absolument continue à marginales F., (i = 1,2,...,m). Soient également 
Ril* Ri2' "•• Rin ^es r a n 9 s des variables X.^, X^2, ..., X. (i = 1,2,...,m). 

Introduisons une classe de statistiques de rangs dont les éléments sont 

fonction définie pour u£ 6 (0,1 )
m (£, = 1,2, ..., q); posons 
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i n Rn Rn
+1 R n

x n , 
sn - ïï E, J(7ï+T » ̂ i T » •••» ~ H T T ) » (1) 

0Û Ra = (Rïa» R2a> ••"• O ' (a = T-2» — -") et oû Rn+k = Rk (k = 1.2,...fn). 
Les statistiques ainsi définies sont appelées statistiques de rangs s é r i e l l e s . 
Dans un précédent article ([2]), nous avons montré comment, sur la base de 
telles statistiques, construire un test de rangs <j> pour tester l'hypothèse 
nulle de bruit blanc multivarië. Remarquons que c'est par application du prin­
cipe de permutation introduit par Puri et Sen ([3]) qu'il est possible d'obte­
nir un tel test 4> qui soit libre sous l'hypothèse nulle. Ce test est condition­
nel. D'une manière plus précise, soient Rn = (R?, R£, ...» R") la matrice 
(aléatoire) des rangs et r une réalisation de cette matrice. NotonsA(r) 
l'ensemble des n! matrices obtenues en permutant les colonnes de r . La donnée 
de&(r ) est équivalente à la donnée de r*, matrice appartenant àÀ(r p) mais 
dont la première ligne est l,2,...,n. Appelons R* la matrice aléatoire dont 
les réalisations sont les matrices r*. Le test de rangs <j> est conditionnel 
étant donné R* 

Pour étudier les propriétés asymtotiques de <j>, il est nécessaire de connaî­
tre la distribution asymptotique conditionnelle de S étant donné R . Notre 
but est de démontrer un théorème du type central limite pour S et donc d'étu­
dier le comportement asymptotique de la fonction de répartition conditionnelle 

Fn(x; R*) =P[S n * x | R*] . 

2 - LEMMES PRELIMINAIRES. 

Pour alléger l'écriture, nous noterons E X , ID X, Cov(X,Y) les espérance 

variance et covariance de v.a. prises dans la distribution conditionnelle 
étant donné R* : n 

E*X =Œ(X|R*), etc. 

Convenons également de dire (cfr. [31) que S est, sous l e s permutations des 
colonnes de R , asymptotiquement normale (m , o ) si, pour tout x, 

x-m 
Fn( ; Rn) converge en probabilité, vers $(x), où $(x) est la fonction de 

n 
repartit*on u uït^ v.a. nominale .CJ^Itc. 

On dispose du critère de convergence suivant ([11) 
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x * ̂ n"mn r Lemme 1. Si tous les moments conditionnels u (R ) =E (—-—) (r = 1,2,...) 
S -m n 

de — convergent en probabilité vers ceux d'une v.a. normale, S est, sous 

les permutations des colonnes de R . asymptotiquement normale (m , a ). 

Nous omettons la démonstration immédiate du lemme suivant. 

Lemme 2. 

Rn Rn Rn n-1 R" Rn Rn R° Rn Rn 

U2U
R1 R2 q u* V fc«,Mf ! 2 \ . \ V 1 + s 2 + s -9+iîii 

S = l 

Dn Dn Dn Rn „n Rn 

Si on désire connaître le comportement asymptotique de n BJ (Sn)» il faut étu­
dier le comportement des variances et covariances du premier terme de 1D (S p), 
d'une part, mais surtout, d'autre part, celui de 

Dégageons de la covariance (2) les termes d'ordre 1/n et ceux qui sont négli-
2 

geables (en probabilité) face à 1/n . 
Mais auparavant, introduisons la notation suivante : 

J(R" • R" .....R" i i v Ï 2 9 m m m 9 * v ) (1 * k * q* 
1 2 k 1 $ 1 . | , i 2 ». . .»1 k s n , 

1 $ j - | >J2»---»J|C * q) 

RÎ R2 R" sera l'espérance conditionnelle de J(f j^p ^ r p •••> ¾̂¾-) étant donné 

R • R? • RÎ • . . . . RÏ . où, de plus, les rangs R!J , R? , . . . , R? apparai 
n ^ i2 i k ^ J 2

 Jk 

dans J ont été remplacés respectivement par R? , R? t . . . i et RJ . 

Posons également 

ssant 
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- R? R; R" 
Vr^iT,n+T, * * *'n+T; " 

L'introduction de la fonction J' est cruciale : ce sont les termes rajoutés à 

J qui permettent d'obtenir une covariance (2) d'ordre 1/n ; et de plus, ces 

termes supplémentaires ne changent pas la valeur de S . Ces deux résultats sont 

repris dans les lemmes 3 et 5 suivants. 

Lemme 3. 

S , n . Rn R n . , Rn 

<x=l 

* 

( i i ) 3n(R£ ; * 2 ) s 0 ( £ r £2 = 1,2 q) 

R! R? 

< H « - R? R2 . R?.. R? 
+ 2 , ; , î o v [ ^HÎT- isr •••'• w-ëf- -&• •••)»>+ Bn 

ou 

fn-£ 
q 

B_ = I Z , T. 
, ui (^)(^0' n-2g+l 

A=2 1 ^ 1 ^ 1 2 , . . , 1 ^ 1 ^ - 1 ^ 2 * . . ^ ^ ( n I q )q! 

j ^ j ' i (W1) 

* 
R - = 

* iJ'(nîp---). 3;(RÎ .R? . - . .R" ; J r
j 2 V 1 

Démonstration : Les points ( i ) et ( i i ) sont établis par un calcul direct. Le 

point ( i i i ) est une conséquence immédiate du résultat suivant : 
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Lemme 4. 

* IJ(n+T"--)'Rq+l* ^ + 2 ^ - ^ V k * 

RÏ k 
0 * ^ - - - ) + = E _. 21 

£=1 q+Ui 1 < i 2 < . .< i^ q+k U j 1 ,J 2». . , j *q 

J r ^ ( r *1) 

,(!!:î)(q-*)i 

("q )ql '1 '2 

Démons tration. 

On a 

^ f j i R S + i R ; + k i -

(n-k)(n-k-l). . .(n-k-q+l) ^ J(R%+1 R"/n+l) , 
"V** q • q 

où les indices r,, r2, •-.»r parcourent Tensemble {1,... ,n}\{o+l,.. .,q+k} en 
restant distincts entre eux. Cette sommation se décompose en 

où E*°' est une somme étendue à tous les indices distincts entre eux et s' ' 
une somme étendue à tous les q-uples d'indices r,,...^ ayant une composante au 
-~"- J"~ rq+l,...,q+k}.S^li " J* a — " J J—L 

(1) . ,1.1 ,1.2 

moins dans {q+1,... ,q+khi^ ' se décompose â son tour en une double somme 

oû E ' s'étend à tous les choix (combinaisons) d'un ensemble de q colonnes 
pour les q indices r-., ..., r comprenant au moins une des colonnes 

Rq+ls •••» RQ+k
 et oû z " s'étend à tous les arrangements de ces q colonnes 

entre les q indices r^, r^, ..., r . Mais par application du principe d'inclu­
sion-exclusion, L' ' se aëcompose a son cour en 

1.1 , 1.1 1.1 1.1 _ ,_1.1_1.1 + +_l.l,J.l 1.1 1.1 

E -{E1 +Z2 +...+Eq } » {E 1 2 +E 1 3 +.-.+Zlq +I 2 3 +E 2 4 +---
+^q.lq> + 

123 "*" •••* " ̂ lP'îd "*" •••̂  "*" ••• * 
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oû E.. est une somme étendue à tous les choix d'un ensemble de q colonnes 
I n 1 1 

comprenant au moins R ,-,, z0
m s'étend à tous les choix d'un ensemble de q 

" n 1 1 

colonnes comprenant au moins R 2 ; semblablement E 1 2 s'étend à tous les 

choix d'un ensemble de q colonnes comprenant RJ\, et R" « et ainsi de suite 

pour les autres termes. 

Regardons à présent r]" 1 E 1* 2 + E 2
- 1 E 1 - 2 + ... + EJ*1 E 1 * 2 . Cette somme est 

équivalente à la triple somme 

E1 E2 E3 

z ( l ) E ( l ) E ( l ) • 

oû E/,, s'étend à tous les choix d'une seule colonne priseparmi les colonnes 

R" , , . . . , R". , où E?,^ s'étend à toutes les façons d'attribuer à l'un des 

indices r,, r2, . . . , r cette colonne précédemment choisie et oû EJ ' s'étend 

à toutes les façons de choisir q-1 colonnes distinctes (entre elles et de la 

précédente) pour les indices restants r^, . . . , r . 
1 1 1 2 1 1 1 2 Semblablement z\' E + . . . + E *•! Z est équivalente à une triple somme 12 q-Iq 

1 2 3 1 
(2) z(2) ^(2) o û l(2) s ' é t e n d à t o u s l e s choi"x d ' u n ensemble de 2 colonnes 

parmi R J J + ] , . . . , R^+|< . 

Analysons chacune de ces sommes EĴ  ' E^ ' EĴ  ' (& = 1,2» . . . k) . On choisit i 

colonnes R? , . . . , R? ; on "attribue" a a indices r. , r. , . . . , r, ces 
11 1£ J l J2 J£ 

colonnes; on effectue ensuite une sommation étendue à toutes les manières d'at­

tribuer q-£ colonnes distinctes (entre elles et distinctesde R? , . . . , R. ) 

aux indices restants. Cette dernière sommation est, à une constante multipli­

cative près, l'espérance conditionnelle u(R. ,R. , . . . , R. ; j - , » j 9 , . . .»j0) -

La constante multiplicative est un rapport de probabilités conditionnelles. Ce 

qui termine la démonstration. 
R; R? R? 

1 9 n 

Lemme 5. Si J(—-y , — y , ..., -rry) converge en moyenne quadratique vers 

E J(V. ,V. ,...,V. ) où V. = ( F ^ X ^ ) , ..., Fq(Xq.)) et 1 * i£ * q (i-l ,2...,q), 

alors le terme B du lemme 3 (iii) est un op( 1/n). 

Démonstration. B est formé d'une somme dont le nombre de termes est indépen­

dant de n. Etudions chacun de ces termes. 
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Pour i >, 2, on a : 

( n-q ) q , n - V " 

I l reste à démontrer que : 

* [ ^ Ï Ï Ï T • •'•> ^ ( R i ' " • ; J V - - - ) 1 = V1' • 

Cette égalité se vérifie aisément en appliquant l'inégalité de Schwartz, la C 

inégalité (E(X+Y+Z)2 * 8(E X2 + E Y2 + Œ Z2) et l'inégalité suivante : 

E 52(R. ,Ri ,...; jlfj2>...) * Œ J 2 ( R " , . . . , R " ,...) = 0(1) (5) 

4 - CONVERGENCE EN PROBABILITE DE I? S et de •nlfifS ) 
n x n7 

Etablissons la convergence en probabilité de 1? Ŝ  et de v'ïïlJB S . 
« « « n n 

I ? n 

Théorème l. Si J(-̂ pr» fr^r» •••» zrrf) converge en moyenne quadratique vers 
J(V^ , V. , . . . , V. ) (1 s i . s q, i = 1 ,2 , . . . q) alors 

n l n2 *q £ 

( 1 ) 4 s n - î ~ > E J (V r v2 V ) 

(11) ^n*(Sn) -£-» 0 . P 
-> O s 

q-1 
où a2 =ïï)2 J ' (V1 ,V2 , . . . ,Vq ) + 2 E Cov [ J ' ( V l t . . . ) , J ' (V1 + S , . . . ) ] 

et J'ÎV^Vg Vq) = O Î V ^ V g , . . . ^ ) - s E[J(V1,V2 Vq)|V£] 

Démonstration. Le premier point est une conséquence de la propriété générale 

de convergence en probabilité des statistiques 11(14-1 ) : 

T. = £, ., , , ., ..., J(V, „V, , . . ,V , ) -5UlE J(V, ,V? , . . . ,V„) . 
^ q ;C | : I C q" i ù q 

En effet, on a : 
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(qr(q!) 
R? R? R? R? R? 

E[J( 
IITI I1TI I l f l ' " 1 - " "I 

q 
•(n+Pn+f—n+fJ-J^l. — Vl >" J < n + P - - * n * - J < V " ' v j >] • 

i q ui °q 

Mais quels que soient les indices, on a 

Ri Ri Rn Rn Rn 

et par conséquent 

E| ÉSn -Tn |2 , 1 1 0 ( ^ , ^ . , . . , ^ ) - J ( » , , ^ y q ) l * * 0 . 

Pour établir le point (iii), on remarque que 

- &! R2 Rq
 Rl R2 <* * 

Ji(n+Pn+T n+r> = J(n+Pn+P*• • > " ^ ^V'** + «P^1) • 

Il suffit alors de s'appuyer sur un raisonnement semblable à celui qui a été 

développé pour la démonstration du lemme 5 et sur les égalités (3) et (4). 

5 - NORMALITE ASYMPTOTIQUE DE S . 

Notre but est d'obtenir un théorème du type central limite pour la distribu­

tion conditionnelle de S . 
n R? RJ RJ 

Théorème 2. Si pour tout r=l,2,... J r(^,^,... ,-^) (] è ^ <: q, 

£ = 1,2,...,q) converge en moyenne quadratique vers Jr(V. , V. , ..., V- )» 

M \ ^q 
alors sous les permutations des colonnes de R , S est asymptotiquement normale 
(m, a//n) où m et o sont dormes par le théorème 1. 

Démonstration. En vue d'utiliser le lemme I, nous allons calculer les moments 
conditionnels 

* [^n(Sn - Ê S n ) ]
r ( r = 1,2,...). 
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- Rn Rn 

Pour simplifier l 'écriture posons a = ^ ( j ^ * " ' ' • " ?)- On a 

l n r ( S - l ? S n ) = I?( E a ) r = z f a a ...a 
n n' v

 n a ' -, ou a 0 ci a=l ou , 0 ^ - . a =1 I Z r 

Décomposons cette somme dont le nombre de termes varie avec n en une somme de 
termes convergeant en probabilité,et en nombre indépendant de n. 
Pour chaque a,, ou,..., a posons : 

J"i h ^ Ji h J"i2 

P --P -rP A? j-j J2 J-J 
P 

Pour chaque 1 s B-J < 62 < . .. < B $ n on distingue 

1) le nombre g (1 s g $ r) de groupes constitués par des Q. successifs tels que 

1 $ 8 i + 1 - Bi $ q-1 . 

2) le nombre a,,, JU, .--» i^ d'indices <* de chaque groupe. 

3) pour chaque groupe les différences premières A^ entre indices successifs 

d'un même groupe ordonnés par ordre croissant. 

On a alors 

nr]Ê (Sn - f s / = 

r r' 4ï nl \ 
T. E , £ i i i Z , s i ' i i E a -a H , 

g=l JL-,+£2+..+£ =r V 0 $ A 1 , A 2 , . . , A £ .-,$q-l '\<&-l<&2..<& r " P' "• P 

J^ * o ) : 

0.<A?,Ai,.. A? , $ q-1 
'g 

oû la dernière somme est étendue aux B compatibles avec les sommations précé­
dentes. On remarque que la distribution de a. •.. a. ne dépend que de la 

81 8p 
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configuration d'un groupe (£k et A! ) et non des variables particulières. Or J 
s'il y a g groupes comprenant au total L indices distincts, il y a 
n-L +g 9 

( M ) choix de B compatibles avec les sommations (pour £. et A. fixés) 
a alors 

nr/2Ê(S - E S n ) r = -^72- = ï ' h l 1 
n"fc g=l £^42+..+£«r rOsA^..^ _-,sq-l 

On 

£^0 

L0$A^,A|,..,A9_1sq-l 

r' n"La+g A 
\ ^ \ \ < g9 > * A 1 A2 •'• Ag 

1i 11+1 H ou les A-, ... A_ sont des expressions du type aQ
J a.J , ... a. avec pour 

9 ej ej+l 6k 
Bj B-+1 ... Bk un choix quelconque satisfaisant aux conditions du groupe. On 
remarque que les sommes subsistant sont indépendantes de n. 

Si g < r/2, C'Y9) J72 * Al - Ag • *$ • * Al - Ag ~ > ° 
(A-j ... A est borné en probabilité par hypothèse). 

Si g > r/2, il y a au moins 2g-r facteurs A. formés d'un et un seul ao et en 
Pi 

vertu du lemme 3 ' 

Dès à présent, si r est impair , 

* Î n (Sn - 4 S n ) l r i > 0 . 

Si g est égal à r/2, soit il y a r/2 facteurs A,, composés de deux g, soit il 
y a au moins un facteur A., composé d'un et un seul B, et dans ce cas, en vertu 
du lemme 3 

n-Lr/2+r/2 - _ Q(nr/*) 0 J, F > 0 
1 r/2 > ~ûf7ZaL 1 "• Ar/2 " Rr/2 ° P(n' — * ° • 

S'il y a r/2 facteurs Â  composés de deux ag, on a par hypothèse : 
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n-L / 2+r/2 p 
( r ; 2 ) * A, . . . A r / 2 — > E a ^ . ^^Ut2 • • • • Œ a l a

] + A r / 2 

Dès lors, pour r pair , on a 

t[MSn -ES J ] r — > i ( r /2) ' i l ' i ' 
n^l A2 A r/2.n i t r / ^ - V ' - V 0$A ,A . .A ^q-1 

1 l+A1 ] 1+Ar/2 

2 

= 1 ^ T ^ + H a l a 2 + •'• + E a l a q ] r / 2 

r ! yr>$. Œa2 + 2 1 8 ^ 2 + . . . + 2Œa.ja ] r / 2 

(r /2)!2 

r! _r 

(r/2)!2 Wl° * 

ce qui termine la démonstration puisque les moments d'ordre pair d'une varia­

ble normale réduite sont donnés par r * „ / * . 
(r/2)! 2r/c 
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