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NORMALITE ASYMPTOTIQUE D'UNE CLASSE DE STATISTIQUES
DE RANGS SERIELLES MULTIVARIEES

Jean-Frangois INGENBLEEK

Université Libre de Bruxelles
Institut de Statistique
B - 1050 BRUXELLES

Résumé : Dans un précédent article ([2]), nous avons introduit une nouvelle
classe de statistiques de rangs permettant de construire un test d'hypothése
nulle de bruit blanc multivarié qui soit libre. Pour ces statistiques, nous
démontrons un théoréme du type central limite d'application sous l'hypothése
nulle.

Abstract : In a recent paper ([2]), we have introduced a new class of rank
statistics. With these statistics, we have constructed a distribution—free rank
test for the null hypothesis of white noise. We establish here a permutational

central limit theorem for these rank statistics.

1 - INTRCDUCTION.

Soit X = (X]a, Xogs =9 Xma)' (e = 1,2,...) une suite de vecteurs aléa-
toires m-variés et identiquement distribués suivant une fonction de réparti-

tion F absolument continue @ marginales Fi (i =1,2,...,m). Soient également

n n n . .

Ri1s Rjos --+s Ry les rangs des variables X710 X520 --05 X5, (i =1,2,...,m).
Introduisons une classe de statistiques de rangs dont les é&léments sont
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fonction définie pour uy € (0,1)m (¢ = 1,2, ..., q); posons
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;0 R"  R" 1 R" .
- ' a o+ a+q-
Sn “n a§1 J(n+i > p+l ? 00t n_(+T ) > (1)

od RY = (R}, R3 ., ...y RT)' (@ =1,2,...,n) et od RO, = RY (k = 1,2,...,n).
Les statistiques ainsi définies sont appelées statistiques de rangs sérielles.
Dans un précédent article ([2]), nous avons montré comment, sur la base de
telles statistiques, construire un test de rangs ¢ pour tester 1'hypothése
nulle de bruit blanc multivarié. Remarquons que c'est par application du prin-
cipe de permutation introduit par Puri et Sen ([2]) qu'il est possible d'obte-
nir un tel test ¢ qui soit Tibre sous l'hypothése nulle. Ce test est condition-
nel. D'une maniére plus précise, soient R" (R], RZ’ cees R" ) la matrice
(aléatoire) des rangs et r, une réalisation de cette matrice. Notonsél(r )
1'ensemble des n! matrices obtenues en permutant les colonnes de rn . La donnée
de a(r ) est équivalente @ 1a donnée de r:, matr1ce appartenant aa(r ) mais
dont la premiére ligne est 1,2,.. ,n Appelons R la matrice aléatoire dont
les réalisations sont les matrices r . Le test de rangs ¢ est conditionnel
étant donné R*

Pour étud1er les propriétés asymtotiques de ¢, i1 est nécessaire de connai-
tre la distribution asymptotique conditionnelle de Sn étant donné R:. Notre
but est de démontrer un théoréme du type central limite pour Sn et donc d'étu-
dier le comportement asymptotique de 1a fonction de répartition conditionnelle :

. pX _ %
Fn(xs Rﬂ) = IP[ Sn £ X I Rn] .
2 - LEMMES PRELIMINAIRES.

%
Pour alléger 1'écriture, nous noterons IE*X, lD*ZX, Cov(X,Y) les espérance

variance et covariance de v.a. prises dans la distribution conditionnelle
étant donné R* :

n:*x = E(X|RY), etc.

Convenons également de dire (cfr. [3]) que S, est, sous les permutations des

colonnes de Rn, asymptotiquement normale (m s O ) si, pour tout x,
X-m
Fn( = —n, Rn) converge en probabilité, vers ¢(x), ol ¢(x) est 1la fonction de
n
repartition v une v.d. wormaie Vluaiio.

On dispose du critére de convergence suivant ([1])
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S _-m
Lemme 1. Si tous les moments conditionnels u (R ) "EI(—D—-ﬂ)r (
S _-m

de 2 convergent en probabilité vers ceuxr d'une v.a. normale, S_ est, sous

r =1,2,...)

les pgrmutations des colovmes de Rn’ asymptotiquement normale (mn, o).

Nous omettons la démonstration immédiate du lemme suivant.

Lemme 2.

mzs

—ﬂﬁZ R} R Rq ; & Rn Rlss Ross Rn
\](——Tm nJ_;q')"'Z Z OV[J(mm ﬁT) J( n+l’> n+l’>°°? n+1)]}

n
n Rn

RY R RY, RD R)
n-2q+1 1 72 1+4q 2 2
+ T Bov Dlippomers - span) i o)

Si on désire connaitre le comportement asymptotique de n]ﬁz(s ), i1 faut étu-
dier le comportement des variances et covariances du premier terme de]ﬁz(s )
d'une part, mais surtout, d'autre part, celui de

Rn n

R
EOV [J(—T n+ s . )9 J(ﬁs _IZ":#s e . (2)

Dégageons de la covariance (2) les termes d'ordre 1/n2 et ceux qui sont négli-
geables (en probabilité) face a 'I/n2
Mais auparavant, introduisons la notation suivante :

x
n n n ., . .
J(Ri]s Rizs-.-skiks J]’JZ”"’Jk) (] < If S.q, '
1 5 1",12,--.,1.k$n
1< j]ajza---:Jk < q)
Rn Rn Rn

sera 1'espérance conditionnelle de J(E%T"H%T’ cees E%T) étant donné

ﬁn’ R? s R? s ooy R » ol, de plus, les rangs RJ Rg s cees R" apparaissant
1 T2 k 1 J2 Ik
dans J ont été remplacés respectivement par R? > Ri s +..s €t R?

1 2 k

Posons également
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RY R R"
IR T =
R" " - - q n-1 q
J(m n+'|’ . _qT) {n :‘%’(‘fqt)qﬂ) f J(R i) - wrRce) 2] - J(RQ],JLZ) (3)
S 2o=

L'introduction de la fonction J' est cruciale : ce sont les termes rajoutés a

J qui permettent d'obtenir une covar1ance (2) d'ordre 1/n s et de plus, ces
termes supplémentaires ne changent pas la valeur de Sn. Ces deux résultats sont
repris dans les lemmes 3 et 5 suivants.

Lemme 3.
2 n . R R] RD
. _ 21 a+l a+q-1
(1) Sy ~E Sy =5 L 9 (r ~wm oo T
L3
/._\

(ii) Jﬁ(Rz];zz) =0 (z], 25 = 1,25,..,9)

- rRT R"
(1) B(s ) = LoB? ol B L)

q-1 " R" L n
1 2 1+s 2+s
+ 2 sE] tov [J ( s 7iT? o) J (—E?T' i )1+ Bn
ol
[
B = : z . T  (-1)* (:\U)(q . R X
2;=2 1511,12’ 1 <q ]<J‘I ’Jz’ ’jlsq ( qq)q!

B#ag (k#)
x

Si,aN n n . . . :
lt [J ('nTrs ), Jn(R.i‘l’Rizs--sRiz s J]’JZ""’J‘Q)]

Démonstration : Les points (i) et (ii) sont &tablis par un calcul direct. Le
point (iii) est une conséquence immédiate du résultat suivant :



Lemme 4.

RN
1 n n n _
£ (3G IRGyys Rgyps--on Royl =

0 R? k
(q)lfd(m,...)+z X N .

2=1 q+lsi <iy<..<i s g+k 1sj1,32...,quq
iy #35(r #1)

(M%) (a-2)!
(-])z 2-2 ] 5(R_?_|9R1.n2:--.,R:.‘L; j]’jZ""’jg) .

( q )q‘
Démonstration.
On a

n n _
E [Jqu+‘!sn--9Rq+k ]_
] r . J(Rn n+l1 R" /n+1)
(n-K)(n=k-T)...{n-k-q+T) ,{ SRRTL ,

r]...rq

ol les indices r1s Tos ...,rq parcourent 1'ensemble {1,...,nN\{a+1,...,q+k} en
restant distincts entre eux. Cette sommation se décompose en

s =50 _ ()

ol z(o) est une somme étendue & tous les indices distincts entre eux et z(l)
une somme Etendue & tous les q-uples d'indices Fiseeestly ayant une comnosante au
moins dans {q+1,...,q+k}.z(]) se dicompose & son tour en une double somme

QDI I ¥ 2

ol 21'1 s'@tend & tous les choix (combinaisons) d'un ensemble de q colonnes

our les q indices ry, ..., _ com renant au moins une des colonnes
q 1 q P

R2+]. coes R2+k et ol g1-2 s'étend 3 tous les arrangements de ces q colonnes

entre les q indices ry, r,, ..., r_. Mais par application du principe d'inclu-
5. 17 2 a

sion-exciusion, » °~ se Qécompose & suh cuur en
1.1 11,11 1.1, _ 1.1,..1.0 1.1,.1.1,..1.1 1.1
=7+, +...+zq } = {212 +I13 +...+z]q tI53 +Iog +...+zq_]q} +

1.1 1.1
{2123 + .o.} - {2]234 + .-.} + eee 9



D4,

ol z}'] est une somme &tendue & tous les choix d'un ensemble de q colonnes

comprenant au moins R"+], z;'] s'étend & tous les choix d'un ensemble de g

q
colonnes comprenant au moins RD 2 3 semblablement Z}é] s'étend 3 tous les

q+
choix d'un ensemble de q colonnes comprenant R2+] et R2+2 et ainsi de suite
pour les autres termes. '

Regardons a présent z}‘] 21‘2 + z;‘] 21'2 + ... + z;'] 2]'2 . Cette somme est

équivalente & 1a triple somme

1 2 3
z z ,
21 2
ol 221) s'étend 3 tous les choix d'une seule colonne priseparmi les colonnes

Rg+], cens R2+k s Ol 2%]) s'étend 3 toutes les facons d'attribuer & 1'un des

indices Fis Tps «oes rq cette colonne précédemment choisie et ol 243) s'étend
d toutes les facons de choisir gq-1 colonnes distinctes (entre elles et de la
précédente) pour les indices restants Pys «ees T

q -
Semblablement z}é1 £-2 4 cee + z;;}q V-2 est équivalente & une triple somme
212) 2%2) 2?2) ot 222) s'étend 3@ tous les choix d'un ensemble de 2 colonnes

. N n
parmi Rq+], cees Rq+k .
Analysons chacune de ces sommes z£1) zgz) z£3) (2 = 1,2, ... k). On choisit 2
colonnes RT , ..., RT ; on "attribue” a ¢ indices r, , r, , ..., r. ces

! Ty 17 92 )

colonnes; on effectue ensuite une sommation étendue 3 toutes les maniéres d'at-
tribuer q-2 colonnes distinctes (entre elles et distinctesde RE s eses R? )
)

aux indices restants. Cette derniére sommation est, & une constante multipli-
cative prés, 1'espérance conditionnelle 5(R? ,R? s eees R? 3 j],jz,...,jz).
1 2 L

La constante multiplicative est un rapport de probabilitésconditionnelles.Ce
qui termine la démonstration.

n n N

Lemme 5. St J(ﬁ:-}- . ?ﬁ% s eses 7‘—;%) converge en moyenne quadratique vers
E J(Vi1,V19,...,Vi0) o Vs = (F](X]i), cees Fq(xqi)) et 11 sq (2=1,2,..,9),

alors le terme Bn du lemme 3 (ii1) est un olp('l/n).

Démons tration. Bn est formé d'une somme dont le nombre de termes est indépen-
dant de n. Etudions chacun de ces termes.
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Pour ¢ > 2, on a

n-2
(g-¢)(a-2)! n-2g+1 _ o (l)
n"q | N n
(g N0t
IT reste @ démontrer gque :
&

’:—_\
lE[Jn(m_] v e 3 (Ri], e 3 dps el =0 (1)

Cette égalité se vérifie aisément en appliquant 1'inégalité de Schwartz, la C

r
inégalité (IE(X+Y+Z)2 s 8(E X2 +E Y2 + 22) et 1'inégalité suivante :

2 . 2,0 n }
E S (Ri],RiZ,..., dysdpsenn) €EJ (R1....,Ri],...) = 0(1) (5)

4 - CONVERGENCE EN PROBABILITE DEE S _ et de /n (s,

Etablissons la convergence en probabilité de I S et de /n 1 S
RT R R

i i
Théoréme 1. Si J(—n—]’- E?%’ nﬁl) converge en moyenne quadratique vers

+1°
J(V s Vi s e Vo) (1 s i, £4q,2=1,2,... q) alors

" 2 1q
. P
(HEs E I(Vys Vs oees V)
(i) (s ) = o,
(N 2 2 [] q.l 1
o 6" =D J'(Vy,Vpseiis¥y) + 2 =z Cov [9'(Vqsann)s 3" (Vqpgs =-2)1s

q
t am
et J (V'l ’Vz,..o’vq) - J(V] 3V2’-.-’v E] E[J(V] ’V2’°'°’vq)lv£] .

) -
q g=
Démonstration. Le premier point est une conséquence de 1a propriété générale
de convergence en probabilité des statistiques 'u([j-]) :

T = T 0 20 SRR T R

PYAL B I ¢ q

>TE J(Vq5Vps...0V,) &

En effet, on a :
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E[£s 117 - ———]——
(") (q1)?
RY R] R} R" "
'I
E[J(—TT, —‘i'l) (Y- Y )][J(—+~|—. ﬁ) -3( Vs ""Viq)]

Mais quels que soient les indices, on a
n n
R R n on n

ELa(h -0 v, e )1 = ELI (o o) <90 Vo0 N 2

et par conséquent

Te s . . < . .
1531#32#..#Jqsn 2151]#12#..#1qsn

n Rn Rn

2 2
E| Sn—Tnl m[a(m], e eonay) - (Vs Vgseees V)]

Pour établir le point (iii), on remarque que

q =
J; (n+1 _T’ _qT) n+ ’n+]’“-) - 251 J(Ry52) + o (1) .

I1 suffit alors de s'appuyer sur un raisonnement semblable & celui qui a &té
développé pour la démonstration du lemme 5 et sur les &galités (3) et (4).

5 - NORMALITE ASYMPTOTIQUE DE Sn.

Notre but est d'obtenir un théoréme du type central limite pour la distribu-
tion conditionnelle de Sn‘

R’.‘ R:.' R}
Théoréme 2. Si pour tout r=1,2,... d (EIT-E;T, "’ﬁ?%) (1 < < Qs
L =1,2,...,q) converge en moyenne quadratique vers J (V s V s eees Vs )

o q
alors sous les permutations des colomnes de R s S est asymptotiquement normale

(m, o/Vn) o m et o sont domnés par le theoréme 1.

Démonstration. En vue d'utiiiser ie ifemme 1, nous allons calculer les moments
conditionnels

i (s, -Es " (r=1,2,.).
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R" R"

. e ' a T at+p
Pour simplifier 1'écriture posons a = Jn(ﬁ?T""’ n+1)' On a
r n r n
Ea'(s -Fs)=F: a) = ¢ Fa a ...a
N n a=1 © a a=1 %1 %2 %p
1°%2°+%

Décomposons cette somme dont le nombre de termes varie avec n en une somme de
termes convergeant en probabilité,et en nombre indépendant de n.
Pour chaque G1s Ops...s @, poOSONS :

By = a = q = ... =0 < B. =aqa = a = ... =aq < oo <
1 .1 .1 .1 1 .2 .2 .2
J J Js Jd J Js
1 2 Jl 1 2 i,
B = = q = = < n
p

Pour chaque 1 ¢ By < Bp < ... < sp < n on distingue
1) le nombre g (1 < g < r) de groupes constitués par des Bj successifs tels que

2) le nombre 215 Los .. d'indices o de chaque groupe.

,Rg .
3) pour chaque groupe les différences premiéres Ag entre indices successifs
d'un méme groupe ordonnés par ordre croissant.

On a alors

nE (s -Es )" =

r i, i
r! 1._.'p
E] L+ +..+ ?r.' 20 LS. ! <q-1 %::_T_—_‘ Tyeeed 'Ea61-a8 ’
g= l] 22 .o lg‘ SA]sAzg..,AQ]_]sq B] 62..<BP P p
li 2 0 E
.,OSAgiAg,.- A,.g i | < q-]

ol la derniére somme est &tendue aux B8 compatibles avec les sommations précé-

dentes. On remarque que la distribution de ag ... 3 ne dépend que de la
1 p
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configuration d'un groupe (zk et A}) et non des variables particuliéres. Or

s'il y a g groupes comprenant au total Lg indices distincts, il y a
n-L_+g

( gg ) choix de B compatibles avec les sommations (pour % et A; fixés). On
a alors
n"/2 #(s -Es)" = o _— r
n n r - - 1,1 -
n g=1 2q+2,+ +zq- 0s8485..58, _459-1
2y 2 0 .
9 q-
OSA-I’AZQ csA _"sq 1
q
n-L_+g
r! g
i]!...1p! ( g )]E A AZ Tt Ag
1 T Ty
ou les A; ... A_ sont des expressions du type a .’ a s ... @, avec pour
1 9 85 841 B
Bj Bj+1 «+- B un choix quelconque satisfaisant aux conditions du groupe. On

remarque que les sommes subsistant sont indépendantes de n.
n-L_+g g
. g 1 _ 0(n P
Sig<r/2, (g )WﬁA]...Ag_—f‘?ﬁ.lﬁA]...Ag > 0
(A] ... A

est borné en probabilité par hypothése).

g
Sig>r/2, i1 y a au moins 2g-r facteurs Ai formés d'un et un seul as.et en
vertu du Temme 3 !
N-L_+g, 1 _o(n? 1 P
( gg )—77n‘” I A, ...Ag-nr °1P“"‘n2g-r) > 0

Dés a présent, si r est impair ,

r P
£ (s, -E s >0 .

Si g est égal a r/2, soit i1 y a r/2 facteurs Ai composés de deux g, soit il
y a au moins un facteur A; composé d'un et un seul 8, et dans ce cas, en vertu
du lemme 3

n-L_ ,,tr/2 r/2
r/2 1 _0(n’'7) 1, P
r/2 ) nr‘?ZﬂE A] Ar'/2 - n|r'/2 °1P(n) — 0.

S$'il y a r/2 facteurs Ai composés de deux ag, on a par hypothése :
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n-L_,,+r/2
r/2 i
( r/2 )lﬁ A] Ar‘/2 ———>1Ea.|a]+A] .l‘Ea]a]Mz .l!Ea]a]Mr/2 .

Dés lors, pour r pair , on a

r P r!
E /s, -E s = (772 1T, T, T

0<al, 82, .47/ 2¢q-1 m’

IE 1 ...‘Ea]a

a,a
1 1+A 1+Ar/2
IEa%

_ ril
"(7'2')"'|r il — +1Ea1a2+...+IEa]aq1

- r! 2 r/2
= W IEa] + 2]lZa]a2 + ...+ 21Ea1aq]
r!

r

r/2

i 4r/2)!2”72 °

ce qui termine la démonstration puisque les moments d'ordre pair d'une varia-
I

ble normale réduite sont donnés par “‘"'lh‘?ﬁﬂf .
(r/2)! 2
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