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Séminaire BRELOT-CHOQIET-DENY . 19-01
(Théorie du Potentiel)
lle annde, 1966/67, n°® 19 8 juin 1967

Y !
APPLICATIONS DU THEOREME DE DUALITE
EN THEORIE DU POTENTIEL

par Mekoto OHTSUKA

1. Théoréme de dualité.

On commence avec le théoréme de dualité dans un espace topologique localement

convexe (voir [1] et [2] pour ce théordme).

Seient X et Y des espaces topologiques localement convexes, et soient X' et
Y! les espaces définis par les formes lindaires continues sur X et Y respecti-
vement ; on n'a besoin de considérer aucune topologie sur X' et Y! . La valeur
x'(x) sera notéde (x , x') . Un sous—ensemble C © X est appelé un c8ne convexe,

>0 entrafnent o, x, + o, x. € C . Définissons le

si xl y X, € C et al ’ a2 > 15 s %5

2
dual C* par

¢t fx, Xt (x, x') >0 pour tout x e C} .

Evidemment, c'est un cBne convexe dans X' . De la méme manidre, définissons

y y ¥') , les cbnes convexes dans Y et ses cbnes convexes duals dans Y' .

Soit ¢ wune application linéaire continue de X dans Y . Alors il existe une

application duale &' de Y'!' dans X' qui est linéaire et satisfait a

(@x , y') = <(x, 3'y") pour tous x € X et y' eY' ,

THEOREME 1 (Théordme de dualité). - Soient & une application linéaire continue

de X dans Y, C<SX et DY des clnes convexes, a' €X' et b eY . Sup-

posons qu'il existe ¢ € C tel que b - § soit un point intérieur de D . Si la

valeur
M=sup{(x, a'); x€C, b= 3x € D}

est finie, il existe yé €D tel que @’yé -al el et

M= (b, vy =nin{C®,y"); y'ed, ay'-aecy .

2. Premiére agglication.

Pour simplifier les discussions, nous nous plagons dans R3 , dans tout ce qui
suit. Soient X 1'espase métrique des fonctions boréliennes bornées dans R’ , mu-

ni de la distance sup|f - g| pour £, ge X, et C le sous-ensemble formé par
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les fonctions non négatives. Soient Y =X et D = C . Désignons par XO = YO le
sous-ensemble de X dont les fonctions sont continues et tendent vers zéro am point
a 1'infini.

Soit A wune mesure de Radon non négative de masse totale finie, telle que le po-

tentiel newtonien

vM(p) = [ = arn(qQ)
PQ
appartienne 3 XO . Définissons &f pour f € X par

s(p) = J L £(q) an(Q .
PQ
Si 0L EfEM<w dans R’ , MU)\(P) = of(P) + f ot - £(Q)) dr(Q) , et donc

3f appartient a XO . C'est le mlme pour toute f € X, parce que

f = max(f ’ 0) + min(f ’ 0) .

by

On voit que X' et Y! contiennent les mesures de Radon de signe quelconque &
variation bornée ; si o est une telle mesure, (f , o) signifiera f f do pour
chaque f € X . Pour tout y' € Y' , il existe une mesure unique de Radon o telle

que ¢, y') soit égale a I h do pourteute h €Y, . On a

£, 3'y") = (3f , y') = j‘ 3f do = fr £(Q) arn(Q) do(P) = fo an
PQ

+

pour toute f € X . Si une mesure appartient & ¢t = , elle est non négative.

Prenons A pour a' €X' et g €Y, semi-continue inférieurement avec inf g>0
pour be€ Y . Alors, pour ¢ =0, b~ % =g est un point intérieur de D . On a

le théordime suivant.

’ A
THEOREME 2, - Si la valeur

M = sup{vr fdr; £ >0, borélienne et bornée, f -_1-_-_ £(Q) arn(q) < &(®)}
PQ

v,
est finie, il existe Yo 2 0 telle que fB U 0 di 3>K(B) pour tout ensemble boré-

lien B EE

(1) M:Jgd\)o

[

= min{f gdvi; v20, <5 UY aA > A(B) pour tout ensemble borélien B} .

En effet, & cause du théordme 1, il existe y' €Y' tel que <(Ff , yé) >0 et
f farg &, 3 yo) pour toute f € C =D, et tel que
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(2) ™

(& » 747

min{{g , y') 3 &, y'") >0 et I fdrg (£, &'y') pour toute f e C}.

Etant donné y! € i , on définit une mesure non négative v uniquement par la re-

lation (£ , y') = I f dv valable pour toute f € X, . Démontrons que

&,y 24, v -
Pour toute g' € X, , <g'<g,oma (g ,wv=_(",y)<{, y'> , et done

0
(g y v) =sup (&', v) K (g, ¥') . Par conséquent, on peut remplacer y!' par v
1
dans (2). (1) est ainsi démontré.

5i, en particulier, g=1, si BO est un ensemble borélien de mesure de Lebes-
gue finie, et si A est la restriction de la mesure de Lebesgue a BO s on obtient

le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Si la valeur

%

M= sup{p(BO) s W >0, W absolfiment continue, U“.g 1 dans R

v
est finie, 11 existe Yo >0 telle que U 0 21 p. p. (preSque-partout) sur Bo

ot

M= vO(RB) = min{v(RB) s v>0, UV >1 p.p.sur BO] .

CIESIELSKI a signalé oralement qu'il avait démontré une égalité de cet espace par

une méthode probabiliste.

3. Deuxiéme applic ation.

Soit X 1'espace des mesures de Radon de signe quelconque a variation bornée

3

dens R” , muni de la distance entre o et T égale & la variation totale de

o= T « Soient BO un ensemble borélien borné dans R3 , et C 1le sous—ensemble
de X qui est formé des w € & satisfaisant & p,(R3 - BO) =0, ou & signifie
1'ensemble dos mesures de Radon non négatives d'énergie finie par rapport au noyau
newtonien. Soient S wun espace localement compact, Y 1'espace des fonctions bo-
réliennes bornées dans S , muni de la distance définie par sup|f - gl , et D 1le
sous—ensemble de Y qui consiste en toutes les fonctions non négatives. Soit

Y(P ’ Q) une fonction continue bornée dans S x R3 , telle que Y(P ’ Q) tende
vers zéro au point & 1l'infini d'Aleksandrov de S (si S n'est pas compact) uni-
formément par rapport & Q sur By . Alors o = I ¥(. , Q) do(Q) appartient 2

Y, et & est une application linéaire continue. On voit que X' contient les
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fonctions boréliennes borndes, que Y! contient les mesures de Radon de signe quel-

conque a variation bornée, que &u € YO pour chaque W € C , et que

<§’U' ’ v') = <§’U' ’ T) = <\J' ’ gty
Jd v, ) ar(@) a

., 3'y")

pour tous W €C et y' €Y', o T correspond & y'! comme dans le § 2. Chaque
fonction borélienme bornde dans C' est non négative ap. p. pe sur BO , Clest-3~

dire sauf sur un sous—ensemble de BO de capacité intérieure nulle.

Prenons, pour a' € X' , une fonction f borélienne bornée, et, pour b €Y,
une fonction g € Y semi-continue inférieurement avec inf g > O . Le théoréme 1

nous donne le théoréme suivant.

THéORéME 3, = 3i la valeur

M= Sup{f fdp: mwesdb, _p,(R3 - BO) =0, g}

est finie, il existe v, >0 satisfaisant a IY(P y o) de(P) >f 3 pe. p. p. SUT

Bo et

r
M:fgd%zﬂndfgdv; v=>0, JﬂP,.)M@);fé&.p.psm'B

.

o)

Nous allons appliquer ce théoréme & un probléme de variation de Gauss. Soient B,
un ensemble borélien borné dans R3 de capacité positive, et f wune fonction bo-

rélienne bornde. Soient & et g comme ci-dessus.

7 A
THEOREME 4. — Considérons le probléme de minimiser

I(u):fUp‘dp,-zsrfdp, ,

ol w est dans & et satisfait & u.(R3 - BO) =0 et g . Sl existe
— = = ———

* | r'd -
uw € &, satisfaisant & ces conditions, minimisant I , et donnant UM borné, il

*
existe une mesure de Radon v 2> 0 telle que

*

r #* .
£~ <o ¥(@, .) dv (P) 3 p. p. p. sur By
M* r % 3
£f=-1" = y(@, .) dv (P) B De Do s
%* 3*
g = vV P Pe -

3 #*
Inversement, si b >0 satisfait & ces trois relations avec quelque v >0 , ot

*
2 p,*(R3 - BO) =0, u minimise I(w) .
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En effet, il est facile de montrer

r H* f u* %
(- ) aqugdE=-1") @,
3 * y
pour tout W € & satisfaisant a w(r” - BO) =0 et pgg.81 £ =¢f- g "

* E *
f f dpg I f du . A cause du théordme 3, il existe v >0 telle que
3
3 #* #_ * *
J"Y(P , «) dv (P) >f = £ - UM 4 p. p. p. SUTr BO et vr f du =Ig dv .

I1 slensuit que

j & du* < f @'v* du* _ f @M* dv* . I . dv* .

N

ez . [ u* [k ¥ )
Donc, on a les égalités. Par consequent, J(f-U")du =4 &'v du , ce qui mon—

M* * %* . f * % [ #*

tre que f ~TU" = %'v W 7p. p. Aussi gw dv =v¢ gdv , et donc g =
*

v pe p. La partie inverse suit du fait que le noyau newtonien est de type positif.

*

Si la condition & < g est remplacée par I = g , mais autrement, sous la méme

hypothdse que dans le théordme 4, on trouve o de signe quelconque qui satisfait
. u,* 3¥* p‘* 3 #* 3

& £f-U" L %0 ap.pe pesur Bo et £=-U" =23'¢c W p. DPe; O =g est
la condition demandée préliminairement. A propos de ce résultat, voir [3], théoréme
2.1.
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