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Séminaire BOURBAKI
(Mars 1949)

L'HYPOTHESE DE RIEMANN
POUR IES GORPS DE FONCTIONS AIGEBRIQUES DE CARACTERISTIQUE p , II.

par Claude CHEVALIEY

Soit donnde une variété algébrique V dans un espace projectif sur un corps
algébriquement fermé L ; nous supposerons la variété V dépourvue de singulari-
tés, et nous désignerons sa dimension par n . On appelle cycle de dimension p

s

sur V toute combinaison linéaire formelle & coefficients entiers de sous-varié-
tés de dimension p de V . Si les coefficients des variétés qui interviennent

dans un oycle sons tous > 0, on dit que le oycle est positif. Les variétés qui
interviennent avec des coefficients # O dans un cycle sont appelées les campo-

santes de ce cyclse.

Si V est une courbe, les points de V correspondent d'une maniére biunivoque
aux places du corps des fonctions rationnelles sur V . Les notions de cycle de
dimension 0 sur V et de diviseur du corps des fonctions rationnelles sur V

sont donc équivalentes.

D'une maniére générale, si V est de dimension n , les cycles de dimension
n-1 sur V sont appelés diviseurs de V ., Les variétés de dimension n-1 sur
V correspondent de manidre biunivoque aux valuations du corps L(V) des fonc-
tions rationnelles sur V. dont les centres sont de dimension n-1 . On en déduit
la possibilité d‘'attacher & tout x # O de L(V) wun diviseur 9 (x) . Les divi-
seurs 0(x) forment un sous-groupe du groupe de tous les diviseurs de V ; deux
diviseurs dont la différence appartient & ce sous-groupe sont appelés équivalents.

Soient V et V' des variétés sans singularités dans des espaces projectifs.
On peut alors former une variété V x V' sans singularité dans un espace projec-
tif convenable dont les points correspondent biunivoquement aux couples (M, M!')
formés d'un point M de V et d'un point M' de V' . Ie point de V x V' qui
correspond & (M, M!') se désigne par M x M' , Soient W et W' des sous-
variétés de V et de V' , de dimensions respectives p et p' ; les points
Mx M telsque MeW et M e W' forment alors une sous-variété W x W' de
dimension p+p' de V x V' . On en déduit par lindarité la définition du cycle
X xX' si X estuncycle sw V et X' un cycle sur V',

Soit R wun corps de fonctions algébriques d'une variable sur un corps fini X
3 q éléments. Soit L une cldture algébrique de K , et soit R; 16 corps
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déduit de R par extension & L du corps de base. On peut alors former une
courbe [ sans singularité dens un espace projectif dont RL soit le corps des
fonctions rationnelles. Tout cycle de dimension 1 sur la surface I' x I est
appelé une correspondance sur I ; les courbes sur " x " sont appelées
correspondances irréductibles sur I , Si C est une correspondance irréductibls,
on dit qu'un point M' de I" correspond & un point M par la correspondance C
81 MxM estsu C. Les points Mx M' (pour Me I”) forment une courbe
sur M x " que 1'on appelle la diagonale de I = ™ , ou la correspondance
identique. Si C est une correspondance irréductible, les points M' x M tels
que M x M' € C forment une correspondance irréductible que 1'on désigne par C' ;
1'application C —» C' s'étend par linéarité aux correspondances quelconques.

On peut supposer que I est définie par un systéme d'équations & coefficients
dans K . Soit r un entier > 0, et soient Xy y e+ 5 Xy los coordonnées d'un

by T T
point M de [ , Alors le point MY de coordonndes xg y see s xﬁ est encore

un point de " , et les points M x Mqr (pour tous les Me ") forment une
correspondance irréductible Jp sur [’ . Les points d'intersection de J'r avec
la diagonale A sont les points M x M , oo M est un point de M qui & un
systéme de coordonnées formé d'éléments du corps K. algébrique de degré r sur

K . Le nombre de ces points est le nombre ¢, des places de degré 1 du corps er

(cf. 1'exposé précédent) ; c'est ce nombre qu'il faut évaluer pour démontrer
1'hypothése de Riemann. Pour ce faire on a besoin des notions relatives & 1'inter-
section des cycles d'une variété algébrique.

Utilisant les mémes notations que plus haut, soient W, et W, des sous-

et W2

variétés de V de dimensions respectives p; et p, . éupposons que W,
n'aient en commun aucune variété de dimension > P +Py=n. On peut alors
associer a w1 et a w2 in cycle d'intersection wl . w2 de dimension

P;+py-n . C'est un cycle positif dans lsquel interviennent les variétéa de
dimension Py+Py-n commnes & W, et W, et celles-la seulement. On en déduit
par linéarité la notion de cycle d'intersection Xl . X2 de deux cycles quelconques;
ce cycle n'est défini que si 1l'intersection de toute composante de X1 avec toute
composante de X2 est définie. Si X1 est de dimension 1 et X2 de dimension
n-1, le cycle Xy X, (s'il est défini) est de dimension O ; 1a scmme des coef-
ficients d'un cycle de degré O s'appelle le degré de ce cycle ; on pourra donc
parler du degré de X;.X, , qu'on désigne par deg X, +.X5) « Si de plus X, est
une courbe sans singularité, X;.X, peut étre considéré coamme un diviseur du

54



L'HYPOTHESE DE RIEMANN, Il

corps des fonctions rationnelles sur Xl ; on l'appelle le diviseur induit par

X2 sur Xl .

Considérons le cas o V= " x " . Soit X wune correspondance sur f . Si X
a des composantes de la forme M x M , on en retire une correspondance de la
forme a x I (od & est un diviseur sur " ) tel que la différence
X, = (X-a) x " n'ait plus de composante de la forme M x [ . Pour tout Mel"
1ltintersection (M x I ).Xo est alors définie et s'éerit M x X(M) , o X(M)
est un diviseur sur " . On en déduit par linéarité la définition de X(b) pour
tout diviseur b sur I . Le degré de X(M) ne dépend pas de M et se désigne
par d(X) . On pose d'(X) = d(X') . Soient X et Y des correspondances ; si
X.Y est défini, deg (X.Y) se désigne par I(X.Y) . Ce nombre ne change pas si
on remplace X et Y par des correspondances qui leur soient respectivement
équivalentes. On en déduit la possibilité de définir I(X.Y) pour des correspon-
dances X et Y quelconques. Si M € " , on voit facilement que
J.(M) = Mqr , d'od d@.) =1 , JI"(Mqr) =qdM , d'od d'(Jg,) = q" ; de plus,
les pointa d'intersection de J. avec la diagonale A interviennent avec le
coefficient 1 dans J,.A , d'od I(J,.A)=c, . la quantité 1+ q -c, est
done égale & d(Jr)+ a(J,) - I3, . 4) .

Pour toute correspondance X nous poserong o (X) = dX)+d'(X)-I(X.4) .

Soient X et Y des correspondances sur [” ., On démontre alors qu'il existe
une correspondance Z = X o Y univoquement déterminée qui posséde les propriétés
suivantes : si Pe I , ona Z(P) =X(¥Y(P)), 2Z'(P) = Y'(X'(P)) . On obtient
ainsi une loi de composition bilinéaire non commutative dans l'ensemble des

correspondances., A. WEIL a montré que 1l'on a

acXoX)2 0
pour toute correspondance X . Montrons comment ce résultat entrafne 1l'hypothése
de Riemann,

Solent x et y des entiers ; posons X = x I+ y4 , et écrivons que
o~ (X 0o X')2 0. Il est évident que Joodl= qrA ; posons k= o(4) , d'od

2 r 2
u'(eroJI")=kq x .

Si Y est une correspondance quelconque, on a évidemment Y=A=Ao Y=Y F
et la considération de l'application M x M' — M!' x M de [* x " dans lui-méme
montre que 1'on a o (Y!) = o (Y) .
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Les nombres :r(Jr od') et (Ao ‘Iz") sont donc égaux 3 1 + qr-c
I1 vient donc

T .

k q? 2 4 21 + ¢ - c)xy + k y'2 20
a'od (1 +q"-c)® (¥ ¢ , ce qui entratne déja 1'hypothbss de Riemann. De

\ plus, on peut démontrer que I(A .A)=2g-2 , si g est le genre de [ ;
le nombre k est donc égal & 2g .
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