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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1953)

TRAVAUX D'HIRZEBRUCH SUR LA TOPOLOGIE DES VARIETES

par Jean-Pierre SERRE

1. Le formalisme algébrique.

Soit A un anneau commutatif & élément unité, et Q(x) =Y Yy j_.x:" une série
formelle, 1y, ¢4 , y =1 (toutes les séries formelles considérées vérifie-
ront cette derniére condition). Si C(x) = Z ci.x:L est une autre série formelle,

on va lui associer la série :

(1) KQ(C) =Z§Zo Kj(c1 s eee s cj).x"j ,

obtenue de la fagon suivante :

Pour tout entier m , on décompose formellement 1 + CqX + aue cmxm en pro-
duit (1 + Otlx) vee (1 4+ o(mx) et on considére le produit Q(Ollx) Q(o(mx) ;
ce produit est une série formelle en x , dont les coefficients sont symétriques
en les O(i , donc peuvent étre écrits comme polynomes en les fonctions symétri-
ques élémentaires Cls wee s Cp

Q( Ollx) Q(0<mx) =3 ?;O Kj,m(cl s eve s cm).x‘] .

On voit tout de suite que les K. n sont indépendants de m dés que m>j ,
b
et on les note Kj . La série (1) est donc bien définie.

PROPRIETES des Kj . — Ce sont des polynomes isobares de poids j en les )
chaque s étant affecté du poids i . En particulier Kj ne contient que

17t Gy

L'opération C — KQ(C) est multiplicative, i.e. KQ(C.D) = KQ(C).KQ(D) ,
si C et D sont deux séries formelles (commengant par 1, comme toujours).

c

La connaissance de KQ détermine Q car I(Q(l +x) =Q(x) .

EXEMPLES.
1.1, - Q(x) =1 +x donne Kj = oy
1.2, - Q(x) = "‘_xTx donne pour Kj les polynomes de Todd, notés

1-e
Tj(cl s eee cj) . On a par exemple :
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1 1,2 1
Ti=ze o e live) » Ty=gee

— -C

2 2
4= 755 (oq *ogey +3og + dopel ) .
LEMME 1. - Le coefficient de x" dans Q(x)n+1 est égal a 1 pour tout n >0,
siQkx) =x/(1-e™)
(En effet, ce coefficient est égal a

Resy [ax/(1 - e™)™*! ] = Resy [aw/(1 ~wu™1]=1

en posant u= l-¢e X )
1.3, - Qx) = _Vx donne pour K, des polynomes notés L.(p; , ... , pj):
tghVx J J

_1 ! 2 1 3
Li=gp » L= (T -p)) L3—-3—3.—5—-;(62p3—13p1p2+2p1)-

(On a noté les variables p; au lieu de ¢; parce que, dans les applications-
topologiques, elles correspondent & des classes de Pontrjagin, et non & des clas—
ses de Chern).

Le lemme suivant se démontrc comme le lemme 1 :

LEMME 2. - Le coefficient de x dans Q(x)2"!
si Q(x) = m‘bgh\/;é-.

En utilisant le théoréme de Clausen-von Staudt sur la divisibilité des nombres

est égal 3 1 pour tout n»0,

de Bernoulli, on peut démontrer :

LEMME 3. - Pour tout entier r , les polynomes p T r(p- 1) (p premier) et

P Lr(p 1)/2 (p premier # 2 ) ont des dénominateurs premiers & p .

2, L'indice d'inertie d'une variété différentiable compacte.

S8i V est une variété orientable, on sait définir (cf. [8]) ses classes de
Pontrjagin Py > Pos eev s qui sont des classes de cohomologie entiéres de dimen-
sions 4, 8, ... . Supposons que la dimension de V soit 4k , et que V soit
compacte ; alors on peut former le polynome Lk(p1 s eee s pk) qui est un multi-
ple rationnel, soit L(V) , de la classe fondamentale de V supposée orientde.
D'autre part, le cup-produit définit une forme bilindaire symétrique sur sz(V,R) 3
nous désignerons 1'indice d'inertie de cette forme (différence entre le nombre de
carrés positifs et le nombre de carrés négatifs) par I(V) . On a alors ([2],
Théoréme 3.1) :
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THEOREME 1. - Pour toute variété V , différentiable, compacte, orientée, et de

dimension divisible par 4 , on a L(V) = I(V).

(En particulier, si dim V=4, ona I(V) = p1/3 , ef. [5], [7]).

La démonstration repose de fagon essentielle sur les résultats de THOM concer-
nant les variétés bords (cf. [5]) . THOM définit 1'algdbre gradude 2 des classes
de variétds différentiables compactes orientées modulo la relation d'équivalence
du cobordisme, et montre que 1l'algébre Q' ®Q (@, corps des rationnels) est
une algébre de polynomes engendrée par les classes des espaces projectifs comple-
xes P2k(C) , k »1 ., Etendons alors les définitions de I(V) et L(V) en po-
sant I(V) =L(V) =0 si dimVZ O mod 4 . On montre que I(V) et L(V) sont
invariants par cobordisme, donc définissent des applications de QL dans Q ; de
plus ce sont des homomorphismes d'anneaux (L(V x W) = L(V), L(W) résulte de la
formule KQ(C. D) = KQ(C). KQ(D) , et du fait que les classes de Pontrjagin ra-
tionnelles vérifient un "théoréme de dualité" , cf. [1] par exemple). Donc I(V)
et L(V) définissent des homomorphismes de ()1 ®Q dans Q , et pour voir que
ces homomorphismes coincident il suffit de montrer que L(V) = I(V) 1lorsque
V= P2k(C) ; or on a évidemment I(P2k gc)) = 1 ; d'autre part on sait que le
polynome de Pontrjagin P(t) =5 _ pi.tﬂl de sz(C) est égal a
(1 + u2t4)2k+1 , ol u désigne la classe de cohomologie de dimension 2 duale
d'un hyperplan ; le fait que L(sz(C)) = 1 résulte alors du lemme 2 .

APPLICATION ([3]). - I1 n'y a pas de variété différentiable compacte V de

dimension 12, admettant pour polynome de goincaré réel le polynome 1 + t + tlz.
2.p
En effet, on awrait 1= I(V) = L(V) =——2- , ce qui est impossible puisque
37.5.7

33.5.7 n'est pas divisible par 62.

Résultat analogue pour les variétés de dimension 20,

3. Le genre de Todd.

Soit E un espace fibré de base V et de groupe structural le groupe unitaire
U(n) . Les classes de Chern Ci s eee s Cp de E sont des classes de cohomologie
entiéres de dimensions 2 , ... , 2n de la base V . On peut former les polyno-

mes Tj(c1 y eee cj) et 1'on obtient les classes de Todd du fibré E .

Ceci s'applique en particulier au cas d'une variété presque-complexe V de di-
mension 2k . La classe de cohomologie Tk(c1 s eee ck) est un multiple ration-
nel, soit T(V) , de la classe fondamentale de V . Le nombre rationnel T(V) est
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appelé genre de Todd de V .

PROPRIETES du gerre de Todd, - On a T(VxW) = T(V).T(W) , cela se voit comme
pour L(V) . Ona T(Pk(C)) = 1, car le polynome de Chern de Pk(C) est
17
(1 + ut:a)’“+1 , avec les notations du n°® 2 , et 1'on applique le lemme 1 ,

x

Les propriétés dec T(V) sont trés analogues a celles de L(V) . I1 y a cepen-
dant une différence importante : alors que le théoréme 1 montre que L(V) est un

entier, on ignore s'il en est de méme de T(V) . On a toutefois :

THEOREME 2. - ([2] , Théoréme 4.1). ~ 25 L.7(V) est un entier si dim V = 2k .

THEOREME 3. - (THOM, cité dans [3], c), Théoréme 8.3). -8 dimV=2, 40u
6 , T(V) est un entier.

Pour démontrer le théoreme 3, il suffit d'examiner le cas oi dim V=6 . On
choisit alors une variété W <V , de dimension 4 , dont la classe d'homologie
soit duale de la classe cy - En appliquant la dualité de Whitney, on voit que la
classe w2 de W est nulle, donc la classe pl(w) est divisible par 45, d'apres
un théoréme de Rokhlin. Comme pl(W) = - 2c,C, , ¢;C, est divisible par 24,

C.Q.F.D.

Genre de Todd et genre arithmétique. — Soit V une variété algébrique sans

singularités, de dimension complexe k , et soit © 1e faisceau des germes de

fonctions holomorphes sur V . Posons :

W) =5 g:g (-1)%. aimy #(v , O)

=3 gfg (—l)q.dimC {espace vectoriel des formes de le espece de
degré q g .

On démontre (cf. [4] par exemple) que T (V) est égal au genre arithmétique

de V (défini au moyen de la formule de postulation de Hilbert), et 1'on conjec-
ture que (V) = T(V) (1'galité T1(V) = T(V) a été démontré par TODD, mais

en s'appuyant sur un raisonnement insuffisant de SEVERI).

Lorsque k=1, 2, 3, on sait démontrer que (V) = T(V) (pour k=1, ce
n'est rien d'autre que la relation bilen connue entre le genre et la caractéristi~
que d'Euler-Poincaré, pour k = 2 , 3, il faut utiliser des résultats moins tri-

viaux, notamment le théoréme 1).

On sait également démontrer que TI(V) = T(V) lorsque V est une intersection

compléte d'hypersurfaces sans singularités et se coupant proprement.
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4. Les puissances réduites de Steenrod.

Soit V une variété compacte différentiable, de dimension m . Soit p un
nombre premier # 2 . Les puissances de Steenrod (cf. [1], par exemple) sont des

homomorphismes :

()’3; . H(, zp)__.\,.. wer2r (1) (y Zy) -

Supposons V orientée ; alors, si k + 2r(p - 1) =m , la dualité de Poincaré

montre qu'il existe des classes bien déterminées s;elfk(p—l)(v , Zp) telles
que :

r k
= . tout H(V, 2 .
dj;(u) s,*u  pour tout u eH (V, p)

THEOREME 4. ([2], Théoréme 2.1, voir aussi [7]) . - Les classes s; peuvent
8tre exprimées comme polynomes en les classes de Pontrjagin py de V . De fagon

précise :

I r
S, 2P +Lp(pen)/2Pr o oor Pr(p-1)/2) T4 P

le second membre ayant un sens & cause du lemme 3.

[Pour p =2, ona un résultat tout a fait analogue : les classes Ui de WU.
(6])) s'expriment en fonction des classes de Stiefel-Whitney W, par les formu-

1 < A1
les: U =2.Ti(w1,...,wi) mod 2 ] .

Le théoréme 4 se déduit sans trop de difficulté du lemme suivant :

LEMME 4. ([3], b), Théoréme 4.3). - S _ . @; (s;) =3 ‘j’io
, =
Bp j(pl 5 eee 5 D:) 5 OU les polynomes Bp 3 sont les polynomes associds & la
b

o7z ’

série Q(x) =1 + x

Le lemme 4 se démontre par une méthode analogue & celle de WU dans [6] ; on
considére la diagonale O de V x V, et on calcule de deux fagons différentes
les Gﬁ(U) , ot U désigne la classe duale de [\ dans V x V , Pour
plus de détails, voir [3], b).

Lorsque V est presque-complexe, on peut calculer les classes de Pontrjagin, Py

en fonction des classes de Chern, et le théoréme 4 donne :

THEOREME 4'. - Si V est presque-complexe, on a

r _ r
s, = P 'Tr(p—l) (c1 s aee s cr(p—l)) mod p .

Soit 2n 1la dimensionde V . On a :
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1 _ 1 _ p-1
JDP(cn-p+l) = Cnep+1°%p = Cnpel > Uy RG<psn+1),
en convenant de désigner par Y _ ug—l le polynome symétrique 3 _ ug—l taaot uﬁ'l s

exprimé au moyen des fonctions symétriques élémentaires c; = 2: Up e Uy o

Mais d'autre part, on sait exprimer les ng(ci) en fonction des ¢, , cf. [1].
En faisant r=1 et i=n-p+ 1 et comparant avec le résultat précédent,

on obtient certaines congruences entre classes de Chern ([3], ¢) , Théoréme 5.3):

THEOREME 5. - Les classes de Chern s d'une structure presque-complexe de la

variété V de dimension 2n vérifient les relations suivantes modulo P (p

premier < n+ 1) :

p-2 _ p-3 _ _
cn~p+2z uy cn-—p+32 up T+ ...ty 4Cyp-nC = O mod p .

En particulier ne = 0 mod 2, €, _1¢1 —he = 0 mod 3, ctc.
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