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Séminaire BOURBAKI
22e année, 1969/70, n° 373 Février 1970

TRAVAUX DE J. CERF (ISOTOPIE ET PSEUDO-ISOTOPIE)

par Valentin POENARU

1. Introduction.

Soit Xn une variété différentiable fermée, connexe, orientable et orientée,
de dimension n . Diff(xn) va désigner le groupe des difféomorphismes de X

qui préservent l'orientation (muni, disons de la topologie ¢ ).

Je rappelle que fo ’ f1 € Diff(Xn) sont dits isotopes s'ils sont dans la

méme composante connexe de Diff(xn) , C'est-3-dire s'il existe un F e Diff(an 1)

tel que :

a) Le diagramme suivant est commutatif

X x I ———————é X x I

\/

b) si i = 0,1, alors : F‘(Xn x i) = X, xi et FIX xi-=f

it
Cette relation d'équivalence est, en principe, trop fine pour que les métho-

des habituelles de la topologie différentielle puissent s'y appliquer directement.

D'ou l'intéret de la relation d'équivalence plus faible, pseudo-isotopie, définie

comme suit : £, £, € Diff(xn) sont pseudo-isotopes s'il existe un

F e Diff(Xn x I) avec la propriété b) ci-dessus. ( F ne préserve pas nécessai-

rement la projection sur I .)
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Tout au moins si Xn = Sn la relation de pseudo-isotopie est accessible aux
méthodes de topologie différentielle. En effet f e Diff(Sn) est pseudo-isotope

EY id(sn) si et seulement si f se prolonge en un difféomorphisme de Dn_’_1

Ceci implique que, si Dn+1 Uf Dn+1 désigne la sphére d'homotopie lisse obtenue

en recollant deux exemplaires de Dn+1 suivant le difféomorphisme

£ aDn+1 - aDn+1 , alors Dn+1 Uf Dn+1 et Dn+1 Uf Dn+1 sont difféomorphes,

si et seulement si fo » £, € Diff(sn) sont pseudo-isotopes.

D'oll l'intéret du théoréme de Cerf [2], [3] qui nous dit que sous certaines

hypothéses (sur Xn ) la pseudo-isotopie entraine l'isotopie :

THEOREME 1.- Supposons que ﬂ1(Xn) =0 et n25.Alorssi £, f € Diff(xn)

sont pseudo-isotopes, ils sont aussi isotopes.

La condition n 2 5 vient de ce que la technique de démonstration, comme on
va le voir, repose sur le théoréme de h-cobordisme ([7]). Par des méthodes tout
A fait différentes, Cerf avait déja montré que no(Diff 53) =0 ([4]). La condi-

tion n1(X) = 0 semble 2tre essentielle, d'aprés Siebenmann [6].

COROLLAIRE 1.- §£ n25, no(D1ff Sn) = ®n+1 y Ou G%+1 désigne le groupe de

Kervaire-Milnor des sphéres d'homotopie de dimension n + 1 .,

On a intérét maintenant 3 introduire le groupe des pseudo-isotopies g(xn) .

Par définition g(xn) c Diff(Xn x I) est le sous-groupe formé par les
F e Diff(xn x I) tels que F(xn x i) = X x i (si i =0,1) et

len x 0 = identité .
THEOREME 2.- Si m(X) =0 et n25, alors :

n(G(x)) = o.
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(Ceci implique tout de suite le théoréme 1, parce que les orbites de 1l'action

naturelle de E(Xn) dans Diff(Xn) seront connexes.)

COROLLAIRE 2.- Si n 26 ,

ﬂo(Diff(Dn)) = 0.

Des théorémes plus ou moins analogues aux précédents, dans le cadre linéaire-
par-morceaux, ont été démontrés par Morlet dans son Cours Peccot [5]. En fait,
Morlet montre comment le cas général (Xn x I) peut se réduire au cas "local"

(Sn x I) , dans le cadre linéaire-par-morceaux, ou différentiable. Le cas local,

dans le cadre ¢.p.m. a été déja traité, il y a longtemps, par Alexander.

Dans [5], on trouve aussi les "bonnes" conjectures sur les groupes d'homoto-
pie supérieurs des groupes de difféomorphismes ainsi que la démonstration du fait
que ces conjectures sont équivalentes 3 d'autres, portant seulement sur les grou-

pes d'homotopie de PL(n) .

Idée de la démonstration.

On considére F(Xn) = E_‘.C:C”(Xn x I,I) , espace des fonctions c sur

X x I avaleursdans I , telles que si f e F, on ait f(Xn x i) =i (i=0,1).

Dans F , on considére le "point-base" me F , ou :

Xn % I ™ = projection I

Enfin, G = g(xn) opére sur F , par :
g.f:fog .

On va considérer l'orbite (notée E ) de m pour les opérations de G dans

I

E n'est autre que l'espace des fonctions sans singularités.
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Pour montrer que no(g) =0, il suffit de montrer que
(1) by (E) = 0.
o'\2
[En effet, on considére le sous-groupe H € G formé des g e G tels que
g.m =1 . L'espace H est contractile et 1l'espace homogéne g/li s'identifie

3 E . On a un homéomorphisme G =E x H ... .]

Vu que F est contractile, (1) est équivalent

(2) TT1 (E! E.) = 0.

L'idée de Cerf, pour prouver (2) est la suivante. Si W est un cobordisme
reliant V_ et V, , les espaces ECFC c”(W,I) peuvent stre définis ( E =
espace des fonctions sans singularités, donc E_;-( }Zf si et seulement si

W=VOxI=V1xI)-

Le théoréme de h-cobordisme de Smale ([7]), nous dit justement que, sous
les hypothéses des théorémes 1 et 2, E ;! ;zf et, en fait, la démonstration donne
un procédé plus ou moins '"canonique" pour relier un élément f € F , par un che-
min différentiable, avec un élément de E (ﬁo(F yE) = 0) .

On essaie de montrer (2) en "mettant un paramétre 3 la démonstration de

Smale".

2. Généralités sur l'espace F .,

-]
On va considérer l'espace F C C (Xn x I,I) de tout 3 l'heure et le sous-
espace Eo C F constitué par les fonctions génériques (c'est-jy-dire les fonc-
tions qui ne possédent que des singularités non dégénérées, et telles que les

valeurs critiques séparent les points critiques). Eo est un ouvert partout

dense de F .
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Dans F - F , on considére deux sous-ensembles disjoints, E; F1 définis

’ _ﬁ ?
comme suit :
tous les points critiques, sauf un qui est du type
2 2 2 3
x1 coe xh + x)\+1 + eoe + xn_1 + xn , sont non-

dégénérés, et les valeurs critiques séparent les points

critiques.

tous les points critiques sont non-dégénérés, il y a une

f e g; © ¢ Vvaleur critique correspondant 3 exactement deux points

critiques, le reste ne correspondant qu'j une seule.

Par définition Ej = EL U E; . C'est un ouvert dense de F - E? . I1 est (une

"sous-variété") de codimension 1 dans F (chaque x e Eﬂ posséde un voisinage
ouvert W dans F et une rétraction r : W - W N Eﬁ telle qu'on ait un dia-

gramme commutatif :

W ——> (WNE)x (-=,e)
lr pr.
1 1
. .
VNE - Wwne)

Les fléches horizontales sont des difféomorphismes). F - (E? U E?) est de codi-
mension 2 ce qui implique que
(o] 1
m(E- EUE)) - m(F)

est une bijection pour i = 0 et une surjection pour i =1 .

Un chemin différentiable g : I - F est dit "générique" si
(1) g(0) , g(1) e E°
(ii) (1) cF° U F'
(iii) g coupe gﬂ transversalement. (Donc, en particulier 9—1(§g) C 1 est

fini.)



160

I1 est clair que n1(E, E) est engendré par des lacets génériques.

Si g: I - F est un chemin générique, on lui attache le sous-ensemble
I'(g) €I x I défini par :
IxIe(t,y)el(g) ® y est une valeur critique de g(t) € F .
On s'intéresse 3 la projection sur le premier facteur :
(tyy) eT(g) eI xI » I3t .

Au voisinage d'un t & g_1(E1) , T'(g) a l'allure d'une collection finie

de "graphes" disjoints ; au voisinage

ESNESREINE]

td g (E) teg(F
teg (Ea)
d'un teg (EB) c'est toujours des graphes, disjoints, sauf deux qui s'entrecou-
pent. Si t e 9—1(§d) une paire de graphes (donc de singularités !) est créée ou
tuée. Les points "non singuliers" de F(g) correspondent exactement aux singula-

rités non-dégénérées (de g(t) ) qui séparent les valeurs critiques...

I'(g) sera appelé le graphe (de Cerf) du chemin générique g

Un morceau connexe de TI'(g) qui a l'allure d'un graphe s'appellera une

branche. Puisque cela correspond 3 une certaine singularité non-dégénérée, (trans-
formée 'tontinGment") on peut attacher un indice (1e nombre des termes négatifs de

la forme quadratique) a chaque branche. Les branches naissent, s'entrecroisent et

meurent.
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Une premiére étape de la démonstration consiste 3 voir dans quelle mesure des
opérations géométriques "élémentaires" sur T'(g) €I x I correspondent 3 des dé-
formations de chemins effectivement réalisables au niveau de l'espace fonctionnel

F . Je donne quelques exemples de ce dgenre de lemmes.

Le lemme de croisement. Supposons que l'on ait un chemin générique g , dont

le graphe TI'(g) contient deux nappes consécutives qui s'entrecroisent comme ci-
dessous :

< <
tO t1 t2

indice = A

indice !

Si A > A\' , alors on peut déformer g en un chemin qui correspond 3 la déforma-

tion de T(g) décrite ci-dessous :

Si n25, 3<)\A=N<n-3 et n1(xo) =0, "il y a une obstruction dans 2

pour déformer g ",

On va regarder ce lemme d'un peu plus prés. On considére la fonction généri-
que g(t1) et 1'espace C formé par les chemins B : I - F tels que
B(o) = g(t1) , B[0,1) € F° et B(1) e E; (correspondant & un croisement de

singularités d'indices A et A' ).
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Notre probléme de déformation de tout 3 1l'heure se réduit au probléme suivant :

g[t1,to] , g[t1,t2] € C sont-ils dans la méme composante connexe ?

Cerf démontre que, si A > \' , alors ﬂo(g) =0 et, si A= A" (avec les
conditions de 1'énoncé ci-dessus), alors no(g) = Z . Comme ce dernier isomorphisme

est trés important pour la suite, je vais indiquer briévement d'ou il provient.

Soient < et c les deux singularités d'indice \ de g(t1) que 1l'on

2

doit croiser. On suppose que

Y1 = g(t1)(c1) > g(t1)(C2) = Y2 .
1,1tV -1
Soient V, = g(t1) (——?;——) et V, = g(t1) (ye - €) . Nos hypothéses

nous disent que V \i sont, simplement connexes, Soit

17 2

-1 Yi Y
w12=g(t1) [Yz_ei—z—] .

C est essentiellement la méme chose que 1l'espace des nappes descendantes

de S qui descendent jusqu'i V2 sans toucher Cy -
1
nappe descendante de «c, (de dim = 1)
Vi
w12
V2

La partie de la nappe descendante, au-dessus de V1 , est essentiellement
unique. Donc, la "différence" de deux nappes est un cycle singulier de dimension

A de W12 rel V2 .

Si 1l'on choisit une nappe descendante "point de base de C ", on a une appli-
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cation :
To(Q) ~ H\Wy,, V) =z
Sous les conditions décrites plus haut, on montre que c'est un isomorphisme.

Je vais indiquer trés briévement deux autres lemmes du méme genre. On aura
toujours n 2 5 et les singularités qui vont intervenir dans les énoncés vont

reposer sur une surface de niveau simplement connexe.

Le lemme de la queue d'aronde nous dit que, si 1 < i <n - 4, la déformation

de TI'(g) décrite par les dessins

i+1 i+

i

est effectivement réalisable,

Le lemme de l'unicité des morts nous dit qu'on peut effacer de I'(g) wun mor-

ceau comme ci-dessous :
i+
i
Il y a d'autres lemmes du méme genre, qu'on ne va pas donner ici. Voir [2,3] pour

plus de détails.
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3. L'espace Ei
On va décrire maintenant une partie de F qui sera trés importante pour la
suite :
FD Fi n = fonctions avec points critiques non-dégénérés, possédant exacte-
’
ment n points d'indice i et n d'indice i + 1 , telles que si c , c' sont

deux points critiques de f :

(indice(c) - indice(c"))(£(c) - £(c')) > 0.

On va définir aussi les sous-espaces de codimension 1 : Fi o CF qui "séparent"
, ’

F. de F. ; par définition f € F, si f posséde comme singularités
i,n i,n+1 i,njo

un "point de naissance" ¢ d'indice (i, i+1) , n points non-dégénérés d'indice

i+ 1 A des niveaux supérieurs 3 ¢ et n points non-dégénérés d'indice i 3

des niveaux inférieurs 3 c .
Par définition Ei CF est l'ouvert

B o= L (FinYFine) -

PROPOSITION 1. Ei est connexe.,

La démonstration se fait 3 1l'aide des lemmes de déformation mentionnés 3 1la

fin du précédent paragraphe.

L'idée est de considérer deux éléments de Ei , de les joindre par un chemin
générique g dans F (ce qui est possible puisque F est connexe), puis, 3 l'aide
des lemmes du paragraphe précédent, de déformer g de telle fagon qu'il soit

ramené dans Ei . C'est clair que si 1l'on dispose d'assez de lemmes de déformation

ce sera toujours possible...

On va définir une stratification "naturelle" de Ei (en fait, Cerf définit
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aussi une stratification pour F qui va induire celle donnée par nous, ici). Je
rappelle que, si E est un espace topologique, une décomposition

U een UE, oo, Einsj=¢ (1 £3)

est dite une stratification si chaque EO ] E1 U...U E‘.i C E est un ouvert. On

E=E UE
o

a des notions évidentes de morphisme stratifié, stratification induite et strati-

fication produit. Ei s'appelle la i-iéme strate.

On va attacher 3 tout espace stratifié un complexe simplicial, le nerf (de

la stratification). On commence par considérer 1l'ensemble :

E = no(Eo) u nO(E1) U oo
( no(X) = ensemble des composantes comnexes par arcs de X ). Sur E on a une

relation d'ordre (<)

si AeBeE : A 2 B @« A D B,

Les sommets du nerf seront les éléments de E et ses i-simplexes des parties de
i + 1 éléments, totalement ordonnées.Par exemple, si E est un complexe simpli-

cial (stratifié par la triangulation), le nerf est la premiére sous-division

barycentrique.

On va considérer dans Rn la stratification "symétrique" définie A 1l'aide
de toutes les diagonales X = x‘j . Dans Rn x Rn on va considérer la stratifi-

cation produit. Si f € Fi nton peut numéroter les points critiques de f ,
’

d'indices i et i 4+ 1 '

» CqreessC n

n c{,...,c . On peut garder la méme numé-

rotation dans un petit voisinage f € Nf c Fi n Ceci nous donne une application

’
®
Nf —_T Rn x Rn
définie par o(f) = (f(c1),...,f(cn); f(c{),...,f(cg)) . La stratification de

Rn x Rn induit une stratification de Nf , qui est indépendante du choix de la

numérotation. On a donc une stratification globale de Fi
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F, = F _UF _U...
i,n i,n i,n
o o 1 1
ou Fi,n =F N Fi,n ’ Fi,n = Eﬁ n Fi,n yees o

Le nerf de la stratification de Fi n sera désigné par Qi n
’ ?

On a aussi une stratification de Ei qui est obtenue, essentiellement, en

"prolongeant, par continuité," les strates des F. n au-dessus des parois
’

e Le nerf Qi de la stratification de F, peut gtre décrit comme suit :
5%

Considérons l'opération qui consiste 3 ajouter une paire de points critiques

d'indices i et 1+ 1 , qui s'entretuent, 3 des niveaux intermédiaires entre les

points d'indices i et i + 1 , 3 une fonction f € Fi n Ceci nous définit une

’
. . . .
application (qu1 n'est pas un1voque) Fi,n - Fi,n+‘

1'aide de certains des lemmes sur les ['(g) ("le lemme d'unicité des naissances

, mais on peut montrer, 3

et des morts") que ca induit une inclusion bien définie

$. — &,
i,n i,n+1
PROPOSITION 2.- @i , nerf de Ei , est isomorphe 3 la réunion des "mapping-
cylinders" des inclusions §. — .
i,n i,n+1
$.
i,o
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4. Le choix d'une variété de niveau intermédiaire.

Sans perdre la généralité, on peut supposer que, si f € Fi n? %» est va-

’
leur réguliére de f et sépare les valeurs critiques d'indice i des valeurs
critiques d'indice i + 1 . Soit M C Xn x I une sous-variété fermée, connexe,

de dimension n , qui sépare Xn x 0 de Xn x 1 . M sera l'espace des M ;

on a une fibration F, =~ — M obtenue en associant £ () a £ . soit Py
’
la fibre de M . EM est ainsi stratifiée, son nerf sera désigné par @&

M
On considére Il = no(DiffM(X x 1)) (difféomorphismes qui préservent M ).

I opére dans @M et QM/H R’Qi,n . (En général, quand on a une fibration

F,CE - B compatible avec des stratifications, E(FX)/h1(B,n) = N(E) ou

N = 1le nerf, e.a.d.s..)

c 2az 35 = 2 N +
La variété intermédiaire M décompose X x I en deux cobordismes W

et WM :

X x 1

=+

/’tT"\\\\\\\5-__‘////f‘—“\\\\\\ > X x I
Yy

Xx O

On consideére E; les fonctions sur W; ayant seulement n singularités

non-dégénérées d'indice i + 1 , et de méme E; les fonctions sur W; ayant

seulement n singularités non-dégénérées d'indice i . Q; et @; seront les
. + -
fs r tifs. On = d

nerfs respectifs. On a QM @M x QM , donc

+ -
Qi,n = QM x QM /1 .
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5. Le complexe algébrique gn .
On remarque que

HJ.(W;;,M):O si jAi+1 et H (W;I,M)=Z+...+Z .

i+l
\-———V——d
n fois
. + . ' + 2
si f e Fy (ou a Fy ), on dira qu'une base de Hi+1(wM , M) est adaptée 3 f

si elle est définie par les classes fondamentales d'une famille de nappes descen-
dantes relatives aux points critiques c1,...,cn ordonnés de telle maniére que

f(c1) 2 f(ce) 2 .2 f(cn)

X x 1

[on rappelle que 1'on obtient f—1(—°° ,(f(ci) + €)) & partir de

f_1(—w ,(f(ci) - €)) , homotopiquement parlant, en ajoutant une cellule de dimen-
sion i + 1 .] Si j'introduis une métrique riemannienne sur W; cette cellule est
définie par la variété instable (= nappe descendante) au point critique 5 du

systéme dynamique (grad f).

Pour préciser les idées, on va choisir une base de H. 1(W;I , M) une fois
i+

pour toutes
) ( )
i41 M’ °
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Alors, & tout f € g; correspond un sous-ensemble de GL(n,Z) qui consiste en

toutes les matrices ¢; o ¢ ou ¢ définit une base adaptée. Ce sont les ma-

trices adaptées 3 f .

Soit Tn c GL(n,Z) le sous-groupe des matrices triangulaires

/// 0

il

et soit s, ¢ GL(n,Z) 1les permutations.

) + +10

Si £ e F, est tel que f(c1) > f(c2) > .. > f(cn) (£ e (EM) ) alors,
1l'ensemble des matrices adaptées 4 f est du type 9T, (g € GL(n,Z) est matrice
adaptée). Si f(c1) = f(c2) = ..., il est du type gS . En général, c'est une

classe adjacente correspondant 3 un sous-groupe de matrices du type

o\ °
/]

70

S TIN -

On a donc, de toute fagon, une application (Q;)o - Gn/Tn (Gn = GL(n,Z)) . On
voudrait définir un complexe gn , de o-squelette Gn/Tn et une application
@; - gn qui, pour les o-squelettes, soit 1l'application définie plus haut. Ceci

nous raméne 3 des notions connues depuis longtemps par les algébristes.

Le complexe §n . Le groupe Sn va opérer sur Rn (é gauche) par

) .

S(x1,...,xn) = (x -1 yeeey X

s s (n)

Je considére aussi les générateurs :
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( Sqreee1S, engendrent S ).

Je considére dans R le simplexe A défini par xj 20, Z xj =1.
Clairement §  laisse A invariant (globalement). On considére la premiére
sous-division barycentrique de A (notée A') et on désigne par X 1le

C.W.-complexe dual de A' - 34A' .

o-squelette de K

Soit b 1le barycentre du simplexe de A' (de dimension n-1) défini par
x, 2 X, 2 ...2x .0naune bijection B : s, = k° définie par B(s) = s.b .
Pour tout J < (1,...,n - 1) , on va désigner par SJ le sous-groupe de s,

engendré par les générateurs (canoniques) si i e J . Par B , les s.S; (s e Sn)

correspondent exactement aux o-squelettes des cellules de K .
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Par définition S est K o ° est identifié 3 S_ par B . On peut
utiliser S = pour fabriquer un complexe (cellulaire) c, (de o-squelette

Gn/Tn)’ comme suit : essentiellement, on commence par Gn/sn qui est le o-

squelette d'une infinité d'exemplaires de §n (un pour chaque classe adjacente).

En divisant par Tn , on obtient un complexe connexe gn .

[Pour voir que tout cela marche, on procéde en fait comme suit :

Pour chaque g € Gn , On a une application xg : Sn - Gn/'Tn ou

xs(s) = {gs} . Xg est injective car T NS =e . Les Xg définissent des

cartes xg(§n) de gn . I1 faut vérifier qu'elles se recollent bien. On montre

que X;1 ° xg est (sur son ensemble de définition) une translation 3 gauche de
2 1

Sn . Ceci résulte du fait que Sn - TA\QH/Tn est une injection (ce qui peut

2tre prouvé directement, ou déduit d'un résultat de Bruhat [1], qui dit que

S, & T(n,R) \GL(n,R) /T(n,R) .) Pour en déduire que x;1 ° Xg st une trans-
2 1

lation de Sn y On commence par remarquer que c'est trivialement vrai si 1l'ensem-

ble de définition de x;1 ° xg est ﬁ . Supposons donc qu'il y a s, € Sn ’
1

s, € S , te Tn tels que g1s1t = 9252 . On remarque que

_ ' v ' . v _
Xg 52(5) = xg s (s') » 915y5t" = g,5,5 (pour un certain t' e Tn) ® st' = ts' ,

2 171 !

on a, d'aprés le corollaire du théoréme de Bruhat mentionné plus haut, que

-1 . . s
s =s' , donc ¥ ° X = identité (sur son ensemble de définition),
925 915

e.a.d.s. .]

La connexité de C_ résulte du fait que S_U T engendre G_ .
-n n n n

. . . . +
En utilisant les matrices adaptées, on peut définir un morphisme QM - C

qui coincide pour les o-squelettes avec (é;)o - Gn/Tn .
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o . + .
En utilisant le lemme des croisements, on montre que QM - gn est surjec-

tif et qu'en fait c'est un revétement.

En traitant W; de la m2me maniére que W (mais en utilisant les nappes

M
ascendantes), on a aussi un morphisme §; - C ; donc
T P
= c .
®y By x fy ——— Cx Gy

On remarque que Il

nb(lefM(X x 1)) opére sur C,x C, comme suit : On a des

homomorphismes

. +
/ﬁo(lef W) - G
I
\‘ N -
no(lef wM) > G

. ., +
action (linéaire) sur Hi+1(WM , M)

action (linéaire) sur Hn_i(wM , M)

et G opére naturellement sur C .
n -

2 . + 2 ps s
Les opérations de [I dans QM x QM (définies au § 4) et dans C, x C  sont

compatibles avec p .

. s + -
En choisissant les bases initiales de Hi+1(wM , M) et Hn—i(wM s M) en dua-

1ité de Poincaré, le o-squelette de gn x gn//Gn = én sera ’I‘n\Gn/Tn .
Puisque tout commute avec [l , on a une application

3.
i,n

+ -1
Byx 8 /I~ C oxC/T = & .
PROPOSITION 3.-a) II » ﬁébiff W;) - Gn est surjectif.

b) &, - A est un revétement.
“n

(La partie a) est assez facile ; b) se démontre en utilisant les lemmes de
déformation. En particulier 1l'invariant (dans Z) du lemme de croisement joue ici

un r8le essentiel.)
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6. Fin de la démonstration.

On regarde le diagramme commutatif

$. < &, — .. &~ B,
i1 i
{ i

< A > ... & 1imA,

. -o =1 =Jj
ou chaque fléche verticale est un revétement. On sait que @i est connexe (propo-

sition 1).
Si 1'on réussit 3 montrer que chaque revétement Qi a = én est trivial,
’

on a fini, parce que le fait que Qi est connexe, nous donne alors, pour chaque

o
3 3 = . =0
n , un isomorphisme Qi, - A , Donc ﬂo(Fi, ) T \G /T Pour n , on

déduit que F<i) o = E est connexe ...
’
On va esquisser la démonstration du fait que Qi a " é'n est trivial. On
?
considére le complexe gn x gn . Soit e e G, 1la matrice identité et e € C .
son image. Soit E Ce x e 1'orbite de (e,e) . (On rappelle que G, opére

sur e x e .) Soit aussi
n n

.

-
— —* s ees s et e

Teeononsnosee | 141

et A € Z un entier arbitraire. On peut montrer que, dans g-n x _C_n , les paires

suivantes de sommets sont adjacentes (sont le bord d'une cellule de dimension 1 ,
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exactement) :

.. SO x .
(e,e) et (tj sj,e) ; ('cj s.,&) et (t%s.,s.)

. . /N o
(Sj ,e) et (tj sy e) .
— . —_ . ..
De plus, (tg‘ s sj) et (tj s e) sont dans l'orbite E, de (e,8) .

Le lemme algébrique: m, (gn x C En) est engendré par les G -orbites des

lacets relatifs

. . U SO
Yi,)\ = [(eve) ’ (tJ ije) ’ (tJ Sj’sj)]
éj = [(e,e) , ('cj Sy &)]
CJ = [(é’é) ’ (;J [ é) ’ (q?\] ’ é)] .

On considére maintenant

+ - + -
QMXQM - §Mx§M/ﬂ=§.

S x Cu -

On peut montrer que chacun des lacets décrits plus haut se reléve, dans
Q; x Q}_'I , de telle maniére que 1l'image dans Qi soit un lacet fermé ! (ceci
’

implique (presque) la trivialité de @i - A ). Pour faire cela, il faut

commencer par remarquer qu'une fonction f e Fi est au-dessus de (é,é) si

ses singularités se tuent deux 3 deux. En reprendant les définitions du complexe

' x & , on peut montrer qu'un chemin qui reléve, disons §. a le graphe de
M M ’ grap.

Cerf du type
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anses qui s'entretuent.

&

Par le lemme de cancellation et le lemme de la queue d'aronde, on le déforme suc-

cessivement en

— = =

et

> <

Par le lemme "d'unicité des naissances", on est ramené 3
’

ce qui finit la démonstration !
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