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COHOMOLOGIE DE CERTAINS GROUPES DISCRETS ET LAPLACIEN P-ADIQUE

[d’après H. GARLAND]

par Armand BOREL

Séminaire BOURBAKI 437-01

26e année, 1973/74, n° 437 Novembre 1973

Les résultats principaux de j~7] concernent la nullité, en certaines dimensions,

du r-ième groupe de cohomologie Hr(r ; M) d’un sous-groupe discret r d’un groupe

simple p-adique G(K) , (K corps p-adique), qui est co-compact (i.e. G(K)/r

compact), pour la cohomologie à coefficients dans un r-module unitaire de dimen-

sion finie M , (par exemple la cohomologie réelle). Cette cohomologie s’identifie à

celle d’un complexe cellulaire fini, le quotient par r de l’immeuble de Bruhat-Tits

T [5] du revêtement simplement connexe G de G , ou encore à un espace de for-

mes harmoniques (au sens combinatoire), et les démonstrations se divisent en gros en

deux parties

(1) Réduction à un problème local. On montre que si certaines valeurs propres

du laplacien combinatoire sur le "link" d’un simplexe quelconque de dimension donnée

 r de T sont suffisamment grandes, alors H (r; M) =0 , (1 1 . r  dim T) .

(2) Estimation de la plus petite des valeurs propres entrant en ligne de compte.

La première partie peut en fait s’exposer pour un complexe simplicial fini

presque quelconque, ce qui est fait au § 1. On en tire une première forme des théo-

rèmes de nullité (1.5, 1.6), qui est généralisée au § 2 et appliquée à r au § 3.

La deuxième partie est un problème sur des immeubles de systèmes de Tits finis,

complètement résolu en dimension un, mais loin de l’être en général. Les §§ 4, 5

exposent les résultats obtenus par Garland sur cette question, qui permettent de

montrer (6.1) l’existence d’un entier N , , ne dépendant que du K-rang i de G ,



tel que H (r ; M) = 0 pour 0  r  1 si le corps résiduel de K a au moins N

éléments (hypothèse que l’on espère bien être superflue, suivant une conjecture

de Serre qui a été le point de départ de ~7~).

En revanche, le groupe R) n’est pas nul en général (7.3). On verra

(7.2) que si G est simplement connexe, sa dimension est égale à la multiplicité

de la représentation spéciale de G(K) dans 

Ces résultats et, dans une certaine mesure, leurs démonstrations, présentent

une analogie assez frappante avec ceux de Y. Matsushima [12] concernant la cohomo-

logie réelle de sous-groupes discrets co-compacts d’un groupe de Lie réel simple

non-compact H, (connexe, à centre fini pour simplifier). Matsushima associe à

H un entier 0 tel que H~(r ; R) s’identifie à la cohomologie relative

de l’algèbre de Lie de H modulo celle d’un sous-groupe compact maximal L de

H au moins jusqu’en dimension m(H) , quel que soit le sous-groupe discret co-

compact r de H. La constante m(H) se détermine à partir de la plus petite

valeur propre d’un opérateur auto-adjoint associé à la courbure riemannienne de

l’espace riemannien symétrique H/L . Les laplaciens locaux intervenant dans (1)

ci-dessus sur l’immeuble T jouent donc un rôle analogue à celui de la courbure

de H/L, ce qui a conduit Garland à les baptiser "courbure p-adique".

Le théorème de Matsushima peut aussi s’exprimer en disant que sur H/L , toute

forme harmonique r-invariante de degré £ m(H) est H-invariante. Il en est en

somme de même pour celui de Garland, car on voit facilement que sur T , toute

forme harmonique G(K)-invariante de dimension / 0 est nulle (4.2 (1)).

Les théorèmes de nullité valent aussi pour r non nécessairement co-compact,

à condition de remplacer Hr(r ; M) par un espace de formes harmoniques de carré

intégrable convenable ( cf . 2.2, 3.5, 6.1 ) . Lorsqu’ils sont valables, ils montrent



en particulier que toute r-forme harmonique de carré intégrable sur T est nulle

si r ~ 0 , i , ce qui devrait aussi être vrai sans hypothèse sur le corps résiduel.

§ 1. Formes harmoniques sur un complexe simplicial fini

1.1. Soit X un complexe simplicial fini, satisfaisant à la condition :

C 1. Tout simplexe de X est face d’un simplexe de dimension i = dim X .

On note X(r) l’ensemble des simplexes de dimension r de X et, pour

s E X(r) , on note cx(s) ou c(s) le nombre de simplexes de dimension i con-

tenant s . Il est élémentaire que l’on a

L’espace R) ou Cr des cochaines réelles de degré r de X sera

muni du produit scalaire

Soient d l’opérateur cobord sur X , le système de coefficients d’in- .

cidence le définissant, et 0 l’adjoint de d par rapport au produit scalaire (2).

On a donc, pour f E Cr , s E X(r - 1) , u E X(r + 1)

Soient 0394 = d.à + à.d le laplacien de X et A + = 5.d . Un élément f E Cr est

harmonique si I1f - 0 , ce qui équivaut à df = 5f = 0 . Soit Er = R)

l’espace des formes harmoniques de degré r . On a la décomposition orthogonale

"de Hodge" :



La décomposition (5) est stable par A , qui est auto-adjoint ~ 0 , et > 0

sur + . On note B la valeur propre minimale de 0394 sur 
1

(0 s r  ~) . . Notons que sur on a ~ = a+ et que + .

Par suite, kr(X) est aussi la plus petite valeur propre strictement positive de

A sur C . Evidemment, kr(X) est invariant par changement d’orientation des

simplexes de X , i.e. par changement du système des coefficients d’incidence.

Par convention, kr(X) = si (0) .
1.2. Si s est un simplexe de X , on note St s l’étoile (fermée) de s ,

sous-complexe formé des simplexes de X contenant s , et Lk s le "link" de s ,

réunion des faces de St s ne rencontrant pas s . Ce dernier est un sous-

complexe de dimension £ - dim s - 1 , satisfaisant aussi à C 1.

Si P est un sommet de X , soit p la transformation linéaire de C défi-

nie par

1.3. LEMME.- Pour tout f E Cr ( 1 S r ~ dim 3:) , on a

Soient t E X(r T 1 ) et P un sommet de t . Par définition



où s est la face de t de dimension r ne contenant pas P . On en tire

Comme (Àf,f) = (df,df) = Z c(t) df(t) , cela entraîne
t

(t E X(r + 1) , , s E X(r) , P E X(0~?. La première somme est égale à

et 1 .1 ( 1 ) montre que la deuxième est égale à (,~ - r) . (f,f) .

1.4 LEMME.- Soient r ~ 1 , f E Cr n ker à , P E X( 0) . On suppose que

est le i-ème groupe de cohomologie réduit : H = H si i ~ 1 , et

HO = H?) .]

Pour m ~ 1 et h E C (x) , désignons par h 
o 

la cochaine de degré m - 1

sur Lk P définie par

Si do est l’opérateur cobord sur Lk P , défini à l’aide des coefficients

le dernier produit scalaire étant aussi défini par 1.1(2), mais sur Lk P .



Plaçons-nous maintenant sous les hypothèses du lemme. Montrons tout d’abord

1.4 entraîne que pour tout P E X( 4~ . (1) résulte

alors de 1.3, compte tenu de 1.2(1).

1.6. Le théorème précédent est, dans le présent contexte, la "fundamental

estimate" de [7 : § 5]. Si r ~ 2 et si les links des sommets de Lk P , (autrement

dit les links des 1-simplexes de X contenant P ) sont acycliques en dimension

r - 2 , on peut appliquer le théorème à Lk P pour estimer kr 1 (Lk P) à l’aide

de mr P) , donc, en définitive, pour estimer à l’aide des kr s) ,



(s E X(1)) et ainsi de suite. Par une récurrence sans difficulté, laissée au lec-

teur, on démontre ainsi :

La plus forte de ces conditions correspond donc à j = r ; elle porte sur

des sous-complexes de dimension t - r et s’écrit

On peut aussi obtenir 1.6 directement, sans récurrence, par une généralisation

convenable de 1.3, 1.4, où l’on remplace P par un simplexe de dimension j - 1 .

§ 2. Généralisations

2.1. La première consiste à considérer la cohomologie de X à coefficients

dans un système local M associé à un unitaire M de dimension

finie. Le système local est alors formé d’espaces vectoriels M munis canonique-
s

ment d’un produit scalaire positif, et l’on définit sur l’espace des

cochaines à coefficients dans M un produit scalaire par 1.1(2), étant entendu

que f(s).g(s) désigne maintenant le produit scalaire dans M . Le système M

est trivial sur l’étoile d’un simplexe et en particulier

Cm(Lk s ; M) = Cm(Lk s ; P) ~ M . Il s’ensuit que 1.3, 1.4 subsistent, avec la même

constante k (Lk P) , (indépendante de M ), et il en est de même pour 1.5, 1.6.



2.2. Dans une autre direction, ne supposons plus X fini, mais de dimension

finie, satisfaisant à C 1 du § 1 et à :

C 2. Il existe une constante C telle que Card St s ~ C pour tout simplexe s >

(i.e. X est "uniformément localement fini".) On munit du pro-

duit scalaire 1.1(2) et on note ou Lr l’espace des cochaines de

degré r qui sont !’de carré intégrable", c’est-à-dire telles que (f,f) .

En utilisant C 2, on voit facilement que d est un opérateur borné de Lr à

(r = 0,1,...) . Par A sont aussi bornés, et un élément

f E Lr est harmonique si et seulement si df = of = 0 . On note l’espace

des formes harmoniques de degré r de carré intégrable. On a une décomposition

orthogonale

où dénote l’adhérence dans Lr , mais il n’y a bien entendu plus de lien

direct entre Hr(X ; M) et ~-Ir . On définit kr(X) comme sur la

boule unité de . Alors les résultats du § 1 restent valables, de même que

leurs démonstrations, à quelques changements d’écriture près. En particulier, si

mr 1 > (,~- r)/(r+ l) , , alors il existe c > 0 tel que (df,df)  c.(f,f) pour

tout f ( a Lr+1 , , ce qui entraîne que dLr est fermé dans L .

§ 3. Sous-groupes discrets de groupes simples p-adiques I

3.1. K désigne un corps valué complet non discret, localement compact, non

archimédien (autrement dit, une extension de Q de degré fini ou un corps de

séries formelles à une variable sur un corps fini), v sa valuation et k le
v

corps résiduel correspondant ; k est donc fini.

G est un groupe affine connexe, défini sur K , presque simple sur K , et



G son revêtement universel. Le groupe G(K) des points de G à valeurs dans K

est muni d’une structure de groupe topologique localement compact totalement dis-

continu (et même de groupe de Lie sur K ). On note i le K-rang 

(dimension des sous-tores algébriques déployés sur K maximaux de G , cf.

[1 : § 5]) } ou de G , ce qui revient au même [2].

3.2. On suppose .~ Z 1 , ce qui équivaut à G(K) non compact, et on note

ou T l’immeuble de Bruhat-Tits de G(K) [5]. Il a, entre autres, les pro-

priétés suivantes :

(i) T est un complexe simplicial localement fini, de dimension ~ , satisfai-

sant à C 1 de 1.1.

(ii) T est contractile.

(iii) G(K) opère proprement sur T . Quels que soient g E G(K) et le simplexe

s de T , g induit l’identité sur s n g.s . Les groupes d’isotropie des sommets

de T sont les sous-groupes compacts maximaux de G(K) ; ceux des simplexes de

T sont les sous-groupes parahoriques de G(K) ; ; ils forment un système de Tits

de rang i + 1 , à groupe de Weyl de type affine, et T est l’immeuble de Tits

associé à ce système.

(iv) G(K) est transitif sur T(,~~ .

(v) Si s E T(r) , (0 ~ r  ,~~ , alors Lk s est l’immeuble d’un système de

Tits fini, de rang i - r .

Fixons un simplexe Co de dimension i de T (une "chambre"). Vu (iv),

l’étoile d’un simplexe de T est transformée, par un automorphisme de T , de

l’étoile d’une face de C o .En particulier, T est uniformément localement fini,

et il n’y a qu’un nombre fini de types d’étoiles. On pose



3.3 THEOREME.- Soient T un sous-groupe discret co-compact de G(K) , M un

r-module unitaire de dimension finie et j, r E ~ ( 1 S j s r  ,2) . Si

(a) 
B 

On suppose tout d’abord que G = G et que r opère "très librement"

sur T , ce qui signifie :

Cette condition entraîne que X = T/r , muni de la structure cellulaire quo-

tient de celle de T , est en fait un complexe simplicial. De plus la projection

canonique n : T -~ X est un isomorphisme de St s (resp. Lk s ) sur

St n(s) (resp. Lk n(s) ) pour tout simplexe s de T . Vu 3.2(iv) et l’hypo-

thèse sur F , X est fini. D’après le théorème de Solomon-Tits (voir par exemple

[7 : Appendix II]), un immeuble de Tits à groupe de Weyl fini, de dimension n,

est un bouquet de sphères de dimension n . Par conséquent, vu 3.2(v), on a

D’après 1.6 pour la cohomologie réelle, ou 2.1 dans le cas général, on a donc

Hr(X ; M) - 0 . Mais r opère librement sur T , qui est contractile, donc X

est un K(r, 1) , et Hr(r ; M) , d’où 3.3 sous l’hypothèse (a).

(b) Dans le cas général, on remarque tout d’abord que si r’ est un sous-

groupe distingué d’indice fini de F , alors Hr(r ; M) s’identifie au sous-

espace des invariants de r/F’ dans Hr(r’ ; M) . Pour se ramener à (a), il suffit

donc de prouver le lemme suivant



3.4 LEMME.- Soit cr : G ~ G l’isogénie centrale canonique. A lors il existe un

sous-groupe discret co-compact r’ de G(K) , qui opère très librement sur T ,

et tel que o’(F’) ~ F’ soit distingué d’indice fini dans r .

Tout automorphisme défini sur K de G induit un automorphisme de G(K) ,

donc de T . On en déduit une opération, aussi propre, de G(K) sur T , a fortiori

transitive sur T(,~) . Par suite, r opère proprement sur T , et T/r est com-

pact. Comme T est connexe, cela entraîne tout d’abord que r est de type fini.

Le groupe H == est fermé distingué dans G(K) , et G(K)/H est compact

commutatif, d’exposant fini [2:3.19] ; par conséquent, l’image de F dans

G(K)/H est un groupe fini et r1 = H n r est un sous-groupe distingué d’indice

fini de r . Il est co-compact, donc r2 - cr 1(r1) B n G(K) B est co-compact dans

G(K) . Comme ker cr est fini, r2 est aussi discret. Il s’ensuit immédiatement

que l’ensemble des y E r2 pour lesquels il existe P E T(0) tel que

y(St P) n St P ~ ~ est réunion d’un nombre fini de classes de conjugaisons de F~ .
Mais r2 s’identifie à un sous-groupe de type fini donc l’intersec-

tion de ses sous-groupes d’indice fini ou, ce qui revient au même, de ses sous-

groupes distingués d’indice fini, est réduite à (e) [7 : 2.7]. Il existe donc un

sous-groupe distingué d’indice fini r de r2 qui opère très librement sur T .

Il est sans torsion, et 03C3 l’applique isomorphiquement sur un sous-groupe d’in-

dice fini de F . Il suffit alors de prendre pour r’ l’image réciproque dans

r3 de l’intersection de conjugués de cr(r3) dans F .

3.5. En utilisant 2.2, on démontre comme en 3.3(a) :

PROPOSITION.- Soient j , r et mr,j(T) comme en 3.3. Soient F un sous-groupe

discret de G(K) qui opère très librement sur T et M un F-module unitaire



de dimension finie. A lors l’espace M~ des formes harmoniques de carré

intégrable sur T/r , à coefficients dans le système local associé à M , est nul.

[En fait, la démonstration de 3.3 montre aussi que si r est un sous-groupe

discret de G(K) , alors l’espace M)0393 des formes harmoniques r-invariantes

sur T , de carré intégrable modulo r, est nul. Cet espace s’identifie à

M~ si r opère très librement. Pour pouvoir le dire dans le cas général,

il faudrait étendre les considérations du § 1 et de 2.2 à des complexes non sim-

pliciaux, ce dont le conférencier n’a guère envie.]

§ 4. Estimation de valeurs propres : réduction au rang deux

4.1. Dans ce paragraphe, G est un groupe muni d’un système de Tits

(G,B,N,S), T l’immeuble associé et t la dimension de T . A partir du n° 4.3,

G est fini ; jusque-là, G et T peuvent aussi être les G(K) et T du § 3.

On suppose ,~ z 1 .

Soit C le simplexe de dimension £ de T fixe par le groupe B du sys-

tème de Tits donné, et notons ~0,1,...,,~~ l’ensemble de ses sommets. Tout

simplexe s E T(r) (0 ~ r ~ 1) est transformé par G d’une et une seule face

CI de C , dont l’ensemble I c Il des sommets définit le type I(s) de s .

La réunion TI des simplexes de type I est donc une orbite de G . Pour

i E 1 , on pose (cf. 1.1, 1.2)

4.2. La deuxième propriété de 3.2(iii) et 3.2(iv) entraînent que si

t E T(r) et si s est une face de t , alors c(s)/c(t) est le nombre des sim-

plexes de type I(t) contenant s , et ceux-ci forment une orbite du groupe



d’isotropie de s . Comme les coefficients d’incidence sont invariants par G ,

on voit que dans l’expression de af(s) donnée par 1.1(4), (f E Cr(T) ,

s E T(r - 1)) , le coefficient de f(t) ne dépend que du type de t , et est

égal à ~t:s~ si f est invariante par le groupe d’isotropie de s . Il s’en-

suit que, sur l’ensemble des r-cochaines invariantes par G , la res-

triction f ~ flu à un simplexe u E T(.~~ , qui commute évidemment à d ,

commute aussi à 0 . Elle commute alors aussi à ~ ou ~+ . Comme il n’y a pas

de forme harmonique non nulle en dimension > 0 sur un simplexe, on en

déduit tout d’abord

Il est élémentaire que sur un simplexe de dimension £ , les valeurs propres

de ~ sur C° sont 0 avec la multiplicité un (sur l’espace des cochaines cons-

tantes) et l + 1 avec la multiplicité £ , (sur l’espace des fcnctions de moyenne

nulle). Par conséquent, si f E C (T) est une fonction propre non nulle de

de valeur propre c ~ 0 , alors c = t + 1 .

4.3. Rappelons que G est dorénavant fini. 5C (T) est le sous-espace de

C (T) orthogonal aux constantes (vu 1.1 (5) et le fait que T est connexe).

Comme c(s) ne dépend que de l(s) on a, en posant c(i) = c(P) pour P E T~ i

Soit maintenant f E fonction propre de ~ , de valeur propre c e

La somme f des transformées de f par G est encore dans le même espace propre

donc, vu la dernière remarque de 4.2, ou bien c - ~ + 1 ou bien f = 0 ;

autrement dit



4.4. Le but principal de ce paragraphe est de prouver le :

LEMME.- et soit minP ~ T(0) ko (Lk P) . Alors ou bien

kO(T) = 1 + 1 ou bien (1 - 12. (1 - 1 - 

Il s’ensuit que, étant donné a > 0 , il existe b > 0 tel que si

m°(T} Z ,2 - 1 - b , alors ko(T~ Z ,~ - a . Ce lemme est en substance le lemme 6.3

de [7], et la démonstration est essentiellement la même.

Soit f E et supposons ~f = c.f . Il s’agit d’évaluer

( pf , f ~ - (df,df) . On voudrait pour ce la appliquer 1.4 à df. Mais ce dernier

n’est pas en général annulé par à . La méthode de Garland consiste à multiplier

f sur les sommets d’un type i fixé par une constante convenable, de manière à

ce que àdf soit nulle sur d’appliquer 1.4 à cette transformée de f ,

puis de sommer sur i . La démonstration sera donnée en 4.6, après avoir discuté

en 4.5 quelques propriétés de la transformation à faire subir à f . 0

De la définition de p. (ci. 4.1~, on déduit
i

ce qui entraîne tout d’abord



Mais il est immédiat que si s est un simplexe dont le type ne contient pas i,

alors

où B est combinaison linéaire des valeurs de f sur des sommets de type 

et ne dépend pas de t . Supposons maintenant que p+f - c.f . On a alors

LEMME.- Soient f É et supposons que àf = c.f . Si t = (£-c)/£ , alors

= ~ ~(i) ’ ~~ ~£ ’

4.6. Nous passons maintenant à la démonstration de 4.4. Soit 1 £ une

fonction propre non nulle de à et soit c sa valeur propre. On suppose

Soit P E Nous reprenons les notations de 1.4, et considérons l’application

h ~ ho de C 1 ( T ) dans de 1.4. Faisons maintenant t = ( ,~ - c ) ~,~ .

Alors a dfi t(P) - 0 (4.5, Lemme), donc est orthogonale aux constantes,

(1.4(2)), i.e. dans èC1(Lk P) , et on peut lui appliquer 1.4 (5) d’ou, vu 1.4 (1),

(4)



Si ko(T~ - ~ +~ , , il n’y a rien à démontrer. Sinon, on peut prendre c = ;

on obtient alors

et le lemme s’ensuit en remplaçant t par sa valeur ( ,~ - ko ( T ~ ~~,~ . .

4.7 PROPOSITION.- Soient .~ un entier > 1 , et a Il existe b E R ayant

la propriété suivante : si T est l’immeuble d’un système de Tits fini, de rang

.~+ 1 , et si kO(Lk 1 - b pour tout s E T(i - 2) , alors a .

Cela résulte de 4.4, par récurrence sur le rang.

§ 5. Valeurs propres pour le rang deux

Les valeurs propres de A sur lorsque T est l’immeuble d’un sys-

tème de Tits de rang deux, de type de Lie, sont déterminées dans ~7 : § 7], et

l’avaient aussi été antérieurement par Feit et Higman [6]. Nous nous bornerons

ici à résumer la discussion de [7].

5.1. Nous nous plaçons tout d’abord dans le cas général de 4.1, dont nous

reprenons les notations. Pour I C notons BI le groupe d’isotropie de CI ’



en particulier, B si I = L’ensemble TI des simplexes de type I

s’identifie à donc, si l’on désigne par C(Y) l’espace des fonctions

réelles sur l’ensemble Y , et par III le cardinal de 1 :

On note f-p la composante dans d’un élément f E Cr(T) . Soit encore

TIIJ la projection canonique de G/BJ sur lorsque I C J ci Ii . . On a

alors (pour un choix évident des coefficients d’incidence) ;

j-ième terme. Posons c(I) = c(Cr) . Vu les propriétés de transitivité de G

sur T déjà utilisées, on a

5.2. On note H(G,B) l’algèbre de Hecke des fonctions bi-invariantes par B

sur G , à support contenu dans un nombre fini de doubles classes modulo B , pour

le produit de convolution. Elle est engendrée par les fonctions caractéristiques

P. des doubles classes Bw.B, où (wj (0 : i ~ 1) désigne l’ensemble généra-

teur canonique S d’involutions du groupe de Weyl W de (G,B,N,S) [4]. Posons

Q1 - 1 + Pi . C’est la fonction caractéristique de B + B.w..B = B (i) , , groupe

que l’on notera Bl . 5.1(3) donne alors, pour r = 1 :

où le * à droite indique l’opération de H(G,B) sur C(G/B) par convolution.

Posons encore q(i) = c(Ii(i)) - 1 . On a donc



5.3. Supposons maintenant £ = 2 et G fini. W est un groupe dihedral,

caractérisé par l’ordre m de wow1 ’ et l’on ne s’intéresse qu’aux cas où

m = 2 , 3 , 4 , 6 ( i . e . où W est le groupe de Weyl d’un groupe de Lie semi-simple

de rang deux, les valeurs de m correspondant respectivement aux types

A 1 A , 2 et ~ 2 ). On a C(G/B1) , et il résulte

immédiatement de 5.1(1) et 5.2(1) que, par rapport à cette décomposition de

donc q ue (p - Id)2.c(0).c(1) est la matrice dia g onale a y ant Q1Qo et QoQ1
comme termes diagonaux. Il reste donc à trouver les valeurs propres de ces derniers.

C’est trivial pour m = 2 , car Qo et Q~ commutent; dans les autres cas, on

donne explicitement un polynôme (de degré 2 , 3 , 4 suivant que m = 3 , 4 , 6)

en Q.Q. ( i ~ j , 0 s 1 ) nul dans H( G, B) ~ 7 : p. ~ 407-408~ . On en tire
1 J

que les valeurs de k°(T) pour m = 2 , 3 , 4 , 6 sont respectivement

Cela montre qu’elles sont arbitrairement proches de un si q(0) et q(1) sont

assez grands. Si maintenant K , k , G et T sont comme en 3.1, alors les coef-

ficients q(i) pour T , ou, ce qui revient au même, pour les links des simplexes

de dimension £ £ - 2 de T , sont des puissances du cardinal k ) de k 0

Par conséquent, vu que Lk s (s E T(l-2)) est de l’un des types considérés ici :

5.4 PROPOSITION.- Soit b > 0 . Il existe un entier n(b) > 0 tel que si T est

l’immeuble de Tits d’un K-groupe simple simplement connexe G de K-rang .~z 2



§ 6. Sous-groupes discrets de groupes simples p-adiques II

6.1 THÉORÈME.- soit lo ~ 1 . Il existe un entier ayant la propriété sui-

vante. Si K, k , G , l sont comme en 3.1, si l ~ lo , N(lo) , alors
- v - o v o -

Hr(r ; M) = 0 ( 1 s r  l) quels que soient le sous-groupe discret co-compact r

de G(K) et le r-module unitaire de dimension finie M.

Soit a > 0 tel que l - a > r(l - r)/(r + 1) pour 2 s l ~ l et 1 s r  £ .
o

On choisit ensuite b > 0 pour que 4.7 soit satisfaite si ,~ s ,~ , . et on prend
o

N(,Eo) égal au n(b) de 5.4. 0n a alors ko(Lk s) > r(,~ - r)~(r+ 1) pour tout

s E T ( .~ - 2 ) et 6 .1 1 résulte de 3.3, appliqué au cas j = r ~

Remarque.- Si l’on ne suppose pas r co-compact, la conclusion reste valable pour

l’espace M) des r-formes harmoniques r-invariantes sur T, de carré

intégrable modulo r , avec la même démonstration, compte tenu de 3.5. Pour G

simplement connexe, c’est le Théor. 8.3 de ~7~.

6.2. Supposons .~ = 2 , r = 1 . La condition de 3.3 est alors ko(Lk s) > 2

pour tout s E T(1) . Les valeurs données en 5.3 montrent qu’elle est toujours

remplie, sauf pour m = 4 , Ik ~ - 2 et m = 6 , Ik ~ - 2 , 3 . Cependant, par
v v

des calculs directs (non publiés), H. Garland a montré que l’on a aussi

H1(r ; M) = 0 dans.ces cas-là. Il n’y a donc pas de restriction sur le corps

résiduel si .E = 2 .

6.3. La nullité de H1(r ; R), (action triviale) équivaut au fait que (r ; r)

est d’indice fini dans ~’ . Rappelons qu’elle a été démontrée par A. Kazhdan

( cf . [10]) sans hypothèse sur "~ k , ~ , pour ,~ Z 2 .
v



6.4. Les démonstrations utilisent essentiellement l’existence d’un produit

scalaire positif non-dégénéré sur M invariant par r . "On" espère évidemment

que cette hypothèse n’est pas nécessaire. Remarquons qu’elle est tout de même

souvent satisfaite lorsque r est construit "arithmétiquement". Rappelons briè-

vement cette construction, qui est en fait le seul procédé général connu pour

obtenir des r discrets co-compacts. Soit F un corps de nombres totalement

réel admettant une complétion Fv ~ K et soit H un F-groupe simple tel que

H 0 K = G et que (H 0 Fw)(R) soit compact pour toute place à l’infini w

de F . On sait que, sous ces hypothèses, tout sous-groupe S-arithmétique de H,

où S = (v) , vu comme sous-groupe de F(K) , est discret et co-compact. D’autre

part, comme H est compact à l’infini, il est clair que si M est l’espace

d’une représentation rationnelle définie sur F de G , alors M admet une struc-

ture unitaire respectée par H(F) , et en particulier par r .

6.5. Enfin, il paraît assez plausible que l’hypothèse de simplicité faite

sur G peut être considérablement affaiblie. Plus précisément, soient K.

(1 ~ i ~ s) un corps p-adique, G. un K.-groupe, simple sur K. , et de

K.-rang li ~ 1 . Soit L = 1T G.(K.). On suppose la somme l des li au
l l 

~ 

l

moins égale à deux. Il est alors naturel de conjecturer que l’on a Hl(r ; R) = 0

(1 ~ i  ,~) quel que soit le sous-groupe discret co-compact r irréductible

(projection sur tout produit partiel des G.(K.) non discrète) de L . 0 En tout

cas on peut montrer, au moins en caractéristique zéro, que, étant donné r

(1 ~ r  max li), si l’on a Hj(0393i ; R) = 0 pour 1 s j s min( r , li - l) quel que

soit le sous-groupe discret co-compact r. de G.(K.) (1 - i ~ s) , alors

H (r ; ?) =0 pour 1 ~ i s r et r discret, co-compact, irréductible dans L .



L’hypothèse faite sur le i-ième facteur est vide si r = 1 ou si li = 1 . Cela

montre en particulier la nullité de H1(r ; R) lorsqu’il y a au moins deux fac-

teurs.

§ 7. Cohomologie de dimension maximum et représentation spéciale

7.1. Dans ce paragraphe, on suppose G simplement connexe. Comme précédem-

ment T est l’immeuble de Tits de G(K) et B un sous-groupe parahorique mini-

mal de G(K) . On note x l’unique caractère de l’algèbre de Hecke H(G,B) qui

est égal à -1 sur les P. (notations de 5.2). Il existe sur G/B une et une

seule fonction (sphérique élémentaire) 03C6 qui est fonction propre de H(G,B)

pour le caractère x et vaut un sur B . Elle est de carré intégrable, et le plus

petit sous-espace fermé H 
ce 

de L2(G) la contenant est irréductible. C’est un

élément de la série discrète, la représentation spéciale de G(K) , qui sera notée

a- (cf. [11, 14]). L’espace 12(G(K)/B) s’identifie, comme G(K)-module, à

l’espace L’~(T ; C) des £-formes complexes de carré intégrable sur T . Vu

5.2(1), une telle cochaine f est harmonique si et seulement si f * 0 ,

i.e. f * P. = -f i s i) , , donc si et seulement si f * Q - X ( Q) . f

(Q E H(G,B)) , puisque les P. engendrent H(G,B) . En particulier

03C6 E R) . On montre qu’en fait l’isomorphisme ~ Ll(T ; C) B applique

H 
a~ 

sur R) , mais nous n’avons pas besoin de ce fait ici.

7.2 THÉORÈME.- On conserve les notations et hypothèses de 7.1. Soit r un sous-

groupe discret co-compact de G(K) . A lors dim Hi (r ; R) est égale à la multipli-

cité de la représentation spéciale dans L2 (0393B G(K)) .

( cf,. ~ 7 : 10.4~ ; pour G = S I~2 , ce résultat est dû à Rappelons

que, comme rBG(K) est compact, est somme discrète à multiplicités



finies de représentations irréductibles de G(K) . Soit

Un raisonnement standard montre que dim Vr est la multiplicité de la représen-

tation spéciale dans Rappelons-le brièvement. Tout d’abord si

H C est une copie de la représentation spéciale, on a

dim H n Vr - 1 , vu 7.1. Soit maintenant f E Vr , de norme un. Alors le "coeffi-

cient" c f > f défini par cf,f(g) = (f,g.f) (g E G(K)) est égal vu la

caractérisation de cette dernière. L’application u m c de 
,u

dans L2(G) est alors un opérateur d’entrelacement, qui applique isomorphiquement

le plus petit sous-espace fermé invariant par G(K) contenant f sur .

Soit f E Vr . On a f * Q = f si Q est la fonction caractéristique de B,

donc f est invariante à droite par B. Vu ce qui a été dit en 7.1, on a alors

Supposons maintenant que r opère très librement (cf. 3.3). A lors

donc

d’où le théorème dans ce cas. En général, on peut trouver un sous-groupe distingué

F’ d’indice fini de r qui opère très librement (cf. dém. de 3.4). Il est clas-

sique que R) = et évident que V _ (V ) ’ . Il suffit

alors de remarquer que les isomorphismes de (3), pour r = r’ , commutent avec

l’action naturelle de r/r’ .

7.3. On suppose F sans torsion et l’on dénote x(F) sa caractéristique

d’Euler-Poincaré : X,(T~ - E (-1)~ dim R) . D’après [13 : § 3~ , il existe
i

une mesure de Haar sur G(K) telle que l’on ait



pour tout r (discret, co-compact, sans torsion! ou même avec torsion pour une

définition convenable de .. Si H1(r r R~ - 0 pour 0  i  ~ , , alors

En passant à des sous-groupes d’indicé fini de r, on voit que l’on peut rendre

le membre de gauche arbitrairement grand.

[Note ajoutée en mai 1~74 :

Peu de temps après la rédaction de cet exposé, H. Garland et le conférencier

ont remarqué que si la conjecture de 6.5 est vraie pour chaque groupe G.(K.) ,
elle l’est aussi pour leur produit.

Plus récemment, W. Casselman a établi 6.1 sans restriction sur le corps K

(Research Announcement à paraître au Bull. A. M. S.). En considérant la cohomolo-

gie d’Eilenberg-Mac Lane continue de G(K) à coefficients dans L 2 (G(K~~r~ , (ou,
si M ~ C , à coefficients dans la représentation induite de G(K) à partir de M),
il le déduit du théorème suivant :

Soit P un K-sous-groupe parabolique minimal de G et soit n la représen-

tation naturelle de G(K) dans l’espace des fonctions localement constantes sur

G(K)/P(K) . Alors les seuls sous-quotients irréductibles et pré-unitaires de n
sont la représentation triviale et la représentation de Steinberg. ]
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