SEMINAIRE N. BOURBAKI

JEAN-PIERRE SERRE
Valeurs propres des endomorphismes de Frobenius

Séminaire N. Bourbaki, 1975, exp. n° 446, p. 190-204
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1973-1974__16__190_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1975, tous
droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique ’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1973-1974__16__190_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI 446-01
26e année, 1973/74, n°® 446 Février 1974

VALEURS PROPRES DES ENDOMORPHISMES DE FROBENIUS
[d'apreés P. DELIGNE]
par Jean-Pierre SERRE

1. Rappels sur quelques résultats de Grothendieck [10]

Soient Fq un corps fini & q éléments, de caractéristique p , Fq une

cldture algébrique de Fq , Xo une variété algébrique sur F_,

X = Xo ®F Fq ; et F 1l'endomorphisme de Frobenius x +— %2 de X (ou Xo).
q

On note |X| (resp. |X0|) 1'ensemble des points fermés de X (resp. Xo ) ;

1'ensemble des orbites de F dans |X| s'identifie & ‘Xo! .

Soit £ un nombre premier distinct de p . Grothendieck a défini des
"groupes de cohomologie 4#-adiques & support propre" H:(X, QZ) , qui sont des
Ql—espaces vectoriels de dimension finie. L'endomorphisme F opere par foncto-
rialité sur les Hi(X, Qz) , et 1'on & la "formule de Lefschetz"

(1) cara 1x|¥ = z (-1t Tr(F;Hi(X, Q) ,
1
ol |X|F désigne l'ensemble des éléments de |X| invariants par F (ou, ce

qui revient au méme, 1'ensemble XO(Fq) des Fq—points de XO ). Une formule

analogue vaut pour les itérés F* de F : si l'on pose
o
N = Card |X|° =Card X (F ), on a
n o' n
q
(2) No-ox (-0 (P ENR, Q) = (-t et
n 3 ¢ £ i3 ij

ou les uij sont les valeurs propres de F dans Hz(X, Qg) . 81 1'on définit

avec Weil la fonction zéta Z(Xo; t) de Xo par la formule
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Z(X ;%) = ex ZNn/n)_—_ T[ 1
(3) ( [o p(n:1 nt ¢ |X°‘ 1 tdegZx;

la formule (2) équivaut &

(_1)i+1

(4) Z(X_;t) =1 P,(t) ,
o ;i

s _ _ - _ .l

ol Pi(t) _1'1j (1 aijt) det(1 tF,Hc(X,Ql)) .

Cette derniére formule montre en particulier que Z(X0 s t) est une fonction

rationnelle de t , résultat conjecturé par Weil [19], et démontré par Dwork [9].

Grothendieck énonce méme un résultat plus général : si _Ig_o désigne un
Qz—faisceau "constructible" sur Xo , et E 1le faisceau sur X correspondant,

on a une formule, analogue & (1)

(5) > Pr(F 3E) = 3 (-1 m(r; XX, E)) ,
xé‘XlF X =X i c( —)

ol le terme Tr(Fx;E_x) désigne la trace de l'endomorphisme Fx ("Frobenius
local") opérant sur la fibre Ex de §° en x . Comme ci-dessus, cette formule
peut se traduire en termes de fonctions z&ta (ou plutdt de fonctions L , & la

Artin) : on pose

(6) Z(X_,E ;t) = il 1/det(1 - ydee(x) p iE)
o’ =0 x € |X0| X =X
et 1'on a
. i+
(7 Z(X ,E ;t) =1 det(1 - tF;Hl(x,E))(“) .
o o i (¢ -

Ici encore, on obtient une fonction rationnelle de t ; ses zéros sont fournis

ar les H- , 1 impair, et ses pdles par les ut , 1 pair ; ce fait jouera
P c P c

un réle essentiel dans la suite.

Remarques bibliographiques

[Ces remarques sont destinées au lecteur - plus consciencieux que le confé-

rencier - qui désire remplacer les affirmations de [10] par des démonstrations.]

1) Les propriétés fondamentales de la topologie étale, et de la cohomologie
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correspondante (éventuellement & support propre) sont exposées avec tous les
détails nécessaires, ainsi que beaucoup d'autres, dans les 1583 pages de SGA 4,
[2] ; 1'essentiel est le troisidme fascicule, qui contient les exposés de M. Artin

et P. Deligne. On recommande également les notes originales d'Artin [1].

2) Aucune démonstration de la formule de Lefschetz (5) n'a encore été publide.

On attend depuis 1966 la version définitive de SGA 5, qui devrait é&tre plus con-
vaincante que les exposés polycopiés existants. Pour le moment, les seules réfé-

rences sont une bréve esquisse de Verdier [15] et quelques indications de Deligne
([4], p. 581-590).

2. Le théoreme de Deligne

On suppose & partir de maintenant que XO est projective non singuliére.

Cela permet en particulier de remplacer les groupes de cohomologie & support pro-

pre Hz(X ’Ql) par les groupes de cohomologie "ordinaires” H™ (X, Ql) .

THEOREME 1 ([7], th. 1.6).- (i) Les polyndmes

(8) P(t) =0 (1 —a,.t) = det(t - tF; E(X,Q,))
i 3 ij £
sont & coefficients entiers, et ne dépendent pas de £ .
(ii) Les "racines inverses" aij de Pi , considérées comme éléments de C ,

vérifient :

(9) o] = o2,

o, .
1J
[Plus bridvement : les valeurs propres de Frobenius, opérant sur Hl(x) ,
i/2
sont de valeur absolue ql/ ]
La démonstration de ce théoréme est exposée dans [7] ; on en trouvera les

grandes lignes aux n°S 3 et 4 ci-aprés. Elle utilise de fagon essentielle les

résultats de Grothendieck [10] rappelés au n® 1, ainsi que la théorie cohomolo-

gique des pinceaux de Lefschetz [13], transposée en topologie étale par Deligne
et Katz [8].

Remargues.- 1) Le théoréme 1 achdve la démonstration (*) des classiques conjectures

de Weil[19]) ; on sait le rdle essentiel que ces conjectures ont joué dans le déve-

(*) modulo SGA 5 ...
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loppement de la géométrie algébrique depuis vingt-cing ans. Divers cas particu-
liers avaient été déjh traités par Weil, puis Deligne :

courbes algébriques et variétés abéliennes [17], [18) ; hypersurfaces mono-
miales [19] ; surfaces cubiques [20] ; intersections de deux quadriques [(21] ;

surfaces K3 [5) ; intersections complétes de niveau de Hodge un [6].

2) Dans 1'énoncé ci-dessus, l'essentiel est 1'assertion (ii), autrement dit le
i/2
fait que, pour tout plongement & de Q(aij) dans C, on a |L(dij)1 =q° .
L'assertion (i) s'en déduit facilement en remarquant que, d'aprés (4), 1e produit

alterné des Pi(t) est une série formelle & coefficients dans Z .

3) On ignore si les endomorphismes de Frobenius, opérant sur les H™(X ’Ql) ,
sont semi-simples. C'est vrai si i % 1 . Le cas général résulterait des optimis-

tes "conjectures standard" [12].

3. Démonstration du théoréme 1 : le point crucial

Soient U0 une courbe affine lisse absolument irréductible sur Fq , et
U= Uo ®F Fq . On note n1(U0) le groupe fondamental de U0 (relativement &
un point-base fixé) ; il contient comme sous-groupe distingué le groupe fondamen-

tal géométrique ﬂ1(U) ; le quotient ﬁ1(Uo)/ﬁ1(U) est isomorphe & £ .

Soit p : ﬂ1(Uo) - Aut(E) une représentation £-adique de ﬁ,(UO) y

i.e. un homomorphisme continu de ce groupe dans le groupe des automorphismes d'un

Ql-espace vectoriel E de dimension finie. Cette représentation définit un
faisceau £-adique §° sur Uo y qui est localement constant de rang n = dim E

(inversement, tout faisceau f-adique localement constant sur Uo s'obtient de

cette manidre).
Si a est un entier, nous dirons que ED est de poids a si, pour tout
X € |U0| » les valeurs propres de Fx dans la fibre Ex de E en x sont des

PR . 2 . d
nombres algébriques de valeurs absolues toutes égales & q:/ , ou qx =q eg(x)

PROPOSITION 1.- Faisons les trois hypothéses suivantes :

n
(1) la puissance extérieure maximale det(go) = A En SE Eo est de
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poids na ;

(ii)  pour tout =x ¢ |U0| , le polyndme det(1 - 2 ;Ex) est & coefficients

dans @

(iii) la restriction de p & n1(U) est absolument irréductible.

Alors EO est de poids a .

Remarque
L'énoncé ci-dessus est celui obtenu initialement par Deligne (non publié).

Dans [7], il remplace (i) et (iii) par 1'hypothdse plus forte :

(iv) E est muni d'une forme bilinéaire alternée non dégénérée

Y :EXE - Ql(-a) ("twist" de Tate)

telle que p(n1(U)) soit un sous-groupe ouvert du groupe symplectique Sp(Y) .

Démonstration de la proposition 1

Soit k un entier 2 O . On applique les résultats du n® 1 au faisceau

®k go , puissance tensorielle k-iéme de Eo . Si 1'on pose

Kk
(10) 2, (t) =2(v ,® E ;t),
on a
(11) z, (t) = z. (%),
k x€ IUOI k,X
(12) Zk,x(t) = 1/det(1 - tdeg(x)Fxmk E) .

Vu (ii), les coefficients de ces séries sont des nombres rationnels.

Lorsqu'en outre k est pair, on vérifie que les coefficients de log Z_ x(t)
D ’

sont positifs, et il en est de méme de ceux de Zk x(t) , donc aussi de ceux de
_— i

Zk(t) . Ces propriétés de positivité entrainent que, pour tout x € |U0| , le

(t)

rayon de convergence de la série Zk x(t) est au moins égal & celui de Zk
’
Or :

Lemme 1.- La série Zk(t) est une fonction rationnelle de t ; ses pdles sont

sur le cercle [t = (1 *EY/2)
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Admettons provisoirement ce lemme. Vu ce qui précede, le rayon de convergence

de z_ (t), xc¢ |U°! » k pair, est 2 1/¢11+ka/2

o )
x . Vu (12), il s'ensuit que,

si A est une valeur propre de F_ dans &« E ,ona lkkl < q;‘+k8/2 « Mais,

si a est une valeur propre de Fx dans gy , 11 est clair que ak est une

valeur propre de Fx dans &« gx . On en déduit

|01kl < q;+ka/2

’ i.e. |a| < q;/2 + 1/

b4
et en faisant tendre k vers + « par valeurs paires, on obtient

(1) lal = 2.

Le méme argument, appliqué au dual de §o , donne :

(14) ‘01_1| < q—a/z

X ’

d'olr finalement

(15) ol = o2

X ’

ce qui montre bien que Eo est de poids a .

Reste & démontrer le lemme 1. La rationalité de Zk(t) résulte de la for-

mule (7). Cette formule se réduit ici a

(16)  z(s) = BI(t)/PE(%)
(17) Plic(t) = det(1 - tF;Hi(U,@k E) .

[Les Hz sont nuls pour i > 2 puisque U est de dimension 1 , et aussi pour

i =0 puisque U est irréductible et non compléte.] Tout revient donc & estimer

les valeurs propres de F opérant sur Hi(U ,®k E) . Or la dualité de Poincaré

permet de déterminer ce dernier groupe : si 1l'on note E: le plus grand quotient
de Ek = ®k E sur lequel le groupe mn = n1(U) opére trivialement, on a un iso-

-morphisme canonique

(1) E(U,8“E) = Ef® (-1, (cf. [2], XVIIL, § 1).
k
On est ainsi ramené & prouver que les valeurs propres de F sur En sont de
ka/2 N ) i )
valeur absolue g . Vu (1), il suffit pour cela de voir que, si § est un
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N . k N
caractére de n1(Uo)/n1(U) intervenant dans ETr , et X 1le caractere det(p)

de n1(Uo) , ona:

(19) le caractére Wn x—k est d'ordre fini.

Or cela résulte de 1'hypothése (iii) par un argument de théorie des représenta-
tions : si S (resp. G) désigne 1'adhérence de Zariski de o(n1(U)) (resp. de
p(n1(U0))) dans GL, , on montre que S est semi-simple, que son commutant dens
GLE est réduit au groupe Gm des homothéties, et que G contient S.Gm

(resp. S ) comme sous-groupe d'indice fini si a #0 (resp. si a = 0).Ainsi,
les représentations de G triviales sur S se font " & travers Gm " (& un
groupe fini prés) ; 1'assertion (19) en résulte aussitdt. [Lorsque 1'hypothdse
(iv) est satisfaite, on peut remplacer 1'argument esquissé ci-dessus par un cal-
cul explicite, basé sur la théorie des invariants du groupe symplectique ; c'est

’
ce qui est fait dans [7], n° 3.7.]

COROLIAIRE.- Les valeurs absolues des valeurs propres de F sur H;(U ,E) sont

< qa./2 +1

En effet, puisque ED est de poids a , le produit infini
z(U ,E 5t) = 2.(t) = |z, (%)
o 0 1 1,x
X €|U°|

2+ PP .
converge absolument dans le disque |t| < 1/qa/ f , et y définit une fonction

1
sans zéros ni pdles. Or, si F avait une valeur propre X\ dans HC(U ,Q) de

a/2 +1 -1

P A 1 .
valeur absolue > q s A serait un zéro du polynOme P1(t) , et ne serait
‘ 2 . (it 1z . s .
pas un zéro de P1(t) , Vu ce qui a été démontré ci-dessus. D'aprés (16), ce serait
un zéro de Z1(t) , d'ol contradiction.

Remarque

L'idée d'utiliser les ®kE a été inspirée & Deligne par un travail de
. . 2 N )
Rankin [14], que 1'on peut interpréter comme 1'étude de ® E, oh E désigne la
"représentation de Ramanujen" de Gal(®/Q) , au sens de [3]. Rankin prouve que

- - . 2 a . ,
la série de Dirichlet attachée & ® E a les pbles " qu'il faut ", et en déduit
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une bonne majoration de T(p) . 5'il avait pu obtenir un résultat analogue pour
tous les @J‘E (ce que 1'on ne sait pas faire - c'est 1'un des principaux pro-
blémes de la théorie des formes modulaires !), il en aurait tiré la conjecture
de Ramanujan et la répartition asymptotique des T(p)/p“/2 . Le point de départ
de Deligne a été la remarque que la situation est plus favorable en égale carac-
téristique que sur Spec(Z) , puisque la théorie de Grothendieck donne les pdles

cherchés.

4. Démonstration du théoréme 1 : pinceaux de Lefschetz et monodromie

Cette seconde partie de la démonstration utilise une technique maintenant

standard ([8], [16]) ; je me borne i le résumer.
On passe par l'intermédiaire suivant :

PROPOSITION 2.- Soit Y0 une variété projective non singulidre absolument irré-

ductible sur Fq ,.de dimension paire d . Les valeurs propres de F , opérant
qd/2+ 1/2

sur Hd(Y ’Ql) , sont de valeur absolue <

Montrons que la proposition 2 entraine le théoreme 1. Soit Xo une variété

projective non singuliere sur Fq , et soit A une valeur propre de F sur
Hi(x, Ql) . Quitte & étendre les scalaires, et & décomposer Xo , on peut suppo-
ser XO absolument irréductible. Soit m = dim X . Supposons d'asbord que i=m .
Pour tout entier pair n = 0, A" est une valeur propre de F , opérant sur

Hnm(xn' Qz) : cela résulte de la formile de Kiinneth. Appliquant la prop. 2 &
Y =x" , on en Géduit que

+

[Xn{ < qnm/? 1/2 pour tout n pair 2 0,
s w/2 . s ) . m .

d'ou |h] < q . Mais la dualité de Poincaré montre que ¢ /k est aussi une
valeur propre de F sur Hm(X, Ql) . Cela donne 1'inégalité 1qm/k| < qm/2 d'ou
en définitive |K| = qm/2 . Supposons maintenant que i< m , et raisonnons par

récurrence sur m - i ; si Z est une section hyperplane générale de X , le

théoréme de Lefschetz "facile" (SGA 5, VII, 7.1) dit que 1'application de restric-
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tion H'(X, QI) - HY(zZ ’Ql) est injective ; il en résulte que A est une va-
leur propre de F dans Hl(Z ’Ql) , et 1'on conclut en appliquant 1'hypothése

de récurrence & A et & Z . Le cas i> m se raméne au cas i< m par dualité

de Poincaré.

Démonstration de la proposition 2

On raisonne par récurrence sur l'entier pair d , le cas 4 = 0 étant tri-
vial. Supposons donc d 2 2 . Quitte & agrandir le corps de base (ce qui est loi-

sible), on peut munir Yo d'un pinceau de Lefschetz (cf. (8], XVII-XVIII ainsi

que [16]). On obtient ainsi une variété ?o qui se déduit de Y per éclate-
ment le long d'une sous-variété Z0 de dimension d-2 de Yo (section de Yo
par une sous-variété linéaire de codimension 2 générale). Comme la cohomologie
de Y se plonge dans celle de ¥ , 11 suffit de prouver la prop. 2 pour ‘To .

Or ?O est munie d'une projection f sur une droite projective ﬁo ; 11 existe
un ouvert affine non vide U0 de ﬁ; au-dessus duquel f est lisse ; on notera

j 1l'injection de Uo dans ﬁg . 81 u est un point de U , sa fibre Hu = f_1(u)

est une section hyperplane de Y ; elle est non singulidre si u appartient & U.
Si s est un entier 2 0 , notons Ei le ﬁo-faisceau Rsf*Ql et E? le
faisceau correspondant sur U . Compte tenu de la suite spectrale de Leray
8% = #(0,8%) = 5(F,0),

on voit que 1'on est ramené & estimer les valeurs propres de F opérant sur
10,8 , B'(T,8*") et E(T,r%?) .

a) Action de F sur Hz(ﬁ , R -2)
Le faisceau Bé— est constant, et sa fibre s'identifie & un sous-espace
vectoriel de Hd—2(Z ’Qt) , cf. [8], XVII. On &, par dualité de Poincaré,
52 (0, 84?) < Hd—Z(Z,Q!) ® ¢, (-1),

et 1'on applique l'hypothése de récurrence & la variété ZO , qui est de dimen-

sion paire d-2 .
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b) Action de F sur E(T ,Eé)

L'argument est analogue & celui de a), & cela prés qu'il faut distinguer

deux cas, suivant que les cycles évanescents sont muls ou non (ef. [7], 7.1 (B),

ou le second "non nuls" doit &tre remplacé par "nuls").

c) Action de F sur H1(ﬁ',§§-1)
g d-1 .
La restriction de 30 a U0 est un feaisceau localement constant XO

dont la fibre en un point u € U s'identifie & 1l'espace vectoriel

vV = Hd_1(Hu, Qz) , muni de l'action naturelle du groupe fondamental n1(U°) .

On a 53—1 = j*zo ({8], XVII). De plus, la dualité de Poincaré munit V d'une

forme bilinéaire alternée non dégénérée & valeurs dans Ql(1 ~d) . Soit E 1le

sous-espace vectoriel de V engendré par les "cycles évanescents" ([8], loc.

4 4
cit.), et soit E son orthogonal. Supposons d'abord que ENE =0, i.e. que

la restriction ¥ & E de la forme bilinéaire ci-dessus soit non dégénérée.

Comme E est stable par 1l'action de n1(UOL il définit un sous-faisceau Eo de

Xo , et 32-1 est somme directe d'un faisceau localement constant éo et du
. . 15 ; 1 1 .
faisceau j,E . Ona H (T,A) =0 et 1'homomorphisme HC(U,Q) - B (0, 3,B)

est surjectif. On est ainsi ramené & montrer que les valeurs absolues des valeurs

propres de F opérant sur Hl(U’,E) sont = q(d+1)/2 . On applique pour cela

le corollaire & la prop. 1, avec a =4 - 1 . I1 y a essentiellement deux choses

3 vérifier :

c1) la rationalité des coefficients des det(1 - tF_ ;Ex) pour x € IUol ;

c'est fait dans [7], § 6, par une méthode trdés voisine de celle exposée par
Verdier dans [16] ;

02) le fait que l'image de n1(U) dans GLE est un sous-groupe ouvert du
groupe Sp(Y) ; cela résulte de la formule de Picard-Lefschetz et d'un lemme

sur les représentations des algibres de Lie, cf. [7], 5.10 et [16].
Cela achdve la démonstration de la prop. 2 (et du théoreme 1) lorsque

4
ENE =0 . Le cas général se traite de manidre tout & fait semblable : on fil-
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d-1 . . L
tre go par J*EO et J*(Eo n go) et 1'on applique le cor. 1 de la prop. 1
2 E/(E nEY) , ef. [7], 7.1 (C). [Signalons d'ailleurs que Deligne a récemment

démontré que E N - est toujours réduit & O ; autrement dit, le théoreime de

Lefschetz "difficile" est vrai en toute caractéristique.]

5. Compléments

5.1. Une généralisation du théoréme 1

Deligne a démontré le résultet suivent (Séminaire IHES, nov. 1973-févr. 1974):

THEOREME 2.- Soient Xo une variété sur Fq et go un Ql—faisceau localement

constant sur Xo . On suppose Eo de poids a (au sens du n® 3). Alors, pour

tout i € Z , et toute valeur propre o« de F sur H;(X ,E) , il existe un

entier j S i + a tel que tous les conjugués complexes de o soient de valeur

/2

absolue ¢q .

En utilisant la dualité de Poincaré, on en tire :

COROLIAIRE.- Si Xo est propre et non singuliére, les valeurs propres de F sur

(ite)/2

H'(X,E) sont de valeur absolue q

Lorsque E est le faisceau constant Qt , on retrouve le théorime 1 (avee

"projective" remplacé par "propre").

5.2. Composantes de Kunneth de la classe diagonale

Soit X wune variété projective non singuligre sur un corps algébriquement
clos. Grothendieck a posé la question suivente : si 1l'on décompose la classe de

cohomologie de la diagonale de X X X suivant la décomposition de Kiinneth
* . .
F(xxx,e) =@rx,e)erlx, ),

est-ce que chacune des composantes A.. ainsi obtenues est algébrigue (i.e.

associde & un cycle algébrique, & coefficients dans & , et indépendant de £ ) ?

N

On ignore la réponse & cette question. Toutefois, Katz et Messing [11] ont

remarqué que c'est oui lorsque X provient par extension des scalaires d'une
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variété sur un corps fini (c'est une simple conséquence du th. 1 : on exprime les
Aij comme des polyndmes en la correspondance de Frobenius). Dans le cas général,
on peut donc dire que les Aij sont "presque algébriques" : elles deviennent
algébriques lorsqu'on spécialise les coefficients des équations de X dans des
corps finis. De 13 on tire facilement ([11], [12]) que, si f : X - X est un
endomorphisme de X , le polyndme caractéristique de f , agissant sur Hi(X, Ql)'
est & coefficients entiers et est indépendant de £

6. Applications arithmétiques

6.1. Nombre de points d'une intersection compléte

Soit Xo une intersection compléte non singuliére sur Fq , de dimension n.
Soit B le n-idme nombre de Betti de X , diminué d'une unité si n est pair.
[Cet entier se calcule par les mémes formules que sur € ; il ne dépend que de n

et du multidegré de X .] On a :

lCara(2,(8)) - (1 +a + o + )] 5.q%/2

Cela résulte (facilement) du théoréme 1, cf. [7], 8.1.

6.2. Majoration d'une somme d'exponentielles

Soient Q € Fq[X1,...,Xn] de degré 4 , et Qd la composante homogeéne de
degré a4 de Q . On suppose que (d,p) =1 , et que 1'hypersurface de L aé-

finie par Qd est non singuliére. Soit ¢ un homomorphisme non trivial du groupe

additif de Fq dans le groupe c* (par exemple x e2ﬂl Tr(x)/p ). On a :

D M CTCHS I EPRN FR L L

x1,...,xn€ F

Cela résulte (difficilement) du théoréme 1, cf. [7], 8.4 & 8.13.

[Ce résultat devrait pouvoir &tre utilisé en théorie additive des nombres.]
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6.3. Conjecture de Ramanujan-Petersson

Soit f =12 a.nezﬂlnz une forme modulaire parabolique de poids entier
k 2 1 sur un sous-groupe de congruence de SLZ(Z) . On a:

an - Q(H(k_1)/2 + E)

pour tout € >0, cf. [7], 8.2.

En effet, Deligne a montré dans [3] (*) que cet énoncé se déduit des conjectures
de Weil (du moins pour k 2 2 - il faut une démonstration spéciale pour k=1 ).

En particulier, le coefficient T(p) de x¥ dans la série
(-}
p=x 11 (1 = %% vérifie 1'inégalité
=1

[T(p)| = ?-p”/2 .

*
(") J'espere que Deligne publiera un jour un exposé plus détaillé et plus complet
que [3] ; le sujet le mérite.
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