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RÉSULTATS RÉCENTS D’ALGÈBRE COMMUTATIVE EFFECTIVE

par Bernard TEISSIER

Séminaire BOURBAKI

42ème année, 1989-90, n° 718

Novembre 1989

Introduction

Beaucoup des résultats fondamentaux de l’algèbre commutative sont
des résultats d’existence non effectifs: le théorème de Lasker-Noether affir-

mant l’existence pour tout idéal I d’un anneau noetherien A d’une

décomposition I = Q1 ~ ... n Qs en idéaux primaires, le théorème de

normalisation de Noether, etc.. Le problème est de déterminer effective-
ment, lorsque l’on a des données précises, le cran auquel une suite crois-
sante d’idéaux va stationner, ou bien une décomposition primaire d’un idéal
donné, et bien sûr en premier lieu si un élément donné de l’anneau appar-
tient à un idéal donné.

Le premier cadre naturel dans lequel on peut se poser de tels problèmes
est celui des idéaux de l’algèbre des polynomes à coefficients dans un corps
k dans lequel on sait faire des calculs effectifs, comme c’est le cas si k est
une extension finie de son corps premier.

Ces problèmes ont déjà été attaqués au début du siècle, essentiellement
au moyen de la théorie de l’élimination, et en ce qui concerne le dernier
cité, par Macaulay au moyen de sa théorie des "systèmes inverses" qui est
devenue la théorie de la dualité en algèbre et en géométrie algébrique (cf
[35] et ses références). La donnée consiste en un nombre fini de polynomes,
et l’on cherche des renseignements sur la décomposition primaire de l’idéal
qu’ils engendrent; nombre des idéaux primaires, degré de leurs générateurs,
taille de leurs coefficients, etc...
S.M.F.

Astérisque 189-190 (1990)



Soient k un corps et I = ( fi , ... , fm ) un idéal de l’anneau de polynomes
..., Etant donné un polynome g dont l’on suppose qu’il est dans

7, comment écrire explicitement une relation g = Il faut

d’abord avoir une borne des degrés en dessous desquels on est sûr trouver
des polynomes gi . Dans le cas où g = 1, c’est. le problème de l’identité
de Bézout. Si D est le plus grand des degrés des polynomes ( fi , ... , f m ),
la théorie de l’élimination (cf [2] p.140, [26], [38],) montre que l’on peut
trouver des gi tels que degg + 2(2D)2n-l. Lorsque ( fi , ... , fm)
est une intersection complète, on sait depuis Macaulay que l’on a une borne
en Un exemple de Mayr-Meyer ( ~18~, ~39~ ) a mis fin aux espoirs
de trouver une borne simplement exponentielle dans le cas général : Ils ont

montré comment construire pour tout entier D > 5, en prenant n = 10n’,
une famille de n + 1 polynomes engendrant un idéal I qui
contient zi mais tel que si l’on écrit

alors maxj(deggj) > (D - 2) 2 n -1. Ceci montre que le problème de

l’appartenance est doublement exponentiel en le nombre de variables.
Le problème, analogue, du théorème des zéros effectif est celui de trou-

ver, pour un polynome g E ( f 1, ... , f ~ ~, des bornes pour s et le degré
de polynomes en dessous desquelles on soit sûr de trouver des polynomes
g1, ... , gm tels que g9 = ~m 1 Dans le cas homogène, il suffit bien sûr
de borner l’entier s.

Des problèmes de cette nature, dans des cas très particuliers, ont joué
un rôle important en théorie de la transcendance depuis les travaux de

Gel’fond, mais depuis une dizaine d’années, à la suite en particulier des
travaux de Nesterenko ( cf [40]), les spécialistes de la transcendance les ont
remis à l’ordre du jour dans les cas les plus généraux (voir [10]).

Ainsi, c’est au travail fondamental (cf [12], [13]) de Brownawell que
l’on doit de savoir que contrairement au problème de l’appartenance, le
théorème des zéros effectif, lui, est simplement exponentiel en le nombre de
variables.

D’autre part les recherches de calcul formel et de géométrie algébrique
effective ont aussi, depuis une dizaine d’années, fait surgir des problèmes



d’effectivité de calculs dans les anneaux de polynomes. En ce qui con-
cerne le calcul formel, mis à part les travaux de Lazard ([32], [33]), et plus
récemment de Heintz et ses collaborateurs (cf [16], qui donna la première
borne simplement exponentielle pour l’identité de Bézout valable sur un

corps quelconque, [17] et [19]), l’attention s’était concentrée sur les calculs
de bases standard d’idéaux, qui sont des systèmes de générateurs très par-
ticuliers permettant de décider effectivement par un algorithme de division
de l’appartenance d’un élément à l’idéal qu’ils engendrent. Mais il semble
que pour le moment ces méthodes "trop générales" ne savent pas distinguer
entre les problèmes, comme celui de l’appartenance, qui sont doublement
exponentiels, et les problèmes, comme ceux dont il est question ici, qui
sont simplement exponentiels. Je ne parlerai pas ici de bases standard et
renvoie le lecteur à [44] pour un panorama récent de cet aspect. De même,
je renvoie à [17] et [25] pour les liens avec le calcul formel, et suis obligé
de passer sous silence d’autres jolis résultats, comme la version effective du
théorème de Serre-Quillen-Souslin sur les modules projectifs sur un anneau
de polynomes ([19]).

On va considérer d’abord le cas "géométrique", où l’on ne retient des
polynomes, outre le nombre des variables, que leur degré, alors que des
calculs effectifs nécéssitent de considérer aussi la taille de leurs coefficients,
ce dont nous nous occuperons ensuite, d’abord par des méthodes analy-
tiques dues à Berenstein et Yger puis par des méthodes algébriques dues à
Philippon.

Je remercie Daniel Bertrand, André Galligo, et Joos Heintz pour l’aide
qu’ils m’ont apportée dans la préparation de ce texte.

§1 La géométrie

1. Le résultat

Soit k un corps. Posons R = k~xo, ... , et soit I = (~1~~ . ~~ f m~
un idéal de R engendré par des polynomes homogènes; posant di = degfi’



ordonnons les générateurs de telle façon que l’on ait d2 > d3 > ... ~
dl > 0, et notons u l’entier min(m, n). Le résultat de Kollàr ([29])

raffiné par Brownawell ([11]) s’énonce comme la version effective suivante
de l’égalité ~1 ~ ~ ~ ~ n Pr:

Théorème 1.- Supposons 3 pour i > 1 et soient ~1, ... , Pr les idéaux

premiers minimaux associés à l’idéal Il existe des entiers

ei tels que l’on ait

Lorsque ( fi , ... , lm) est une intersection complète, d’après un théorème de
Macaulay ([37]), toutes les composantes de la variété projective définie par
I sont de la même dimension n - m, il n’y a pas de composantes immergées
et il résulte alors très facilement du théorème de Bézout que l’on a l’égalité

où 10ngQi désigne la longueur dans l’anneau local Rp; de l’idéal engendré
par Qi, c’est-à-dire la longueur du Rpi-module c’est la mul-

tiplicité avec laquelle la composante correspondant à l’idéal Pi intervient
dans l’intersection des m hypersurfaces f = 0 dans P". L’entier 1

est le degré de la variété projective correspondant à Il n’est pas dif-

ficile de vérifier (cf [11]) que l’on a C Qz et on a donc, en posant
ei = 10ngQi les inclusions ~11... c Q1 ... Qr C Q1 n ... n Qr = I et

le résultat dans ce cas, sans hypothèse sur les degrés. La difficulté dans

le cas général vient des intersections non propres des hypersurfaces, qui
détruisent l’équidimensionalité et surtout font apparaître des composantes
immergées. L’idée de la démonstration est, après avoir, comme dans [11],
par des combinaisons linéaires générales n’affectant pas trop les degrés rem-

placé la suite de polynomes donnée par une suite (hl, ... , h1~ aussi proche
que possible d’une intersection complète, de construire l’idéal en ajoutant



une fonction après l’autre, en examinant à chaque pas les nouvelles com-

posantes immergées qui apparaissent. Une construction voisine apparait
dans la démonstration du théorème de Bézout général due à W. Vogel
([49]). L’idée de Kollàr est de borner la méchanceté des composantes im-

mergées à chaque étape au moyen d’un argument de cohomologie locale et
le point est que cela permet d’obtenir le résultat optimal. Comme nous le

verrons, l’hypothèse 3 provient de ce que la cohomologie locale naît
de suites exactes à trois termes.

1) Préparation de l’idéal.

Rappelons que la hauteur htP d’un idéal premier F d’un anneau A
est la longueur d’une suite croissante maximale d’idéaux premiers emboités
de A contenus dans P. La hauteur d’un idéal I est la plus petite des

longueurs des idéaux premiers associés à l. Lorsque A = k[xo, ..., la

hauteur correspond à la codimension de la sous-variété de l’espace affine
(ou projectif si 7 est homogène) définie par I.

D’après Brownawell ( [11] ) une suite assez régulière d’éléments d’un
idéal I d’un anneau A est une suite (h1, ... , hi) d’éléments de I telle que
pour chaque i,1  i  1, si nous notons B; l’idéal de A engendré par
(h1, ... , on ait :

a) Si pppartient à un des idéaux premiers isolés associés à cet idéal

premier contient I (et est donc un idéal premier isolé associé à 7).
b) Au moins un des idéaux premiers isolés associés à I ne contient pas 

Lemme 1.- (cf [11], lemma 0, [16], prop.3) Si A est l’anneau k~xo, ... , x~~
des polynômes à coefficients dans un corps k infini et I = ( fi , ... , fm ), il

existe une suite assez régulière (h1, ... , hl) d’éléments de 7 tels que pour
1 ~ i ~ 1 on ait deghi = où les j(i) sont tous distincts, et telle que
l’idéal Bel engendré par les hi ait les mêmes idéaux premiers isolés que
I. De plus, la suite (h1, ... , hht I) est régulière.

On prend hl = fi et, supposant avoir construit ( h1, ... , hz ~, on con-
sidère le plus grand entier j tel que, pour tout idéal premier isolé R de Bi qui
n’est pas associé à I, l’un au moins des éléments f ~, ... , f ~ n’appartienne
pas à R. On choisit une combinaison linéaire assez générale Y des coor-
données xi n’appartenant à aucun idéal premier R et la règle de Cramèr



montre qu’une combinaison linéaire générale

n’appartient à aucun des idéaux R qui ne sont pas associés à I. Le reste
est facile.

Un argument de hauteur montre l’inégalité l ~ n + 1. Comme le

remarque Brownawell, le résultat qu’il démontre avec k infini prouve , par
passage à k ~~’~, que le lemme est aussi valable sur un corps fini, et donc que
le résultat final est vrai sur tout corps.

2) La cohomologie locale.
Si nous notons Di le degré de hi, nous avons d2 > d1 et

pour montrer l’inclusion 7~’ ... C I il suffit de montrer 7~’ ... c

(hl, ... , hi), mais à cause des différences de degrés, cela ne signifie pas que
l’on puisse tout ramener a priori au cas où I est engendré par une suite
assez régulière.

Nous pouvons supposer que la hauteur de l’idéal I est > 1; sinon les

générateurs f ont un facteur commun, et il suffit de diviser par ce facteur

pour se ramener au cas où la hauteur est > 1; on peut ensuite remultiplier
par le facteur commun les deux côtés de l’inclusion du théorème. Fixons

une suite assez régulière (h1, ... , hi) dans I, posons Io = (0) et définissons
par récurrence des idéaux Ii, et Ei par les égalités

où Ei est la partie immergée d’une décomposition primaire du membre de

gauche, .Ki désigne l’intersection des idéaux primaires de cette

décomposition dont le radical est isolé et contient hi+l (et donc I tout en-
tier par définition des hi), et enfin Ii est l’intersection des idéaux primaires
dont le radical est isolé et ne contient pas Puisque par construction hi
n’est dans aucun des idéaux premiers isolés de 7,-i, il résulte du théorème

de l’idéal principal que l’idéal Ii n Ki est pur et de hauteur i (c’est-à-dire
que toutes ses composantes ont la même dimension, qui vaut n - i), et il en



est donc de même de Ii et Notons que puisque la hauteur de 7 est > 1,
les hi n’ont pas de facteur commun et Ki = A, et puisqu’une hypersurface
n’a pas de composantes immergées, El = A. L’idée est de démontrer pour
i = 1, ... , À = min(1, n) l’inclusion

Cela va résulter essentiellement du lemme suivant.

Rappelons que, pour des Idéaux 7 et J tels que B/7 c J7 et que I soit pur,
on note codimlJ pour htJ - htl.

Lemme-clé (Kollàr [29], revu par Brownawell R un anneau

noetherien de Cohen-Macaulay, I un idéal pur de R et h un élement de R
hors de tous les idéaux premiers associés à I. Ecrivons (I, h) = J n E,
où J est la partie d’une décomposition primaire de l’idéal (I, h) dont les
idéaux premiers sont minimaux, et E celle dont les idéaux premiers sont

immergés. Soit F un idéal réduit contenant J et considérons la cohomologie
locale des R-modules M.

Si un idéal N de R annihile les espaces de cohomologie locale de jR/7
par rapport à F et à B/E en degré  codimlF et  codim IE respective-
ment, c’est-à-dire si N.HF(R/I) = 0 pour i  codimIF et 

0 pour i  codimIE, alors on a = 0 pour i  codimjF et
si l’idéal (I, h) est pur, on a même = 0 pour i  codimJF.

Notons d’abord que l’idéal J est pur de hauteur htl + 1 puisque d’après
le théorème de l’idéal principal de Krull, l’idéal est de hauteur 1, donc

ht(I, h) = htJ = htI + 1. Considérons les suites exactes

qui donnent naissance aux suites exactes de cohomologie



Puisque N annihile il résulte de la suite exacte (1) que N2 anni-
hile h)) pour i + 1  codimIF , c’est-à-dire pour i  codimJF.

Il résulte facilement des définitions que si (I, h) a effectivement des
composantes immergées, ’ c’est-à-dire si E =1= R, ’ alors 0 et

il en résulte par la première suite de cohomologie que l’on a une injection
h)) -~ Mais par ailleurs le h)-module h)

a pour support B/E et par conséquent h)) et ce

dernier espace est un sous-module de h)). Finalement on a une

injection de R/I-modules J/(I, h) - Puisque codimIE > 1,
d’après l’hypothèse N annule et donc aussi ainsi que

tous ses groupes de cohomologie. La suite exacte (2) nous montre que
du fait que N2 annihile les groupes h)) pour i  codimj.F et

que N annule tous les il résulte que = 0 pour

i  codimJF. Si (I, h) est pur alors h) est nul ainsi que tous ses
groupes de cohomologie, et en fait = 0 pour 1  codim JF.

Corollaire.- Pour tout entier i = min(m, n) l’idéal Ni = ... !{i
annihile les groupes de cohomologie locale pour j  codimh F.

On raisonne par récurrence sur i; pour i = 1, l’idéal Il = est con-

tenu dans un idéal intersection complète de hauteur htF = 1 + codimI1F
contenu dans F et d’après la seconde propriété fondamentale de la coho-

mologie locale tous les groupes de cohomologie sont nuls pour

j  codimI1F . Ensuite on utilise le lemme-clé avec I = Ii-l, f =

hi, J = Ii n Iii. Puisque la multiplication par Iii annihile Ii/Ii ~ I{i et par
conséquent tous ses groupes de cohomologie, la suite exacte de cohomologie
déduite de la suite exacte

montre que la multiplication par Ki envoie dans le sous module

de image de 



D’après l’hypothèse de récurrence, on a = 0 pour
j  et donc par le lemme-clé Ki) = 0 pour
j  codimI F. w

En combinant cela avec ce qui précède, on obtient

pour j  codiml;F, et le résultat.
Une récurrence aisée utilisant le fait que si Ei =1= R on a l’inclusion

hi} C donne alors pour 1  i  À = min(t, n~
l’inclusion de nature géométrique

et de cette inclusion on déduit, cette fois-ci par une récurrence descendante
depuis À = min(1, n~ les inclusions

3) La fin de la preuve
On termine maintenant à l’aide essentiellement du théorème de Bézout;

une récurrence directe donne pour 1  i ~ À = min(n, 1) les égalités

Montrons maintenant comment l’on conclut la preuve du théorème dans le

cas l ~ n
On écrit une décomposition primaire de chacun des idéaux K~, soit

I~a = nUES; pose = et pour chaque il existe un

entier t(i)03C3 ~ longQ(i)03C3 tel que (P(i)03C3))t(i)03C3 c Q(i)03C3. En utilisant l’inclusion (4),
on obtient puisque Il = R des entiers tels que l’on ait les inclusions



La première inclusion implique l’inégalité

et par ailleurs il faut remarquer que puisque hl, ... , hht I est une intersection

complète, on a Ki = R, donc degKi = 0, pour i  htI. Il résulte de l’égalité
(5) que l’on a alors

et nous allons montrer l’inégalité

Pour cela, il suffit au vu de (6) et (7) de prouver l’inégalité

Or on a clairement 1  ~c et les Di étant les degrés de polynomes 
distincts, on a l’inégalité di.... d~ > Di.... D, d’où résulte

d’après l’hypothèse dj ~ 3 pour j > 1. En fait si l’on voulait se passer de

cette hypothèse, on pourrait, en notant K le nombre des Di ( 1  i  1)
qui sont égaux à 2, utiliser l’inégalité ( 2 )"Dz+1.... Dt > 31-i, et dans le
résultat final le produit dl.... dll serait affecté d’un facteur ( 2 )".

Ainsi nous avons montré, dans le cas l ~ n, l’existence d’une famille

d’idéaux premiers homogènes P(i)03C3 contenant les idéaux premiers isolés de
I, et d’une famille d’entiers vérifiant



donc en particuler

Le cas où 1 = n + 1 est analogue et un peu plus compliqué; on utilise
la généralisation suivante, due à Kollàr et Philippon, d’un résultat de
Macaulay (cf [37], p.67) et Lazard (cf ~32~):
Lemme .- Notons M l’idéal (xo, ... , xn)R. Si ne s’annule sur aucun

des Zéros de In, alors

i) Pour d > degIn-1 on a (In, 
ii) Si (h1, ... , hn ) est une suite régulière, pour d > Ei 1 (Dz -1) on a

Ici on est essentiellement en dimension zéro, et la démonstration se ramène
à un décompte de dimensions d’espaces vectoriels, comme chez Macaulay.

Par une récurrence descendante analogue à celle qui prouve (4), en
partant de l’inclusion on prouve

et on en déduit de la même manière que précédemment l’existence d’une
famille d’idéaux premiers homogènes distincts de M contenant les

idéaux premiers isolés de l, et d’une famille d’entiers (so, s~~~~ vérifiant

Le théorème annoncé en résulte aussitôt.



2. Théorèmes de Bézout et théorème de Hilbert

1) Identité de Bézout et théorème des zéros.

Soient fi , ... , f m E 1~~x1, ... , xn] et supposons qu’il n’ont aucun zéro
commun dans kn. Il résulte du théorème des zéros de Hilbert qu’il existe des

polynomes g1, ... , gm E l~~~l, ... , xn] tels que l’on ait l’identité de Bézout

si en effet on ajoute une variable 3*0 et considère les polynomes homo-

genes fi i = xgifi(x1/xo,...,xn/xo) ils ont tous leurs zéros communs dans
l’hyperplan à l’infini xo = 0 et donc il existe un entier e et des polynomes ho-

mogènes g1, ... , 9m tel que l’on ait xô = d’où le résultat en faisant

xo = 1 . Inversement, Rabinowitsch (cf ~43~~ a montré que si l’on connait
l’identité de Bézout, on peut en déduire le théorème de Hilbert: si un poly-
nome g s’annule sur tous les zéros communs de fi , ... , f m, on ajoute une
variable et on considère les polynomes fi , ... , fm , 1 - ils n’ont

aucun zéro commun dans kn, donc on peut écrire 1 == 03A3mi=1 figi + 
En remplaçant xn+1 par g-1 et en chassant les dénominateurs, on

obtient g9 = c’est-à-dire le théorème des zéros.

La technique que nous venons d’exposer a permis à Kollàr de donner
le résultat optimal en ce qui concerne l’identité de Bézout et le théorème
des zéros.

Etant donnés un corps k et des entiers positifs n, d1, ... , dm notons

NB(k; n, di,..., dm) le plus petit entier s tel que pour tout choix de poly-
nomes fi , ... , f m E 1~~~1, ... , xn~ tels que degfi i = di et sans zéro com-

mun dans ~ , il existe des polynômes ~i,... ,~ G ~[~i?... ?~] tels que
= 1 et s, et notons N H( k; n, d1, ... , dm) le plus pe-

tit entier s tel que pour tout choix de polynomes homogènes fi , ... , fm E

k[xo, ... , xn] tels que deg fi = di on ait l’inclusion d’idéaux

Etant donnés des entiers positifs n et dl 2 d2 ... > dm , notons P(n, di,..., dm )



le nombre défini ainsi:

On étend la définition de P(n, d1, ... , dm ) aux suites quelconques d’entiers
en rangeant d1, ... , dm par ordre décroissant avant d’appliquer la définition

précédente. On a alors

Théorème 2 (Kollàr [29]).- Si tous les di sont différents de 2, on a les
égalités

Les inégalités  sont essentiellement un corollaire de ce que nous avons
vu au paragraphe précédent. Il faut remarquer que puisqu’il s’agit de
déterminer en fin de compte si des systèmes d’équations linéaires entre
les coefficients ont des solutions, on peut librement faire grossir le corps k
et en particulier le supposer algébriquement clos.

Kollàr a adapté un exemple de Masser et Philippon pour montrer que
les inégalités déduites du paragraphe précédent sont optimales :

Exemple,([29]).-Etant donnés des entiers positifs n, di,..., dn, considérons
les polynomes suivants de k[xo,... , 

Notons f z le i-ième; il est de degré di . Les zéros communs des f i sont les

points de la droite xo = ... = zn-1 = 0 et un calcul rapide montre que
k~xo, ..., x~~~( fl, ... , f~, x~ -1) ^~ Ainsi xo est dans le rad-

ical de l’idéal ( f 1, ... , f n ), mais ( fi , ... , fn ). En arrangeant les
di de telle façon que dn soit le plus petit et ajoutant aux fi i des multiples
convenables de fn , on obtient la borne du théorème pour m > n et en regar-
dant cet exemple avec m variables parmi n, on obtient la borne pour m  n.

En déshomogeneisant xo, on obtient la borne pour NB(k; n, d1, ... , dm).

Il faut remarquer que dans un anneau euclidien il est très facile de

démontrer l’identité de Bézout avec de bonnes bornes pour les degrés et la




