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DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS
SUR LES ESPACES HOMOGÈNES

par Étienne GHYS

Séminaire BOURBAKI

44ème année, 1991/92, n° 747
Novembre 1991

INTRODUCTION

Considérons le flot ~t sur le tore T~‘ = R’~~Z’~ défini par : mod 

oû w = (wl, ~ ~ ~ , w~.) est un vecteur de R’~. On sait depuis
L. Kronecker que si les Wi sont linéairement indépendants sur Q, toutes les
orbites de ~t sont denses dans le tore. En général, l’adhérence d’une orbite
est un sous-tore de Tn, de dimension égale au rang de sur Q.

Soit maintenant G un groupe de Lie connexe et r un réseau de G,
c’est-à-dire un sous-groupe discret tel que le volume (de Haar) du quotient
à gauche rB(? soit fini. Un sous-groupe H de G opère naturellement à
droite sur rBG. Dans quelles conditions a-t-on un résultat analogue à celui
de L. Kronecker garantissant l’homogénéité des adhérences d’orbites ?

Dans une série de quatre articles, M. Ratner vient d’obtenir une réponse
très satisfaisante en résolvant une conjecture de M.S. Raghunathan [71-72-
73-74]. Pour l’énoncer, convenons de dire qu’un élément g d’un groupe de
Lie G est unipotent si l’automorphisme adjoint Ad(g) de l’algèbre de Lie g
est unipotent, c’est-à-dire n’a que 1 comme valeur propre. Un sous-groupe
H de G est unipotent si tous ses éléments sont unipotents.

THÉORÈME (M. Ratner, 1990).- sous-groupe unipotent d’un

groupe de Lie G et r un réseau de G. Pour tout x de rlG, il existe un

sous-groupe fermé H(x) de G tel que l’adhérence de l’orbite x.H de x par
H dans rBG coincide avec l’orbite x.H(x) de x par H(x).
S. M. F.
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Cet énoncé n’est pas le meilleur possible ; nous en donnerons d’autres
versions plus loin.

Il n’est pas surprenant que ce résultat ait des conséquences concer-
nant les approximations diophantiennes. Avant la preuve du théorème

précédent, G.A. Margulis avait développé des méthodes qui lui permirent
de démontrer en 1987 la conjecture de A. Oppenheim [50].

THÉORÈME (G.A. Margulis, 1987).- Soit Q une forme quadratique
indéfinie et non dégénérée sur Rn (n > 3). Qn suppose que Q n’est pas
un multiple d’une forme rationnelle. Alors, pour tout ~ > 0, il existe un

vecteur v de Z~‘ tel que 0  Q(v)  ~.

Par la suite, S.G. Dani et G.A. Margulis ont amélioré significativement
ce théorème comme nous le verrons plus loin.

Les preuves des théorèmes de S.G. Dani-G.A. Margulis et M. Ratner
sont longues et difficiles ; il n’est pas possible de les décrire ici. Dans cet
exposé élémentaire, nous nous sommes fixés un but très modeste. Nous

nous proposons d’illustrer les méthodes employées dans le cas simple où le
groupe G est SL(2, R) : il s’agit alors d’étudier le flot horicyclique d’une
surface à courbure -1. Ce cas renferme déjà une bonne partie des dif-
ficultés. Nous espérons que son étude préliminaire permettra au lecteur
d’aborder plus facilement les preuves complètes qui sont publiées ou en
cours de publication. Signalons par ailleurs l’existence de l’article [27] de
S.G. Dani et G.A. Margulis qui propose une introduction élémentaire à ces
questions d’approximations diophantiennes.

Ce rapport est organisé de la façon suivante. Le premier paragraphe est
consacré à des motivations : il retrace l’histoire du flot horicyclique et mène
à des énoncés plus précis des théorèmes de M. Ratner. Le paragraphe 2
décrit quelques méthodes utilisées par S.G. Dani et G.A. Margulis pour
approcher la conjecture de M.S. Raghunathan. Le paragraphe 3 donne
quelques ingrédients de la preuve de M. Ratner, toujours illustrés dans le
cas de SL(2, R). Enfin, dans le paragraphe 4, nous discutons trois applica-
tions : valeurs des formes quadratiques sur les points entiers, phénomènes
de rigidité ergodique et existence de laminations géodésiques sur les variétés
hyperboliques.
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1. LE FLOT HORICYCLIQUE

1.1. Les flots géodésiques et horicycliques des surfaces à courbure négative
sont des exemples très riches de systèmes dynamiques. Leur analyse de

plus en plus approfondie s’est faite en parallèle avec le développement de la
théorie ergodique. Bien que ces flots aient des comportements topologiques
et ergodiques très différents, on ne peut envisager d’étudier l’un sans l’autre.

Rappelons d’abord les définitions. Soit H2 le demi-plan de Poincaré

{x + iy E C ~ y > 0} muni de la métrique à courbure -1 donnée par ds2 =

(dx2 + Une géodésique de HZ est une courbe, : R - H2 qui
est un plongement isométrique. L’image d’une géodésique est un demi-
cercle (ou une demi-droite) orthogonal à l’axe des x. Une géodésique est
entièrement déterminée par son vecteur tangent en t = 0, élément du fibré
unitaire tangent T1H2 à H2. Bien sûr, si y est une géodésique et si s E R,
l’application + s) E HZ est aussi une géodésique. Le

groupe à un paramètre de transformations 03B3 ~ 03B39 définit donc un flot sur

l’espace des géodésiques, c’est-à-dire sur TIH2. C’est le flot géodésique de
H2.

Le groupe des isométries directes de H2 est PSL(2, R) opérant sur H2

(z) = Ce groupe opère librement et transitivement

à gauche sur Tl H2 et commute évidemment avec le flot géodésique. Il en

résulte que ce flot géodésique peut aussi être considéré comme un groupe
à un paramètre g9 de translations à droite sur PSL(2,R). On s’assure

facilement que ce flot s’identifie à :

Soit v E TlH2 R -~ H2 la géodésique issue de v. Lorsque T tend
vers +00 (resp. -oo), le cercle de centre (non euclidien) et passant
par y(0) "converge" vers l’horicycle positif (resp. négatif) déterminé par v
(voir figure 1). Dans le modèle de Poincaré, c’est un cercle tangent à l’axe
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des x (privé de son point de,tangence) ou une droite parallèle à l’axe des
x. En termes intrinsèques, ce sont les courbes de courbure ~1.

Figure 1

De même qu’avec les géodésiques, les horicycles permettent de définir
un flot. Si v est un vecteur unitaire tangent à H2 en un point z, et si t

est un réel, on note v.h+ le vecteur unitaire orthogonal à l’horicycle positif
déterminé par v, en un point situé à une distance t de z le long de l’horicycle

(voir la figure 1 pour les conventions d’orientation). Pour la même raison

que précédemment, ce flot s’identifie à un groupe à un paramètre h+ de
translations à droite de PSL(2, R).

On vérifie facilement qu’il s’agit de :

En utilisant les horicycles négatifs, on construit de même un troisième flot

h qui correspond bien sûr aux translations à droite par 1 t ~ 1 Les deux
flots h+ et h=t sont conjugués par la symétrie envoyant un vecteur v de
TIH2 sur son opposé. C’est pour cette raison que nous nous contenterons
d’étudier h+.

On notera que tous ces flots préservent la mesure de Haar (bi-invarian-
te) de PSL(2, R). D’autre part, les champs de vecteurs invariants à gauche
correspondant à g9, h+ et ~ forment une base de l’algèbre de Lie de
PSL(2, R).
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Le rapport entre les flots géodésiques et horicycliques est contenu dans
la formule suivante, fondamentale pour la suite :

Ceci est très facile à vérifier par un calcul matriciel. Le flot géodésique
normalise donc les flots horicycliques. Il contracte les horicycles positifs et
dilate les horicycles négatifs. Cette observation est à la source de la théorie
des flots d’Anosov [1] (voir la figure 2) :

Soit maintenant r un sous-groupe discret de covolume fini de PSL(2, R).
Lorsque l’action de r sur HZ est libre, on obtient une surface E = 
dont l’aire est finie et dont le fibré unitaire tangent s’identifie à FBPSL(2, R).
En général, l’action de r sur H2 peut ne pas être libre mais les stabilisateurs
sont finis et le quotient E = rBH2 est une surface singulière qu’il vaut mieux
considérer comme une "orbifold" (au sens de W. Thurston). Un exemple
très important est celui de r = PSL(2, Z) : on obtient l’orbifold modulaire
dont l’étude est fondamentale en théorie des nombres.

Les flots h~ et g9 passent bien sûr au quotient sur FBPSL(2, R) : ce
sont les flots horicycliques et géodésiques de la surface (resp. orbifold)

Ces flots n’ont pas de point fixes. Ils préservent une forme de
volume, de masse totale finie, que l’on peut appeler au choix mesure de
Haar ou mesure de Liouville suivant le point de vue adopté.

1.2. Pour illustrer le fait que ces flots géodésiques et horicycliques s’étu-
dient en parallèle, nous allons commencer par quelques exemples simples et
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bien classiques.

PROPOSITION.- Si rBPSL(2,R) est compact, le flot horicyclique ht±
n’a pas d’orbite périodique.

Preuve : La relation (*) montre que si y est une orbite périodique de h+
de période T, alors l’image est une autre orbite périodique, de période
exp(-s).T tendant vers 0 lorsque s tend vers +00. La proposition résulte
du fait qu’un flot sans point fixe sur une variété compacte ne peut avoir des
orbites périodiques de périodes arbitrairement petites..

Dans le cas où rBPSL(2,R) est de volume fini mais non compact, la
surface E = (supposée non singulière pour simplifier) se décompose
en une partie compacte et un nombre fini de pointes (cusps) (voir figure 3).
Chacune de ces pointes est isométrique au quotient de {x + iy E C , y >
yo > 0~ par les translations entières z - z+n. La courbe y = yo donne dans
E un horicycle fermé, c’est-à-dire une orbite fermée, pour h+. Bien sûr,
pour tout s réel, la courbe est aussi une orbite périodique. Lorsque
s tend vers +00, cette orbite tend vers un bout de E (voir figure
3). Il n’est pas difficile de se convaincre que l’on obtient ainsi toutes les

orbites périodiques de h+ qui constituent donc un nombre fini de familles
paramétrées par R. Lorsque s tend vers -oo, il se trouve que les orbites

sont de plus en plus denses dans On trouvera dans [19], [77],
[85], une description de ce phénomène et une intéressante reformulation de
l’hypothèse de Riemann en ces termes d’horicycles fermés.
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Voici un exemple où le flot horicyclique permet de comprendre le flot

géodésique. C’est le fameux théorème de E. Hopf [41-42] :

THÉORÈME.2014 Si r est un réseau de PSL(2,R), le flot géodésique
sur rBPSL(2,R) est ergodique par rapport à la mesure de Haar, i. e. une

fonction mesurable constante sur les orbites du flot est constante presque:

partout.

Preuve : C’est un exemple d’application du "phénomène de Mautner" (voir
[55]). Soit À la mesure de Haar sur rBPSL(2, R) normalisée de façon à être
une probabilité. Soit F une fonction de carré À-intégrable sur rBPSL(2, R)
qui est invariante par le flot géodésique gs. Nous allons montrer que F est
aussi invariante (À-presque partout) par le flot horicyclique h+. En effet,
l’utilisation de la formule (*) et le fait que g8 préserve À montrent :

Ainsi = F(v) pour À-presque tout v (cas d’égalité dans l’inégalité
de Cauchy-Schwarz). On procède de même avec ht (en faisant tendre s

vers -oo). Par conséquent, F est invariante (À-presque partout) par gs,
/~~_ et ht et donc par l’action à droite de PSL(2, R) qui est transitive. On
a donc bien montré que F est constante À-presque partout..

Réciproquement, le flot géodésique va nous permettre de démontrer le
résultat suivant, dû à G. Hedlund [39-40] :

THÉORÈME.- Si r est ucn réseau de PSL(2, R), le flot horicyclique h+
sur R) est ergodique par rapport à la mesure de Haar.

Preuve : Nous allons donner quelques détails car l’idée de la preuve est à
la base de beaucoup de techniques que nous verrons plus loin.

Le stabilisateur du point (1, 0) de R2 sous l’action linéaire de SL(2, R)

est H = ~ ht +} = ~ ( ~ -. ) ~. . L’espace homogène s’identifie
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donc à R2 - ~(o, 0~} et l’action à gauche de H sur SL(2, R) /H est bien sûr

par transvections (voir figure 4) :

Il est bien clair qu’une fonction continue sur R2 - {(0, 0)} invariante

par ces transvections est une fonction de y. En particulier, une telle

fonction est constante sur l’axe des x, et donc sur l’orbite de (1,0) par

gs = 0(-s/2)). Nous avons donc établi le lemme suivant.
Si 03A6 : SL(2, R) - R est une fonction continue, constante sur les doubles
classes par H, alors ~ est constante sur le sous-groupe à un paramètre g8.

Avant d’appliquer ce fait à notre propos, remarquons qu’un espace

homogène de PSL(2, R) est aussi un espace homogène de SL(2, R) de sorte

que nous pouvons nous placer dans le cas d’un réseau r de SL(2, R) (quitte
à étendre F par Z/2Z).

Considérons donc une fonction F de carré À-intégrable sur FBSL(2, R),
invariante par le flot ~~_. La fonction ~ définie sur SL(2, R) par :

est continue et vérifie :

car F est invariante par h+ et h+ préserve À.
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En appliquant l’observation précédente, on trouve :

Par conséquent, F est aussi invariante ( À-presque partout) par le flot géodé-
sique g9. Nous savons que ceci entraîne que F est constante À-presque
partout..

Pour plus d’informations sur le flot géodésique, nous renvoyons à l’expo-
sé de P. Pansu dans ce séminaire [62]. Notons cependant que cette dy-
namique est très complexe. A titre d’exemples :

i) La réunion des orbites périodiques est dense [1], [6].
ii) Certaines orbites ne sont pas récurrentes : une orbite peut spiraler

par exemple sur une orbite périodique (figure 5) ou sur un ensemble limite

plus compliqué.

iii) Il existe des ensembles fermés invariants ne contenant aucune orbite

périodique [56].
iv) Il existe une infinité non dénombrable de mesures de probabilités

invariantes et ergodiques [81].
La situation est assez différente pour le flot horicyclique et, d’une cer-

taine façon, bien plus simple. Le théorème suivant est dû à G. Hedlund

[38] : il sera démontré au paragraphe 3 :

THÉORÈME.- Si I‘1PSL(2, R) est de volume fini, toute orbite du flot
horicyclique h+ est périodiq~ue ou dense.



E. GHYS

Il est naturel d’essayer de décrire la répartition asymptotique des or-
bites dans rBPSL(2, R). Soit ~t un flot sur une variété V préservant une
mesure de probabilité Un point v de V est equiréparti par rapport à 
si pour toute fonction continue à support compact F : V -; R, on a :

Le théorème ergodique de G. Birkhoff garantit que si p est ergodique, p-
presque tout point v est équiréparti par rapport à p.

Le théorème suivant est dû à S.G. Dani et J. Smillie [28] : il fait suite

à de nombreux travaux (en particulier [7], [8], [32], [35], [37], [46], [84]).
Nous esquisserons une preuve d’un résultat plus général au paragraphe 3.

THEOREME.- Si R) est de volume fini, tout point non pério-
dique pour h+ est équiréparti par rapport à la mesure de Haar.

1.3. Bien sûr, on ne s’est pas contenté longtemps de l’étude des flots
géodésiques et horicycliques. Il est naturel d’étudier plus généralement
l’action à droite d’un sous-groupe H d’un groupe de Lie G sur un quo-
tient de volume fini ([2], [9]). Les motivations sont multiples et nous
en décrirons quelques-unes au paragraphe 4. Nous renvoyons à S.G. Dani
pour un excellent survol de ces travaux [19]. Signalons tout particulièrement
l’étude très complète du cas où G est nilpotent [63-64] par W. Parry (et plus
récemment [44-45]), ainsi que l’étude des actions de groupes horisphériques
par S.G. Dani [21]. C’est sur la base des résultats obtenus par ces au-

teurs que M. S. Raghunathan conjecture que si H est unipotent, l’adhérence
d’une orbite dans h1G coïncide avec l’orbite d’un sous-groupe de Lie de G
contenant H. Cette conjecture entraîne en particulier que ces adhérences
d’orbites sont des sous-variétés : une situation bien différente de celle du

flot géodésique...
Des progrès décisifs concernant la conjecture sont accomplis par G.A.

Margulis et S.G. Dani qui la démontrent (génériquement) lorsque G =
SL(3, R) [26]. Nous décrirons succinctement leurs méthodes au para.graphe
2. En fait, G.A. Margulis formule dans [50-52] une conjecture beaucoup
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plus générale que celle de M.S. Raghunathan qui est finalement démontrée

par M. Ratner [74-75].

THÉORÈME.- Soit H un sous-groupe d’un groupe de Lie connexe G,
engendré par des éléments unipotents. Soit r un réseau de G. Alors,
l’adhérence de toute orbite de H sur r~G coincide avec l’orbite d’un sous-
groupe de Lie de G contenant H.

L’approche de M. Ratner consiste à étudier d’abord la nature des
mesures invariantes par H et d’en déduire, par la suite, la structure des
adhérences d’orbites.

Fixons toujours un réseau r du groupe de Lie connexe G et soit x

un élément de FBG. Considérons un sous-groupe fermé L de G ayant la

propriété que x.L est fermé dans FBG. Supposons de plus que l’orbite
n L soit de volume fini par rapport à la mesure de Haar de

L. Comme x.L est contenu dans rBG, on obtient une mesure finie sur FBG.
Les mesures obtenues par ce procédé seront appelées mesures homogènes
sur Le résultat obtenu par M. Ratner est le suivant [70-71-72-73] :

THÉORÈME.2014 Soit H un sous-groupe d’un groupe de Lie G, engendré
par des éléments unipotents. Soit T un réseau de G. Toute mesure de

masse totale finie sur r1 G invariante et ergodique sous l’action de H est
une mesure homogène.

Lorsque H est un groupe à un paramètre M. Ratner obtient une

généralisation du théorème de S.G. Dani et J. Smillie.

THÉORÈME.2014 Soit un sous-groupe unipotent à un paramètre du

groupe de Lie connexe G et soit r un réseau de G. Alors, tout point de

I‘1G est équidistribué par rapport à une certaine mesure homogène.
Terminons ce paragraphe par trois remarques.

1. Les résultats de M. Ratner sont en fait plus généraux et couvrent certains
cas où F n’est pas un réseau. Nous ne donnons pas ici d’énoncé mais nous

citerons un exemple en 3.4.
2. La classe des groupes engendrés par des éléments unipotents est bien plus
large que celle des sous-groupes unipotents. Par exemple, tout sous-groupe
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de Lie de SL(n, R) isomorphe à SL(2, R) est engendré par des éléments
unipotents. Un exemple typique de groupe qui n’est pas engendré par des
éléments unipotents est le sous-groupe résoluble H de GL(n, R) formé des
matrices triangulaires supérieures (au sens large) car les éléments unipo-
tents de H sont triangulaires supérieurs au sens strict.
3. L’hypothèse "H est engendré par des éléments unipotents" est presque
optimale. A.N. Starkov montre que si H n’est pas engendré par des éléments
h tels que le spectre de Ad(h) est contenu dans le cercle unité, alors il existe
des adhérences d’orbites dans fBG qui ne sont pas des sous-variétés. Par
contre, si H est engendré par de tels éléments, il montre (en utilisant les
résultats de M. Ratner) que toutes les adhérences d’orbites sont des sous-
variétés (mais pas nécessairement orbites d’un sous-groupe de Lie L) [83].

2. DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

2.1. Dans ce paragraphe, nous proposons une introduction élémentaire
aux méthodes développées par G.A. Margulis. Commençons par quelques
remarques générales concernant la dynamique des flots unipotents. Fixons
un groupe de Lie connexe G, un réseau r et un sous-groupe unipotent à un
paramètre Pour simplifier, nous supposerons momentanément que rBG
est compact.

Les translations à gauche de G permettent d’identifier les espaces tan-

gents aux divers points de G à l’algèbre de Lie Q (des champs invariants
à gauche). Le flot ~t opère à droite sur r,G et sa différentielle, calculée
dans Q, est donnée par l’application adjointe C’est là une propriété
remarquable : la différentielle du flot, évaluée sur une trivialisation du fibré

tangent, ne dépend pas du point où on la considère. On pourra comparer
cette propriété à la notion d’"autonomie" dégagée par A. Zeghib [94].

Puisque ~t est unipotent, est un polynôme en t. Si l’on fixe

une structure euclidienne [[ [[ sur Ç et si w E Q est non nul, la fonction
~ ~2014~ est un polynôme qui ne prend que des valeurs strictement

positives. En particulier :
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C’est la distalité infinitésimale de 03C6t. Cette propriété est à la source de
la plupart des arguments concernant les flots unipotents : elle permet
d’exclure l’existence de variétés stables et donc les phénomènes de spirale-
ment. L’étude générale des flots infinitésimalement distaux a été entreprise
dans [76] mais il reste beaucoup à faire. Cette propriété entraîne-t-elle par
exemple que les adhérences des orbites sont des sous-variétés ?

Dégageons une propriété analogue mais non infinitésimale. Si x et

y sont des points suffisamment proches de rBG, il existe un unique petit
élément w(x,y) de G tel que y = x. exp w(x,y). On a bien sûr : =

de sorte que si x et y sont tels que et 

restent proches pour t E [0, T], alors :

On a ainsi une propriété de divergence polynomiale des orbites. Insistons

sur le fait qu’un flot unipotent n’est pas nécessairement distal, c’est-à-dire

que la distance entre et dans I‘1G peut ne pas être minorée par
un nombre strictement positif [36]. Le flot horicyclique par exemple n’est
pas distal.

2.2. Densité des horicycles dans le cas cocompact

Nous allons démontrer le théorème de G. Hedlund concernant les adhé-

rences d’orbites avec une preuve inspirée de [50-52-54], elle-même réminis-
cente de [6] ou [65].

groupe des matrices ( exp(s)0 texp(-s) ) normalisant H dans G Soit F un
réseau de G. Commençons pa,r le fa,it très cla,ssique suivant :

PROPOSITION.2014 Toutes les de B dans F)G sont 

Preuve : Il s’agit de montrer que toutes les doubles classes F.x.B sont

denses dans G ou, de manière équivalente, que toutes les orbites de F da,ns
G /B sont denses. Nous supposerons pour simplifier que F contient -id, de
sorte qu’il suffit de montrer la densité des orbites de F da.ns PSL(2, R) /B,


