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LA CONJECTURE DE MILNOR

d’après V. Voevodsky

par Bruno KAHN
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Introduction

Soit F un corps commutatif. La K-théorie de Milnor de F est l’anneau gradué 
défini par générateurs et relations de la manière suivante :

En d’autres termes, Kt (F) est le quotient de l’algèbre tensorielle du Z-module F* par
l’idéal bilatère engendré par les a 0 (1 - n) pour a fl 1. On a Ko(F) = Z, Ki (F) = F*.
Pour E F*, le produit ~al } ~ .... E est noté {al, ... , Pour

a fl 1, les relations

et la bilinéarité entraînent

d’où, encore par bilinéarité

L’anneau gradué est donc conimutatif.

Les groupes ont été introduits dans [22] par Milnor, qui était motivé par le fait
que K2 (F) = K2(F) (théorème de Matsumoto).

Soit m un entier premier à l’exposant caractéristique de F, et soit Fs une clôture

séparable de F. La suite exacte de Kummer



fournit un homomorphisme

vers la cohomologie galoisienne de F.

LEMME 1 (Tate). - L’homomorphisme ( 1 ) se prolonge par le cup-produit en une famille
d’homomorphismes

Cela revient à voir que (a) U (1 - a) = 0 dans H2(F, tc~,2), pour tout a E F*. Pour cela,
considérons l’algèbre étale E = F[t]jtm - a. Si a est l’image de t dans E, on a

En utilisant la formule de projection en cohomologie étale, il en résulte :

Les homomorphismes ’un,rn(F) sont parfois appelés, pour des raisons historiques, homo-
morphismes de résidu normique. Notons K(n, m, F) l’énoncé suivant :

(K(n, m, F)) L’homomorphisme du lemme 1 est bijectif.

Kato a proposé la conjecture suivante :

CONJECTURE 1 ([14, con,j. 1]). - ~~(n, m, F) est vrai pour tout (n, m, F).

Pour n = 2, cette conjecture avait été indiquée par Milnor lui-même [22, p. 540], et
Bloch [6, lecture 5] avait posé la question de la surjectivité des lorsque F est un corps
de fonctions sur C (notons que, dans ce cas, la surjectivité équivaut au fait que l’algèbre
de cohomologie H* (F, Z /m) est engendrée en degré 1).

La conjecture de Kato a été démontrée dans un grand nombre de cas particuliers (voir
1.1). Elle vient d’être démontrée dans le cas 2-primaire par Voevodsky :

THÉORÈME 1 ([48]). - K(n, m, F) est vrai pour tout (n, F) lorsque m est une puissance
de 2.

La démonstration de Voevodsky est par récurrence sur n : elle est exposée dans les
prochaines sectionsl. Contrairement aux démonstrations précédentes, qui utilisaient la

1Le rédacteur ne prétend pas avoir vérifié , les moindres ramifications de cette démonstration, qui
s’appuie sur un travail antérieur considérable (notamment [12], [42], [44], [45]). Il a par contre vérifié

les arguments de [48] dans un détail suffisant pour juger que son contenu mérite d’être exposé dans ce
séminaire. Néanmoins, il doit souligner que la démonstration de [48] ne sera complète que lorsque les
articles [26] et [47], sur lesquels elle repose, seront achevés et rendus publics.



K-théorie algébrique, elle n’utilise "que" la cohomologie motivique, qu’il a contribué a
développer (voir à ce sujet l’exposé de E. Friedlander dans ce séminaire). Malgré cela, la
topologie algébrique y ,joue un rôle essentiel, sous la forme de la catégorie homotopique (et
de la catégorie homotopique stable) des variétés, introduite par Morel et Voevodsky [25],
[46], [26]. Les arguments de Voevodsky n’utilisent pas non plus de réduction aux corps de
nombres, comme c’était le cas pour certaines des démonstrations antérieures.

Pour le lecteur qui ne souhaiterait pas se plonger dans les détails, nous en donnons ici
un résumé. Il est facile de voir qu’on peut se limiter au cas où F est de caractéristique
0, voire un sous-corps de C (corollaire 1.4 et proposition 1.5). On suppose la conjecture
connue en degré n - 1. La première étape, largement inspirée de (mais non identique à)
la stratégie antérieure de Merkurjev-Suslin, réduit le problème à démontrer un "théorème
90 de Hilbert en degré n" (corollaire 2.6) : celui-ci est exprimé en termes de cohomologie
motivique. La deuxième étape, toujours inspirée par Merkurjev-Suslin, consiste à réduire
ce théorème 90 à l’existence d’une variété de déploiement convenable pour un symbole
a E K,~(F)/2, c’est-à-dire une variété intègre Xa telle que a s’annule par extension des
scalaires de F à F(X~l) : on.prend pour la quadrique projective définie par une voisine
de dimension 2"-1 + 1 de la forme de Pfister associée à a. Ici la stratégie diverge de celle de

Merkurjev-Suslin : Voevodsky montre qu’il suffit d’établir la nullité d’un certain groupe
de cohomologie motivique d’un schéma simplicial associé à (proposition 4.4
et théorème 4.9). Cette approche simplifie grandement celle de Merkurjev et Suslin, qui
étaient obligés de démontrer une multitude d’énoncés parasites.

Toutes les démonstrations antérieures de cas particuliers de la conjecture de Kato utili-
sent le fait que, pour une variété de déploiement convenable X associée comme ci-dessus à
un symbole, le groupe des "zéros-cycles à coefficients dans les unités modulo l’équivalence
rationnelle"

s’injecte dans F* par l’intermédiaire de la nonne (voir section 8). Pour 1= 2, ce résultat
est démontré par M. R,ost en tout degré (théorème 8.5). Grâce à une décomposition du
motif de Chow de X,,, également due à R.ost (théorème 8.1), Voevodsky montre que cette

injectivité est équivalente à la nullité d’un autre groupe de cohomologie motivique de

(théorème 4.16). Sa contribution essentielle est alors de relier le premier groupe au

deuxième par une opération cohomologique a, qu’il va montrer être injective.

Pour définir a, Voevodsky utilise la catégorie homotopique des F -variétés, qu’il cons-

truit conjointement avec F. Morel. Elle lui permet de définir des opérations de Steenrod

en cohomologie motivique, analogues à celles existant en topologie algébrique, et a est

une version entière de l’une de ces opérations. Supposant F plongé dans C, l’injectivité



de a sur la cohomologie motivique de la variété X« résulte d’une part de l’existence d’une
classe fondamentale dans le bordisme algébrique de X,~, et d’autre part du fait que la
classe de Xa(C) en (n20141)-ième K-théorie de Morava est un générateur périodique, ce qui
établit un lien mystérieux entre la démonstration de Voevodsky et des objets intervenant
dans des propriétés profondes de la catégorie homotopique stable classique ([10], [31], [32])

Une partie considérable de l’argument de Voevodsky s’applique au cas d’un nombre
premier quelconque. Nous nous sommes efforcé de mettre en évidence cette généralité ; on
en trouvera les fruits dans la section 9.1. Pour avoir tous les détails de la démonstration,
le lecteur devra naturellement consulter [48], ainsi que les articles dont il dépend. Nous
l’encourageons également à lire [46], ancêtre direct de [48], qui contient des commentaires
éclairants ayant disparu de ce dernier article.

Supposons F de caractéristique différente de 2. Soient W (F) l’anneau de Witt de F,
classifiant les formes quadratiques non dégénérées sur F, IF son idéal d’augmentation et,
pour tout n > 0, InF = (IF)". Le groupe abélien I F est engendré par les classes des
formes binaires  1, -a > pour a E F* ; le groupe I"F est donc engendré par les classes
des n-formes de Pfister « lzl, ... »:_ 1, ® ... ®  1 ~ >. L’application
(al, ..., an) H« al, ... , an » induit un homomorphisme surjectif

En collaboration avec D. Orlov et A. Vishik, Voevodsky a annoncé une démonstration
du fait que (2) est bijectif pour tout (n, F); cela avait été également conjecturé par Milnor.
Nous n’aborderons pas ici cet aspect de son travail, qui utilise essentiellement les mêmes
méthodes ( c f . [28]).

Je remercie Fabien Morel pour son aide dans la préparation de ce texte.

NOTATION. Si A est un foncteur sur la catégorie des extensions de F, si a E A(F) et si
E est une extension de F, on note aE l’image de a dans A(E).

1. RÉSULTATS ANTÉRIEURS ET PREMIÈRES RÉDUCTIONS

1.1. Résultats connus antérieurement

Notons K(n, m) l’énoncé {K(n, m, F) pour tout corps F de caractéristique ne divisant
pas m}.



L’énoncé K(o, m, F) dit que le groupe de cohomologie galoisienne HO(F, Z/m) est iso-
morphe à Z/m : c’est trivial.

L’énoncé K(I, m, F) dit que le groupe H1(F, est isomorphe à Ce résultat,
classique, est connu sous le nom de théorie de Kummer. Lorsque C F, il équivaut
au fait que les caractères d’ordre divisant m du groupe de Galois GF = cor-

respondent bijectivement aux éléments de F~ /F#’~, après le choix d’une racine primitive
m-ième de l’unité. L’injectivité de résulte immédiatement de sa définition; sa

surjectivité résulte du théorème 90 de Hilbert (ou plutôt de la version d’Emmy Noether
de ce théorème) :

La démonstration de K(2, m, F) est due à Tate pour les corps globaux [43] ; Tate uti-
lise la théorie du corps de classes. La démonstration de K(2, m) est due à Merkurjev
pour m = 2 [18] et à Merkurjev-Suslin pour m quelconque [20]. Elle utilise la K-théorie
algébrique de Quillen ; voir l’exposé Bourbaki de Soûle à ce sujet [39].

La démonstration de If (3, 2) est due indépendamment à R.ost [33] et à Merkurjev-Suslin
[21]. La démonstration de Merkurjev-Suslin utilise la K-théorie algébrique, alors que celle
de Rûst ne l’utilise pas. Une démonstration de K(4, 2) a été annoncée par Rost vers 1988,
mais celui-ci ne l’a jamais rédigée.

R,ost et Voevodsky ont récemment annoncé une démonstration de K(3, 3) et de K(4, 3)
(voir section 9.1).

Enfin, en dehors des cas cités ci-dessus, K(rz, m, F) est connu pour des corps F parti-
culiers :

. Corps globaux : K(n, Tn, F) est connu pour tout (n, avec n > 3 (Bass-Tate [5]).
Bass et Tate démontrent plus : pour n > 3, le groupe est isomorphe à

(Z/2)rl, où r1 est le nombre de places réelles de F.
. Corps henséliens : soit F un corps de caractéristique 0, hensélien pour une valua-

tion discrète, à corps résiduel de caractéristique p > 0. Alors K(n, p, F) est connu

pour tout n (Bloch-Gabber-Kato [7]).

1.2. Nettoyages

PROPOSITION 1.1. 2014 a) Soient ml, entiers premier.s entre Alors, pour tout

corps F de caractéristique première cl m1m2 et tout n > 0, K(n, mlm2, F) *#

b) (Tate) Soient m > 1, F un corps de caractéristique première à m et E /F une extension
de degré premier à m. Soit n 2 0. Alor~s K(n, m, E) ~ K(n, m, F).



c) (Tate) Soit l un nombre premier. Alors, pour tout corps F de caractéristique différente
de l, {K(n - pour tout v > 1}.

Démonstration. a) est clair. Pour démontrer b), on remarque que les deux foncteurs F H
et F - Hn (F, sont munis de transferts

pour toute extension finie E/F, vérifiant la formule de projection et tels que NE/ F o 
soit la multiplication par le degré [E : F] , où correspond à la fonctorialité (c’est clas-
sique pour la cohomologie galoisienne, cf. [38] ; voir [5, §5] et [14, §1.7] pour la K-théorie
de Milnor), et que ces transferts commutent à l’homomorphisme 

Pour démontrer c), on se réduit via b) au cas où F contient une racine primitive l-ième
de en efiet, le degré F] divise L -1, donc est premier à l. On raisonne
par récurrence sur v, en considérant le diagramme

où p est le cup-produit par la classe [(] de ( dans HO(F, _ ~~a suivi du Bockstein a

associé à la suite exacte de coefficients

Dans ce diagramme, la ligne inférieure est exacte, et la ligne supérieure est exacte sauf
peut-être en La commutativité du diagramme est évidente, sauf celle du carré
de gauche. Pour vérifier cette dernière, on remarque que, si x E 1 (F), son image y
par provient de ~j = H’~-1(F,~~®~+i 1~), et donc que

L’énoncé résulte alors d’une chasse aux diagTammes. D

PROPOSITION 1.2. - Soit E un corps complet pour une valuation discrète, de corps
résiduel F. Alors, pour tout ni premier ci lu caractéristique de F et tout n > 1, on a
K(n, m, E) ~ {K(n, rrr,, F) et 

En effet, on a un diagramme



La ligne supérieure est exacte scindée par le choix d’une unifnrmisante de E [22, lemma
2.6], ainsi que la ligne inférieure, cf. [38, p. 121, (2.2)]. On vérifie facilement que ce
diagramme est commutatif [22, p. 341] et que les deux scindages sont compatibles. La
proposition résulte alors du lemme des 5. 0

COROLLAIRE 1.3. - ~ K(n - 1, ~rrL).

Démonstration. On applique la proposition 1.2 avec E = F((t)). p

COROLLAIRE 1.4. - K(n, m) en caractéristique 0 implique K(n, m) en toute caractéris-
tique première à n.

Démonstration. Soit F un corps de caractéristique p > 0 première à m. D’après la propo-
sition 1.1 b), pour démontrer K(rL, m, F), on peut supposer F panait. On applique alors
la proposition 1.2 en prenant pour E le corps des fractions de l’anneau des vecteurs de
Witt de F. 0

Pour démontrer le théorème 1, on peut donc supposer que m = 2 et que F est un corps
de caractéristique 0. Cela servira à disposer non seulement de la résolution des singularités,
mais aussi d’un "foncteur de réalisation" de la catégorie homotopique des F-schémas vers
la catégorie homotopique classique, associé à un plongement de F dans C, si par exemple
F est de type fini sur Q (voir section 7.1). Cette hypothèse supplémentaire est innocente
en vertu de la

PROPOSITION 1.5. - Soit F un corps. Si K(n, m, k) est vrai pour tout sous-corps k c F
de type fini sur son premier, alors K(n, m, F) est vrai.

C’est clair, puisque la K-théorie de Milnor et la cohomologie galoisienne commutent
aux limites inductives filtrantes. Q

2. COHOMOLOGIE MOTIVIQUE

Soit F un corps. A tout F-schéma lisse de type fini X, Suslin et Voevodsky [42, §2]
associent une famille de complexes de groupes abéliens Z(n, contravariants en X et

commutant aux limites projectives à morphismes de transition affines. Pour chaque n > 0,
les Z(n, X) définissent donc un complexe de faisceaux Z(n) sur le grand site zariskien de
Spec F restreint à la sous-catégorie pleine des F-schémas lisses. Ces complexes de faisceaux
ont les propriétés suivantes :

(A) Z(0) = Z, concentré en degré 0.
(B) Z(I) est quasi-isomorphe à ~"4~-1~ (le faisceau des unités placé en degré cohomo-

logique 1).
(C) Pour tout n > 0, Z(n) est acy clique en degré > n.



(D) Pour m, n > 0, il existe un produit Z(m) ® Z(n) - Z(m + n). Ce produit est
commutatif et associatif à homotopie près.

(E) Pour tout m premier à l’exposant caractéristique de F, est quasi-
isomorphe à oit a est la projection du grand site étale de Spec F sur son

grand site zariskien.
(F) Z(n) est un complexe de faisceaux avec transferts, à faisceaux de cohomologie

invariants par homotopie, au sens de [44].
(G) Hn(Spec F, Z(n)) = [42, §3].
Pour plus de détails, voir l’exposé de Friedlander.

Pour tout groupe abélien A, on note A(n) le complexe Z(n) Q9 A. On note HB(X, A(n))
(resp. HL(X, A(n))) les groupes d’ hypercohomologie H*Zar(X, A(n)) 03B1*A(n))).
Pour X = Spec F, on convient de noter simplement ces groupes HB(F, A(n)) et HL(F, A(n)).

Comme on ne sait pas pour 11, 2: 2 si Z(n) est cohomologiquement borné à gauche (c’est
une conjecture), il est bon de rappeler la définition de l’hypercohomologie d’un complexe
non borné et de vérifier quelques propriétés des groupes ci-dessus (ces points sont quelque
peu passés sous silence dans [42] et [48]). Si X est un site et C un complexe de faisceaux
sur X, à valeurs dans les groupes est la cohomologie d’un complexe
.~ K-injectif au sens de [40], quasi-isomorphe à C. Si X est de dimension cohomologique
finie, on a des suites exactes :

Si C est cohomologiquement borné à gauche ou si X est de dimension cohomologique
finie d, on a des suites spectrales d’hypercohomologie fortement convergentes :

On aura aussi besoin de la cohomologie motivique de certains schémas simpliciaux. Si
x, est un objet simplicial de X, on définit C) comme étant la cohomologie du
complexe total associé au complexe cosimplicial .~’(x,), où F est comme ci-dessus. Si C
est cohomologiquement borné à gauche ou si x, est de dimension finie, on a une suite
spectrale fortement convergente :

Si est un système inductif d’objets simpliciaux, de limite inductive x., on a des
suites exactes analogues à (3) :

Pour tout nombre premier l, notons le localisé de Z en 1.



PROPOSITION 2.1. - Pour tout corps F et tout nombre premier l fl car F,
a) L ’application naturelle Q(n)) - HL(F, Q(n)) est un isomorphisme pour tout
qEZ.
b) Le foncteur F H HL (F, (n) ), où l ~ car F, commute aux limites inductives pour
toutqEZ.
c~ Z~l)(n)) est de torsion pour q > n.

Démonstration. a) Plus généralement, pour tout corps F et tout complexe de faisceaux de
Q-espaces vectoriels I( sur le gland site zariskien de Spec F, munis de transferts au sens
de [44], l’application H~(K(F)) -~ 1HI:t(F, a* K) est un isomorphisme. Si K est réduit à
un faisceau, c’est dû à l’existence de transferts et au fait que la cohomologie galoisienne
d’un GF-module est de torsion en degré > 0. En général, on note qu’un corps est de Q-
dimension cohomologique étale 0, et qu’on peut donc appliquer la suite spectrale II de (4).

b) Il suffit de démontrer l’énoncé analogue pour les groupes de cohomologie à coeffi-
cients Q(n) et Q,/Z,(n). Dans le premier cas, cela résulte de a) ; dans le deuxième, cela
résulte de la propriété (E) de Z(n) et de la commutation bien connue de la cohomologie
étale d’un faisceau aux limites inductives filtrantes.

c) Cela résulte de a) et des propriétés (C) et (E) de Z(n). D

Soit un nombre premier différent de car F. Considérons l’énoncé suivant :

Exemples 2.2. -

(1) n = 0 : l’énoncé se traduit en Hé (F, Z(li) = 0. C’est clair, puisque le groupe de
Galois GF, profini, n’a pas de caractères continus d’ordre infini.

(2) n = 1 : l’énoncé se traduit en le précédent et = 0. C’est la version

d’Emmy Noether du théorème 90 de Hilbert.

Notons H90(n, l) l’énoncé l, F) pour tout corps F de caractéristique 0}. Par
ailleurs, notons B(n) le complexe de faisceaux zariskiens on a un mor-

phisme naturel

sur le grand site zariskien de Spec Q.

THÉORÈME 2.3 ([48, th. 2.11]). - Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) H90(n, l) est, 

(ii ) Pour tout i  n, le morphisme (Bt) ® Z(l) est un quasi-isomorphisme.



Démonstration. (ii ) ~ (i) est clair, d’après la propriété (C) de Z(n). Pour voir la réciproque,
introduisons le cône K(i) du morphisme (Bi) (g) Z~1) : c’est un complexe de faisceaux sur le
grand site zariskien de Spec F, et il faut montrer qu’il est acyclique. Pour tout anneau local
A d’une F-variété lisse X, il résulte de la propriété (F) de Z(i) que H* (Spec A, K(i)) -~
H*(Spec E, K(1)) est injectif ( "conjecture de Gersten", [44, cor. 4.17]). Cela ramène à
démontrer, sans perte de généralité, que = 0. D’après la proposition 2.1

c), H*(F, K(i) ® Q) = 0. Il reste à voir que K(i) ® = 0, c’est-à-dire que
QdI Zl(i)) --~ HL(F, est bijectif pour q  i. Or :

LEMME 2.4. - Si H90(n, l, F) est vrai, alors, pour tout i  v, le Bockstein

associé à la suite ea;cccte {At) est nul.

En effet, la propriété (E) du complexe Z(i) implique que ce Bockstein se factorise par
le Bockstein

associé au triangle distingue 1 -~ ~ La con-
clusion résulte maintenant de [42, prop. 7.1 et th. 5.9] (voir l’exposé de Friedlander, prop.
6.5). D

Remarque 2.5. - L’hypothèse de caractéristique 0 intemient dans la démonstration de
[42, th. 5.9], qui utilise la résolution des singularités.
COROLLAIRE 2.6. - H~0(n,, l) ~ .F~(r~,, L).

Vu les propriétés (E) et (G) de Z(n), il suffit d’appliquer le foncteur C H C0 Zj1)
au morphisme (Bn) et de tenir compte du corollaire 1.4. 0

Dans la section suivante, on aura également besoin du

COROLLAIRE 2.7 (théorème 90 de Hilbert pour [48, cor. 2.14]). - Supposons que
H90(n, l) soit vrai. Soient F un corps de caractéristique 0, E/F une eù;teTi.sion c yclique
de degré 1) et 03C3 un générateur de .son groupe de Galois. Alors la suite

est e3;ncte.

Démonstration. Soit G = Gol(E/F). On a une suite exacte de GF-modules

que l’on considère comme un complexe 7~ de faisceaux sur le petit site étale de Spec F.
On a donc



Notons que = HL(F, Z(j)(n)) et que a~Z~~)(n)) _
HL(E, Z(i~(n)). D’après le théorème 2.3, ces groupes coïncident respectivement avec
HB(F, Z(i)(n)) et HB(E, Z(i~(n)) pour q  n + 1 . En utilisant une suite spectrale d’hy-
percohomologie convergeant vers et la propriété (G) de Z(n), on en
déduit que la suite (7) est exacte après tensorisation par Z(i~. Mais l’homologie de (7) est
de l03BD-torsion, en vertu de la formule NEIF(X)E = le corollaire 2.7 en résulte.[]

Remarque 2.8. - Dans le cas l = 2, Merkurjev a démontré indépendamment que la
propriété du lemme 2.4 pour v = 1 entraîne la conjecture de Milnor, sans utiliser la
résolution des singularités [19].
Vu le corollaire 2.6, le théorème 1 résulte maintenant du théorème suivant :

THÉORÈME 2.9 ([48, th. 4.1]). - H90(n, 2) est vrai pour tout n > 0.

3. CORPS DONT LA K-THÉORIE DE MILNOR EST DIVISIBLE

Le but de cette section est de démontrer :

THÉORÈME 3.1. - Soit l un norrabre premier, et soit F un corps de caractéristique 0,
sans extensions finies de degré premier à l, tel que Kn (F) = Alors H90 (n - 1 , 1 )
=~ H90 (n,1, F).

Démonstration. On a besoin (le quelques lemmes :

LEMME 3.2 (cf. [48, lemma 2.20]). - H90(n - 1, l) imii. Soit F un corps de

caractéristique 0, sans extensions de degré premier à l. Soit E/F une extension cyclique
de degré l telle que la norme KM 1 (E) N~ (F) soit surjective. Alors la suite

est exacte.

Démonstration. L’exactitude en KMn(F) résulte facilement de l’hypothèse. Pour démontrer
l’exactitude en on définit un homomorphisme

où b E KM 1(E) est tel que ~ai, ... , an-1}. Le corollaire 2.7 implique que
b ~ E ~~(E’)/(l 2014 ne dépend pas du choix de b. Pour voir que p est bien
défini, il faut vérifier que b . dépend multilinéairement de (al, ... , an), ce qui est



immédiat, et que cet élément est nul si ol + o,~ = 1. Pour simplifier, supposons F*l

(l’autre cas est plus facile), et soit I( = Soit c E 1(* tel que Cl = ai. Notons que

donc que {c, c~2 ... , c~q~-1}) = 0 ; en appliquant de nouveau le corollaire 2.7,
on obtient un élément d E tel que (1- = {c, a2 ... , y_1}. Notons
aussi que 1- al = c). On a alors :

Il est clair que cp est une section de l’homomorphisme K1M(E)/(1 - 
KM (F) induit par la norme. Reste à voir qu’il est surjectif. Or, d’après Bass-Tate [5,
cor. 5.3], est engendré par les symboles de la forme {b, c~2, ... , an.} avec b E -~* et
a2,..., F*. On vérifie facilement sur ces symboles que cp o v est l’identité. Q

LEMME 3.3 (cf. [48, lemma 2.17]). - Soit F un corps de caractéristique 0, sans exten-
sions de degré premier à l. H90(n - 1, 1) vrai. Alors, pour toute extension
c yclique E/F de degré l, la suite

oii x E est un caractère défini.ssant E, est exacte.

Nous renvoyons à [48] pour la démonstration : en effet, pour l = 2, ce résultat est vrai
sans l’hypothèse H90(n - 1 , 1) (ni d’ailleurs celle que F n’ait pas d’extensions premières
à l), cf. par exemple [1, cor. 4.6].

LEMME 3.4 ([48, lemma 2.22]). - Sou.s l’hypothèse du théorème 3.1, on a 

IK,M(E) pour tout ea;tensiorL finie E/F.

Démonstration. Il suffit de traiter le cas où E/F est cyclique de degré d. Montrons d’abord
que la norme NE/F KMn-1(F) est surjective : comme son conoyau est de l-

torsion, cela résulte de la surjectivité de 1 (E)/l NE/F KMn- 1 (F)/l. Comme F n’a pas
d’extensions de degré premier à l, il contient une racine primitive l-ième de l’unité dont
le choix identifie le module galoisien tc~ à Z/l ; de plus, on a E = F(~) pour un a E F*
convenable. On a alors un diagramme commutatif


