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ETATS QUASI-LIBRES LIBRES ET FACTEURS DE TYPE III
[d’aprés D. Shlyakhtenko]

par Stefaan VAES

Le but de cet exposé est de présenter une famille d’algebres de von Neumann
introduite par Shlyakhtenko et de donner un apergu des résultats de classification des
algebres de cette famille. Ces algebres de von Neumann sont construites dans le cadre
des probabilités libres de Voiculescu.

Murray et von Neumann ont initié la classification des algebres de von Neumann.
Ils ont démontré que chaque algebre de von Neumann s’écrit comme intégrale directe
de facteurs (algebres de von Neumann de centre trivial) et ils ont classifié les facteurs
en différents types : I, I et III. Dans sa these [5], Connes a raffiné cette classification
en introduisant les sous-types III) (0 < A < 1). La construction de Shlyakhtenko
donne tout un monde d’exemples de facteurs de type II1;, c’est-a-dire le plus haut
dans la «hiérarchie » des facteurs.

L’idée de Shlyakhtenko est de donner dans le cadre des probabilités libres de Voi-
culescu une version du foncteur CAR (relations d’anticommutation canoniques) et
des états quasi-libres associés. Le foncteur CAR associe a chaque espace de Hilbert H
la C*-algeébre unifere universelle CAR(H) engendrée par la famille {a(§) | £ € H}
telle que

(1) € — a(§) est linéaire,
(2) les relations d’anticommutation canoniques sont vérifiées

a(na(§)” +a(§)*a(n) = (n, &)1,
a(§)a(n) + a(n)a(§) = 0.

Les relations d’anticommutation canoniques peuvent étre réalisées par les opérateurs
de création sur l’espace de Fock antisymétrique. Tout opérateur S agissant sur H
tel que 0 < S < 1 donne lieu & un état wg de la C*-algebre CAR(H), qu’on ap-
pelle état quasi-libre de covariance S. Les représentations GNS [8] associées aux états
quasi-libres ont été beaucoup étudiées [18, 14, 1]. Dans une telle représentation, le
bicommutant CAR(H)" est une algébre de von Neumann. Chaque état quasi-libre
sur CAR(H) donne donc une algebre de von Neumann qui s’avere étre un facteur.
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Les travaux d’Araki & Woods [2] et de Powers & Stgrmer [14] permettent de déter-
miner le type de ces facteurs d’Araki-Woods("). Plus précisément, si 0 < A < 1, il
existe exactement une classe d’isomorphisme de facteurs d’Araki-Woods de type 111,
et il existe une famille non-dénombrable de facteurs d’Araki-Woods de type I1Ij et
mutuellement non-isomorphes.

Remarquons que les facteurs d’Araki-Woods sont des facteurs moyennables.
Dans [7] Connes a réussi & donner une classification complete des facteurs moyen-
nables. C’est un des résultats les plus profonds de la théorie des algebres de von
Neumann. Pour chacun des types II;, I, IIT, (0 < A < 1) il existe un unique facteur
moyennable. Les facteurs moyennables de type Il sont classifiés par un invariant
en théorie ergodique qu’on appelle flot des poids. L'unicité du facteur moyennable de
type III; est di & Haagerup [10]. Dans le cadre des probabilités libres, nous allons
obtenir des facteurs non-moyennables. En particulier Shlyakhtenko construit une
famille non-dénombrable de facteurs de type III;, non-moyennables et mutuellement
non-isomorphes.

L’analogue en probabilités libres du foncteur CAR associe a un espace de Hilbert
réel Hyg, la C*-algebre universelle I'( Hg) engendrée par la famille {s(¢) | £ € Hg} telle
que

— 5(€) soit auto-adjoint pour tout £ € Hg,

— & — s(£) soit R-linéaire,

~ [Is(©)Il < ll€]l pour tout € € Hg.

Pour chaque plongement isométrique Hg — H de Hgr dans un espace de Hilbert H,
on obtient une représentation de I'( Hg) sur ’espace de Fock plein
FH)=CQa é H®™,
n=1
en posant s(&) = (€(§) + £(£)*)/2 ot £(§) est 'opérateur de création.

La construction des facteurs d’Araki-Woods libres suppose la donnée d’un groupe a
un parametre (U;) de transformations orthogonales d’un espace de Hilbert réel Hg qui
induit un plongement isométrique Hr — H de Hy dans le complexifié H. On obtient
une représentation de I'(Hg) dont I'image est notée I'(Hg, Uy). Le facteur d’Araki-
Woods libre T'(Hg, U;)"” est 1'algeébre de von Neumann engendrée par I'(Hg, U;). La
restriction de 1’état du vide au facteur I'(Hg, Uy)” est [’état quasi-libre libre noté @y .
Alors, I'(Hg, Up)" est un facteur de type III, sauf si U; = id pour tout ¢ € R.

Nous commengons cet exposé par rappeler la classification des facteurs de Connes
et les probabilités libres de Voiculescu et par une présentation de plusieurs points de
vue sur nos données essentielles, les représentations orthogonales de R. Au §2 nous

(11 découle des travaux de Powers & Stormer que les facteurs associés aux états quasi-libres sont
des produits tensoriels infinis de matrices 2 fois 2 (des facteurs ITPFIy). Plus généralement, Araki
& Woods étudient et déterminent le type des produits tensoriels infinis de facteurs de type I (les
ITPFI) et il y a des ITPFI qui ne sont pas ITPFI;.
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définissons 1’algébre de von Neumann I'(Hg, U;)” avec I'état quasi-libre libre ;. Nous
étudions en détail le cas Hg = R? muni de la représentation de R par rotations. Au
§3 nous présentons les principaux résultats de classification et de non-isomorphisme
des facteurs d’Araki-Woods libres obtenus par Shlyakhtenko :

— Classification complete des facteurs d’Araki-Woods libres associés a une repré-
sentation (Uy) presque-périodique.

— Construction d’une famille non-dénombrable de facteurs d’Araki-Woods libres
non-presque-périodiques et mutuellement non-isomorphes. Ces facteurs sont distin-
gués par leur invariant 7 de Connes.

— Construction de deux facteurs d’Araki-Woods libres non-isomorphes et ayant le
méme invariant 7 de Connes. Ceci est une application de la notion de dimension
entropique libre introduite par Voiculescu [29, 28].

— Démonstration que la classe d’isomorphisme d’un facteur Araki-Woods libre peut
dépendre de la multiplicité de la représentation (Uy). Ce résultat est démontré a laide
de la notion d’algébre de von Neumann solide due & Ozawa [12].

La classification complete des facteurs d’Araki-Woods libres reste un probleme
ouvert. Les résultats de non-isomorphisme présentés au §3 montrent qu'un facteur
d’Araki-Woods libre I'(Hg, U;)" dépend fortement de la classe de la mesure spectrale
de la représentation (U;). Ce probleme de classification est beaucoup plus difficile que
la classification des facteurs d’Araki-Woods, pour la raison suivante. Powers et Stgr-
mer [14] démontrent essentiellement que deux facteurs d’Araki-Woods associés & des
états quasi-libres sont isomorphes si leurs opérateurs de covariance different d’un opé-
rateur d’Hilbert-Schmidt. En particulier, d’apres un résultat de von Neumann, il suffit
de considérer le cas d’un opérateur de covariance diagonalisable. Ceci n’est plus le cas
pour les facteurs d’Araki-Woods libres. Une grande partie des facteurs d’Araki-Woods
libres ne peut étre obtenue par des représentations orthogonales presque-périodiques.

Dans le dernier §4 nous présentons un nouveau résultat sur les produits libres, ce
qui permet au §2.3 de démontrer un résultat un peu plus général que dans I'article
[22].

Il y a un certain nombre de résultats et d’applications dans la théorie des facteurs
d’Araki-Woods libres dont on ne parlera pas en détail dans cet exposé. Notons que
Shlyakhtenko a démontré dans [23] que les facteurs d’Araki-Woods libres Ty de type
ITI, (0 < A < 1) sont des facteurs premiers : ils ne peuvent étre écrits comme pro-
duit tensoriel de deux facteurs diffus (sans projecteurs minimaux). Dans [13] Pisier
et Shlyakhtenko utilisent des facteurs d’Araki-Woods libres comme modeles pour dé-
montrer une inégalité de Grothendieck pour les espaces d’opérateurs. Dans [27] les
facteurs d’Araki-Woods libres sont utilisés pour construire des actions extérieures de
groupes quantiques localement compacts.

Je remercie S. Baaj, E. Germain, D. Shlyakhtenko et G. Skandalis pour leur aide
pendant la préparation de cet exposé.
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1. RAPPELS

1.1. Algébres de von Neumann. Type des facteurs

On rappelle que pour un ensemble X d’opérateurs bornés sur un espace de Hil-
bert H, X C B(H), on appelle commutant de X et on note X’ I’ensemble de tous
les opérateurs T' € B(H) qui commutent & X. Si A C B(H) est une sous-algebre in-
volutive qui agit d’une fagon non-dégénérée sur H, le bicommutant A" coincide avec
Padhérence de A dans B(H) pour la topologie faible, ¢’est-a-dire la topologie donnée
par les semi-normes T' — |(T¢,n)|, ou &, n € H.

On appelle algébre de von Neumann toute sous-algebre involutive M C B(H) qui
est égale & son bicommutant : M = M", ce qui équivaut a dire que M est faiblement
fermé et 1 € M. Un facteur est une algebre de von Neumann dont le centre est réduit
aux scalaires. Si G est un groupe localement compact, I’algebre de von Neumann du
groupe G notée L(QG) est le bicommutant {A, | g € G} ou (\g) est la représentation
réguliere du groupe G sur I'espace de Hilbert L?(G).

Murray et von Neumann ont classifié les facteurs en types I, I et II1. Les facteurs
de type I sont ceux qui possedent des projecteurs minimaux. Ils sont isomorphes a
M,,(C) (type I,) ou B(¢?) (type I). Les facteurs de type II, sont ceux qui admettent
une trace finie et qui sont de dimension infinie (pour exclure le cas I,,). L’exemple type
d’un facteur II; est donné par ’algeébre de von Neumann L(G) d’un groupe discret G
dont {e} est la seule classe de conjugaison finie (on dit que G est CCI). Les groupes
libres F,, & n générateurs sont des exemples de groupes CCI (n peut étre oo). Les
facteurs de type I, sont ceux qui sont de la forme N ® B(¢2?) avec N un facteur II;.
Ce sont exactement les facteurs qui admettent une trace infinie semi-finie et qui ne
sont pas de type I. Un facteur de type I ou II est dit semi-fini. Il admet toujours une
trace semi-finie. Finalement les facteurs de type I1I sont ceux qui n’admettent pas de
trace non-nulle.

Remarque 1.1. — Dans tout ’exposé les espaces de Hilbert sont supposés séparables
et les algebres de von Neumann a prédual séparable, i.e. admettant une représentation
fidele sur un espace de Hilbert séparable.

1.2. Classification des facteurs de type III d’aprés Connes

Un état normal d’une algebre de von Neumann M est une forme linéaire faiblement
continue w : M — C positive (w(z) > 0 quand x > 0) qui satisfait w(1) = 1. Un état
est dit fidele si = 0 deés que w(x) = 0 et > 0. Toute algebre de von Neumann a
prédual séparable admet un état fidele.

La théorie de Tomita-Takesaki associe a tout état fidele w un groupe & un parametre
(0¢) d’automorphismes de M appelé groupe modulaire et caractérisé par

— woy = w pour tout t € R,
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— w satisfait la condition KMS par rapport a (oy) : pour tout z,y € M, il existe
une fonction continue f: {z € C |0 < Imz < 1} — C qui est analytique & Uintérieur
de la bande et qui satisfait

f@) =w(xzoy(y)) et f(t+i)=w(oy(y)r) pour toutt e R.

Une bonne introduction a la théorie modulaire de Tomita-Takesaki se trouve dans
[26].

Le théoréme de Radon-Nikodym de Connes [5] permet de comparer les groupes mo-
dulaires de deux états fideles w, u sur M. En effet, il existe une application faiblement
continue t — u; de R dans le groupe unitaire de M telle que

- Ut4s = ’LLtO';) (us)a
m

— w *
- oy (2) = woy (v)uy.
Les groupes modulaires de deux états fideles different donc par une perturbation
intérieure. Il s’en suit qu'une algebre de von Neumann a une dynamique intrinseque
donnée par les groupes modulaires des états fideles et déterminée a perturbation
intérieure pres.

Définissons le groupe polonais Aut M des automorphismes de M muni de la to-
pologie induite par les distances d(a, 3) = ||wa — wB|| et d(a, B) = |lwa™t — w87,
oll w parcourt les états de M. A chaque unitaire u € M, on associe l’automorphisme
intérieur Adu défini par (Adu)(x) = uzu*. Les automorphismes intérieurs forment
un sous-groupe distingué Int M de Aut M. Le groupe quotient est noté Out M. Le
théoreme de Radon-Nikodym permet de définir un homomorphisme § : R — Out M
qui envoie ¢ a la classe de o’ et qui ne dépend pas du choix de w.

Invariant T. — Soit w un état fidele sur un facteur M avec groupe modulaire (oy).
Dans [5] Connes a introduit le sous-groupe T (M) de R :

T(M)={teR|oy € Int M}.

D’apres le théoreme de Radon-Nikodym, I'invariant T'(M) ne dépend pas du choix de
I’état w. C’est donc un invariant de 1’algebre de von Neumann M.

Flot des poids. — A chaque facteur M est associée une algebre de von Neumann semi-
finie : c’est le produit croisé M x(,,) R de M par le groupe modulaire (0;) d'un état
fidele sur M. Sur le produit croisé M x(,,) R, il existe une trace semi-finie canonique.
Le produit croisé M x(,,) R admet une action duale (6s) de R par automorphismes.
La restriction de 'action (65) au centre du produit croisé s’appelle le flot des poids
de M. Grace au théoreme de Radon-Nikodym, le flot des poids ne dépend pas du
choix de I’état fidele.
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Facteurs de type III\. — Notons que le flot des poids est une action ergodique de R
sur un espace mesuré. Or une telle action est ou bien transitive ou bien proprement
ergodique, d’ol la classification suivante :

— M est semi-fini si c’est 'action de R} sur RY,

~ M est de type III) avec 0 < A < 1 si c’est action de RY sur R} /A%,

— M est de type III; si c’est 'action de R sur un point,

— M est de type Il si c’est une action proprement ergodique.

Combes a donné un aperqu des résultats de classification de Connes dans [4].

Murray et von Neumann ont construit deux facteurs de type II; non-isomorphes :
le facteur hyperfini R et le facteur L(Fs) du groupe libre & 2 générateurs. Ils sont
non-isomorphes car Int L(F3) est fermé dans Aut L(F3) tandis que Int R est un sous-
groupe dense non-trivial de Aut R.

Facteurs pleins et invariant 7. — Un facteur M est dit plein si Int M est un sous-
groupe fermé de Aut M. Pour un facteur plein, le groupe quotient Out M est un
groupe polonais. Pour un tel facteur plein Connes [6] introduit un nouvel invariant :

T(M) = la topologie la plus faible sur R qui rend continue 'application § : R — Out M.

Les facteurs d’Araki-Woods libres sont des facteurs pleins. Nous remarquons qu’un
facteur plein ne peut étre de type III.

1.3. Probabilités libres d’aprés Voiculescu

Une introduction plus complete aux probabilités libres de Voiculescu se trouve dans
le livre [30] ou dans [25].

Un espace de probabilités non-commutatif est une paire (A, ¢) ot A est une algebre
unifere et ¢ est une forme linéaire vérifiant ¢(1) = 1. Dans cet exposé on s’intéresse
surtout aux algebres de von Neumann : A est une algebre de von Neumann et ¢ un état
normal. Les éléments de A s’appellent toujours variables aléatoires. La distribution
d’un élément x € A est Papplication qui & un polynéme P € C[X] associe ¢(P(x)).
Si A est une algebre de von Neumann et x un élément auto-adjoint, la distribution
de x est une mesure de probabilités dont le support est contenu dans [—||z|], ||z]/].

NOTATION 1.2. — Si (M, ) et (N,u) sont des algébres de von Neumann munies
d’états ¢ et p, la notation (M,p) = (N, ) signifie qu’il existe un *-isomorphisme
a: M — N tel que pa = .

DEFINITION 1.3. — Soit (A, @) un espace de probabilités non-commutatif. Une fa-
mille (A;)ier de sous-algébres est dite libre si pour tout k et toute suite d’éléments
aj € Ai; (j=1,...,k) satisfaisant p(a;) =0 et ij #ij41, on a p(ay---ax) = 0.

Une famille d’éléments (x;)icr est dite libre (resp. *-libre) si les algébres (resp.
*-algébres) A; engendrées par x; forment une famille libre de sous-algébres de A.

Les produits libres fournissent des exemples de familles libres.
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PROPOSITION 1.4. — Soit (M;, ;) une famille d’algébres de von Neumann munies
d’un état fidele. Alors, il existe, a isomorphisme prés, une unique paire (M, p) d’une
algebre von Neumann munie d’un état fidéle, telle que

— (M, @) se plonge dans (M, ) en préservant l’état,

— M est engendrée par la famille de sous-algébres (M;) qui est une famille libre
dans (M, p).

On appelle (M, ) le produit libre des (M;, ¢;) et on note (M, p) = i;kI(Mi,api).

1.4. Représentations orthogonales de R

La donnée de la construction des états quasi-libres libres et des facteurs d’Araki-
Woods libres associés est une représentation de R par transformations orthogonales.

TERMINOLOGIE 1.5. — On appelle représentation orthogonale de R tout groupe a un
parametre de transformations orthogonales d’un espace de Hilbert réel Hg.

Soit (U:) une représentation orthogonale de R sur I'espace de Hilbert réel Hg. Le
complexifié H = Hg ® C admet une involution anti-unitaire J ('opérateur de conju-
gaison complexe) et les transformations orthogonales (U;) s’étendent en un groupe a
un parametre d’unitaires sur H, qu’on notera toujours (Uy).

Il existe alors un unique opérateur auto-adjoint strictement positif A sur H tel que
U; = A" pour tout t € R. On a JAJ = A~!. L’opérateur A permet de définir un
nouveau plongement isométrique

Hgr — H : {— (A_#_H)lpf.

En effet, si £ € Hr, on a J§ = £ et donc

G7) el = (e )+ <A /)

= (e (e o)

= (4566) =l

On notera Ky I'image de Hp par ce plongement. Alors, Kg est un espace de Hil-
bert réel, isométriquement plongé dans un espace de Hilbert complexe H vérifiant la
propriété suivante :

(%) KrNiKg = {0} et Kg + iKR est dense dans H.

Dans [17] on démontre que chaque plongement isométrique Kr C H satisfaisant la
condition (x) provient d’une représentation orthogonale de R sur un espace de Hilbert
réel Hr par la construction présentée ci-dessus.
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Ecrivons T = JA™Y2. Alors T est un opérateur anti-linéaire fermé et inversible
sur H qui satisfait 7 = T~!. Un tel opérateur s’appelle une involution sur H. Ré-
ciproquement une telle involution 7" admet une décomposition polaire T = JA~1/2
dans laquelle J est une involution anti-unitaire sur H et A est un opérateur auto-
adjoint strictement positif satisfaisant JAJ = A~!. Posons Hg = {£ € H | J¢ = &}
et U; = A'. On obtient ainsi une représentation orthogonale de R. On remarquera
que l'espace Kgr correspondant consiste en les vecteurs & dans le domaine de T' qui
satisfont T¢ = &.

On a alors obtenu plusieurs points de vue différents sur les représentations ortho-
gonales de R.

(1) Un groupe & un parametre de transformations orthogonales d’un espace de
Hilbert réel.

(2) Un plongement isométrique d’un espace de Hilbert réel dans un espace de
Hilbert complexe vérifiant (*).

(3) Une involution 7" sur un espace de Hilbert.

Finalement on peut considérer la décomposition spectrale de 'opérateur log A. Comme
J(log A)J = —log A, la classe de la mesure spectrale de log A est symétrique. Les
représentations orthogonales de R sont donc classifiées par une classe de mesure
symétrique sur R et une fonction de multiplicité symétrique.

2. FACTEURS D’ARAKI-WOODS LIBRES

Le foncteur CAR associe a tout espace de Hilbert H la C*-algebre CAR(H) (voir in-
troduction). Oubliant la structure complexe de H on peut écrire CAR(H) comme une
algebre de Clifford. Soit Hg un espace de Hilbert réel. On note Cliff (Hg) et on appelle
algebre de Clifford la C*-algebre universelle engendrée par la famille {s(¢) | £ € Hgr}
telle que s(§) est auto-adjoint pour tout £ € Hg, & — s(§) est R-linéaire et

s(&)s(n) + s(n)s(§) = 2(5,m1.

Cette derniere condition étant équivalente a s(£)? = ||£]|?1 pour tout £ € Hg, on voit
comment le foncteur Hg — I'(Hg) est une version libre du foncteur Cliff.

A chaque plongement isométrique Hr <— H de Hyr dans un espace de Hilbert
complexe H est associée une représentation de Cliff (Hg) sur l’espace de Fock anti-
symétrique (ou fermionique) :

Fas(H) =CQ & @ H

n=1

posant s(§) = a(§)* + a(€) on a(&) est 'opérateur de création & gauche. Remarquons
que cette représentation de Cliff(Hg) est en fait la représentation GNS d’un état
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quasi-libre. L’algébre de von Neumann engendrée par les opérateurs s(§),& € Hg est
un facteur d’Araki-Woods.

Shlyakhtenko donne une version libre de la construction précédente et appelle le
facteur engendré facteur d’Araki-Woods libre.

2.1. Etats quasi-libres libres

Donnons-nous une représentation orthogonale (U;) de R sur Pespace de Hilbert
réel Hg. Comme au §1.4, nous regardons le complexifié H de Hr avec 'involution
anti-unitaire .JJ et l'opérateur auto-adjoint strictement positif A tel que U; = A™.
Introduisons l’espace de Fock plein de H :

FH)=CQa é H®™,
n=1
Le vecteur unité €2 s’appelle vecteur du vide. Pour chaque vecteur £ € H, nous dispo-
sons de l'opérateur de création a gauche

(oA =¢,
L) (1@ ®&) =06 ® - ®&n.

L’adjoint ¢(§)* s’appelle opérateur d’annihilation.

o) : F(H) — F(H) : {

Pour chaque vecteur £ € H, notons s(§) la partie réelle de £(£) donnée par
s = KOO
Un résultat crucial de Voiculescu [30] dit que la distribution de 'opérateur s(¢) par
rapport a I'état vectoriel du vide donné par ¢(z) = (), Q) est la loi semi-circulaire
de Wigner supportée par l'intervalle [—||€]|, ||€]l]-
Rappelons que 'opérateur A permet de définir un plongement de Hg dans H dont
I'image est notée Kg. On peut alors formuler la définition centrale de cet exposé [20)].

DEFINITION 2.1. — Soit (U;) une représentation orthogonale de R sur l'espace de
Hilbert réel Hg. Le facteur d’Araki-Woods libre® noté ['(Hg, U)" est défini par

D(Hg,Up)" = {s(¢) | £ € Kr}".
L’état vectoriel py(x) = (2, Q) est appelé état quasi-libre libre.

Rappelons que T' = JA~1/2 est I'involution sur H associée & (U). Pour &, € KR,
on vérifie que
25(8) + 2is(n) = £(C) + £(T¢)"
ou ¢ = &+ in. On conclut que T'(Hg, U;)"” est également I'algebre de von Neumann
engendrée par les opérateurs £(¢) + ¢(T'¢)* ou ¢ appartient au domaine de T'.
Le résultat suivant est facile & démontrer.

/

(2)Nous verrons que ['(Hg, Ut)" est effectivement un facteur dés que dim Hg > 2.
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PROPOSITION 2.2. — L’état quasi-libre libre oy sur T'(Hg, U;)”

modulaire (oy) de létat oy est donné par

o1(s(&)) = s(Ur&) pour tout t € R, € € K.

est fidele. Le groupe

La construction des facteurs d’Araki-Woods libres est fonctorielle dans un sens
précis. En effet on considére la catégorie dont les objets sont les paires (Hg, Uy) et les
morphismes sont les contractions entre espaces de Hilbert qui entrelacent les représen-
tations. A chaque morphisme (Hﬂg), Ut(l)) — (HH§2), Ut@)) correspond une application
complétement positive I' (Hﬂg), Ut(l))’ "—T (HH(;), Ut@))’ " normale et unifere, préservant
les états quasi-libres libres. On notera I'” ce foncteur.

La catégorie des paires (Hg, U;) admet une structure additive : la somme directe.
Shlyakhtenko démontre que le foncteur I' entrelace les opérations somme directe et
produit libre.

PROPOSITION 2.3. — Soit (H]g), t(i))iel une représentation orthogonale de R. Po-
sons (Hg,Uy) = EBi(HH({), Ut(l)). Alors,

(C(Hz, U pv) = x (CH UPY pp).

2.2. Variables circulaires généralisées

Pour comprendre la structure des algebres de von Neumann (I'(Hg,U:)”, ov) il
est naturel de considérer d’abord les représentations orthogonales irréductibles de R.
Le cas Hr = R et U; = id est facile : I'algebre est engendré par un seul opérateur
dont la distribution par rapport a ¢y est la loi semi-circulaire, d’apres le résultat de
Voiculescu. On trouve donc

(T(R,id)", pu) = (L=[=1,1], 1)

ou i est la mesure semi-circulaire sur [—1, 1]. Si on combine ce résultat avec la pro-
position 2.3, on obtient

(1) (T(Hr,id)", ov) = (L(Fn), tr)
ou L(FF,,) est 'algebre de von Neumann du groupe libre & n = dim Hy générateurs.
Prenons maintenant Hg = R? et 0 < A < 1. Posons

o <cos(t log \) — sin(tlog A)) .

(2) sin(tlog ) cos(tlog\)

En prenant la base orthonormale ¢; = %(1, —i), & = %(1, i) du complexifié¢ H =
C2, on voit que 'algébre de von Neumann I'(Hg, U;)" est engendrée par I'opérateur
£(&) + V(&))" sur espace de Fock plein F(C?).

NOTATION 2.4. — On notera (Tx,py) := ['(Hg,U;)"” ot Hg = R? et U; est donné
par égalité (2).
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Pour comprendre I'algebre T}, il faut étudier la *-distribution de 1’élément ¢(&2) +
\/Xé(él)* par rapport a 1’état vectoriel du vide. Un tel élément s’appelle élément cir-
culaire généralisé. Dans le cas A = 1, on retrouve I’élément circulaire y de Voiculescu
[30]. Voiculescu a démontré que la décomposition polaire y = ub d’un élément circu-
laire donne un wunitaire de Haar u et un opérateur b quart-circulaire. Ceci veut dire
que la distribution de u est la distribution uniforme sur le cercle et que la distribu-
tion de b suit la loi quart-circulaire supportée par Uintervalle [0,1]. Shlyakthenko a
démontré dans [20] un résultat analogue pour les éléments circulaires généralisés. Ce
résultat permet de donner une description alternative de (Ty, ¢»).

THEOREME 2.5. — Soit 0 < A < 1 et soit y = £(&1) + VM(E)* 1élément circulaire
généralisé associé dans (T, px). Notons y = vb la décomposition polaire de y. Alors v
est une isométrie non-unitaire qui satisfait ox(v*(v*)!) = 6N, La distribution de
lopérateur b est sans atomes. Les éléments u et b sont *-libres.

Un corollaire immédiat de ce résultat est que
(3) (Tx, p2) = (B(2(N)),wr) * (LX[=1,1], )

olt wy(e;j) = 6;;M (1 — A) et p est la loi semi-circulaire sur [—1, 1]. Bien évidemment,
au lieu de g on pourrait prendre n’importe quelle autre mesure de probabilités sans
atomes.

L’isomorphisme (3) est crucial. Il permet de réaliser (T, ¢) en représentant d’une
maniere libre (B(¢?(N)),wy) et (L°°[—1,1], 1) dans un espace de probabilité non-
commutatif. Shlyakhtenko trouve dans [20] de telles représentations qui permettent
de comprendre la réduction de 1’algébre Ty par un projecteur minimal de B(¢?(N)).
On les appelle modéles matriciels. C’est un outil puissant qui permet de démontrer
des résultats d’absorption libre.

THEOREME 2.6. — On a
(T, o0) = (Troa) * (L[=1,1], ) = (T, o) * (L(Foo), tr),
ot p est la mesure semi-circulaire et tr est la trace sur le facteur L(Fo) du groupe
libre a une infinité de générateurs.
2.3. Type des facteurs d’Araki-Woods libres

A Taide du théoréme 2.6, on peut finalement démontrer que I'(Hg,U;)" est tou-
jours un facteur quand la dimension de Hg est au moins 2. On peut en méme temps
déterminer le type de ce facteur et son invariant 7.

THEOREME 2.7. — Soit (U;) une représentation orthogonale de R sur l’espace de
Hilbert réel Hg de dimension au moins 2. Notons M = T'(Hg,U;)".

(1) M est un facteur plein.
(2) M est de type II ssi Uy = id pour tout t € R.
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(3) M est de type III\ (0 < X < 1) ssi (Uyp) est périodique de période %,

(4) M est de type III; dans les autres cas.

(5) L’invariant 7(M) est la topologie la plus faible sur R qui rend continue ’appli-
cation t — U de R dans le groupe orthogonal de Hr muni de la topologie faible.

(6) Le facteur M admet des états presque-périodiques ssi (Up) est presque-

périodique.

Nous donnons ici plus de détails pour la démonstration de ce théoreme. Shlyakh-
tenko détermine 'invariant 7(M) dans [22], mais en supposant que la représentation
orthogonale (U;) contient ou bien une représentation périodique ou bien une repré-
sentation triviale de dimension 2. Nous suivons la méme méthode que Shlyakhtenko,
mais utilisons le nouveau lemme 4.1 qui est plus fort que le lemme des 14¢ de Bar-
nett [3] utilisé par Shlyakhtenko. Shlyakhtenko démontre (1)—(4) dans [20] pour les
représentations presque-périodiques et dans [21] pour le cas général, mais par d’autres
méthodes que nous.

Preuwve du théoréme 2.7. — Il suffit de démontrer (1) et (5). En effet, un facteur plein
est semi-fini (c’est-a-dire, de type I ou II) ssi 7(M) est la topologie grossiere. Dans ce
cas-1a, on conclut de (5) que U; = id pour tout ¢t € R et d’aprés I'isomorphisme (1),
M est un facteur II;. Ceci démontre (2). Un facteur plein n’est jamais de type IIlj.
Comme 7(M) est la topologie la plus faible qui rend continue I'application ¢ : R —
Out(M), on conclut de (5) que 6(t) = 1 ssi Uy = id. Ceci démontre (3) et (4).
Finalement, démontrons (6). Si M admet un état presque-périodique, le groupe R
muni de la topologie 7(M) peut étre complété en un groupe compact. Il existe donc
un groupe compact G, un plongement R C G et une extension de t — U; en un
homomorphisme continu G — O(Hg). Ceci veut dire que (Uy) est presque-périodique
[8]. Réciproquement, si (Uy) est presque-périodique, I’état quasi-libre libre est un état
presque-périodique.

Il nous reste & démontrer (1) et (5). Ceci est évident quand Uy = id pour tout
t € R. Le deuxiéme cas qu’on considere est celui ou (U;) contient la représentation
donnée par 1'égalité (2) avec 0 < A < 1. Notons son complément par (U/) agissant sur
Hy. D’apres le théoreme 2.6 on a

(M7 QO) = (TN QDA) N (F(Hﬂlﬁv Utl)/lv QOU’)
= ((Ta, oa) * (L[=1,1], ) + (L2°([=1, 1], ) * (T (Hg, U7)", pu-)).-

Comme (L>°[—1, 1], 1) contient un unitaire de Haar, on peut appliquer la proposition
4.2. On conclut que M est un facteur plein et que 'invariant 7(M) est la topologie la
plus faible sur R qui rend continues les deux applications t — o> et t s oV’ Par la
proposition 2.2 ceci est exactement la topologie la plus faible sur R qui rend continue
I’application ¢t — Uy.

Finalement, nous considérons le cas ou la représentation (U;) ne contient pas de
représentation périodique et n’est pas triviale. Il est alors clair qu’on peut décomposer
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U; en trois composantes non-triviales Uy = Ut(l) @ Ut@) @ Ut(g). Les énoncés (1) et (5)
découlent des propositions 2.3 et 4.2 ainsi que du lemme 4.3. O

Pour chaque représentation orthogonale non-périodique (U;) de R, le facteur
d’Araki-Woods libre T'(Hg, U;)” est donc un facteur de type III; dont linvariant 7
est la topologie la plus faible qui rend continue I’application t +— Uy.

Remarque 2.8. — Dans [6] Connes part d’'une mesure finie p sur R% telle que
J A du(X\) < oo. On y associe la représentation unitaire (Uy) de R sur L*(R%, u),
défini par (U:£)(\) = AE(N). On suppose que (Uy) est non-périodique.

Connes définit P = My(L>(R%,x)) muni de I'état ¢ proportionnel a la forme
positive

w (f nf ) = [ a0 ) + [ Azl ).

Ja1 fo2
Prenons un groupe discret infini G et définissons le produit tensoriel infini
geG

Alors G agit sur P, par automorphismes de décalage des facteurs tensoriels et on
considere le produit crois¢é M = P, x G. De cette maniere M est un facteur de
type III;. Connes démontre que pour G = F,, (n = 2,...,+400), M est un facteur
plein et invariant 7(M) est la topologie la plus faible qui rend continue I'application
t — U;. Les facteurs de type III; de Connes et ceux de Shlyakhtenko peuvent-ils étre
isomorphes 7

3. CLASSIFICATION DES FACTEURS D’ARAKI-WOODS LIBRES

3.1. Le cas presque-périodique

Supposons d’abord que (Uy) est une représentation orthogonale presque-périodique.
Ceci veut dire que l'opérateur A, qui était défini sur le complexifié H de Hg par
U; = A", a un spectre purement ponctuel. Soit G C R’ le sous-groupe engendré par
le spectre ponctuel de A. Shlyakhtenko [20] démontre que ce sous-groupe classifie les
facteurs d’Araki- Woods libres presque-périodiques.

THEOREME 3.1. — Soit (U;) une représentation orthogonale presque-périodique et
non-triviale. Soit G le sous-groupe de R% engendré par le spectre ponctuel de A. Alors,
(T(Hg, Up)", pu) ne dépend que de G & des isomorphismes qui préservent l'état quasi-
libre libre preés.

Réciproquement, le groupe G coincide avec [linvariant Sgqiscret du facteur
I'(Hg, Uy)" [6], qui classifie donc les facteurs d’Araki- Woods libres presque-périodiques
et non-triviales.
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En particulier, il découle de ce théoréme et du théoréme 2.7 que (T, @) est le seul
facteur d’Araki-Woods libre de type III (0 < A < 1).

Remarquons que le cas ou Uy = id pour tout ¢t € R reste ouvert. En effet, d’apres
I’isomorphisme (1), on sait qu’on obtient le facteur du groupe libre & n générateurs :
décider si ces facteurs dépendent de n est un des problemes ouverts en algebres d’opé-
rateurs.

3.2. Le facteur de type II., associé

Au §1 nous avons vu qu’on associe, a chaque algebre de von Neumann M, une
algebre de von Neumann semi-finie M x(,,) R ol (0¢) est le groupe modulaire d’un
état fidele sur M. On sait que M est un facteur de type III; ssi le produit croisé
M x(5,) R est un facteur de type I1,. On l'appelle le facteur II,, associé au facteur
M de type III;.

Si M est un facteur de type III) (0 < A < 1), on peut prendre un état fidele sur M
tel que le groupe modulaire correspondant (o) admette 27 /|log A| comme période.
Le groupe modulaire donne donc une action du cercle T sur M. Le produit croisé
M % T est un facteur de type Il et on a un isomorphisme canonique

M X (o) R = (M X T) ®LOO(T)

Le facteur M x T de type I1,, s’appelle également le facteur I, associé a M.

Les facteurs Il associés aux facteurs de type IIIy (0 < A < 1) retiennent une
certaine partie de la structure de M. Dans ce paragraphe on s’en sert pour démontrer
certains résultats de non-isomorphisme entre les facteurs d’Araki-Woods libre.

Dans [20] Shlyakhtenko calcule le facteur Il associé au facteur d’Araki-Woods
libre (T, px) de type IIIy. 1l identifie, grace aux modeles matriciels, le facteur T au
facteur suivant étudié par Radulescu [16].

Dy = (M2(C),wx) * (Loo[_lv 1]?”)7

oltwy(e;j) = 6;;M /(1 + X) pour4,j = 0,1, et p est la mesure semi-circulaire. Dans [16]
Rédulescu démontre que le facteur I, associé & D) est isomorphe & L(Fo,) @ B(¢?).
On obtient donc le résultat suivant.

PROPOSITION 3.2. — Le facteur Il associé au facteur d’Araki-Woods libre (Tx, ©x)
est isomorphe a L(Fo) @ B(£?).

Dans [22, 21] une description plus systématique des facteurs I, associés aux fac-
teurs d’Araki-Woods libres est donnée. L’idée est la suivante : dans I'isomorphisme (1)
nous avons vu que le facteur d’'un groupe libre est engendré par une famille libre
d’opérateurs semi-circulaires. Une telle famille peut étre obtenue par des opérateurs
de création sur un espace de Fock plein.

Shlyakhtenko généralise ceci et considére dans [22] une famille libre d’opérateurs
semi-circulaires a coefficients dans une algébre de von Neumann A. On retrouve le
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cas précédent quand A = C. On peut construire une telle famille a coefficients dans A
en remplagant, dans la construction de ’espace de Fock plein, les espaces de Hilbert
par des A-modules hilbertiens. Ceci permet d’engendrer le facteur I, associé & un
facteur d’Araki-Woods libre par une famille libre & coefficients dans A = L*°(R).

De cette maniére Shlyakhtenko démontre dans [24, 21] le résultat suivant.

THEOREME 3.3. — Soit (Hg,U;) un multiple fini ou infini de la représentation ré-
guliere de R donnée par (L*(R,R), \;). Alors, le facteur Il associé a T'(Hg,Uy)" est
isomorphe a L(Fs) ® B(?).

Dans [21] Shlyakhtenko identifie 'action duale sur le facteur L(Foo) @ B(£?) de type
I, associé a I'(L%(R,R), \;)" avec Paction construite par Riadulescu dans [15].

3.3. Des résultats de non-isomorphisme

Comme on a vu au §1.4, on peut associer a chaque mesure symétrique p sur R,
une représentation orthogonale (U;) de R sur l'espace de Hilbert réel Hg défini par

Hp={¢ € L*(R,p) | £(~2) = E(@)} et (Ug)(x) = e"(x).

On notera 7(u) la topologie la plus faible sur R qui rend continue application ¢ — Uy
de R dans O(Hg) muni de la topologie faible. D’apres le théoreme 2.7, 7(p) est exacte-
ment 'invariant 7 du facteur d’Araki-Woods libre I'(Hg, Uy )" . Dans [24] Shlyakhtenko
démontre qu’il existe une famille non-dénombrable de mesures p sans atomes telles
que les topologies () soient distinctes. On obtient le résultat suivant.

ProPOSITION 3.4. — Il existe une famille non-dénombrable de facteurs d’Araki-
Woods libres mutuellement non-isomorphes et sans états presque-périodiques.

Les algebres de cette famille peuvent étre distinguées par I'invariant 7. Néanmoins,
on verra plus tard que l'invariant 7 ne suffit pas pour distinguer tous les facteurs
d’Araki-Woods libres.

Voiculescu a introduit [28] la notion d’entropie libre x(z1,...,x,) pour des élé-
ments auto-adjoints z1,...,x, dans une algebre de von Neumann finie M munie
d’une trace. Ceci est utilisé pour définir la dimension entropique libre 6(x1,. .., xy,).
Une application spectaculaire de ’entropie libre a été donnée par Voiculescu dans [29]
ou il démontre que les facteurs des groupes libres n’admettent pas de sous-algebre de
Cartan.

Dans [24, 22] Shlyakhtenko utilise la dimension entropique libre pour démontrer
que, dans certains cas, le facteur I1,, associé & un facteur d’Araki-Woods libre ne peut
étre isomorphe a L(F,) ® B(¢?).
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THEOREME 3.5. — Soit (U;) une représentation orthogonale non-périodique de R sur
un espace de Hilbert réel Hr. Supposons que la mesure spectrale de ®n>1U,§X’" est sin-
guliére par rapport a la mesure de Lebesque. Alors, le facteur I, associé o T'(Hg,Uy)”
n’est pas isomorphe a L(Fo) @ B(£?).

En particulier, T(Hg,U;)" n’est pas isomorphe a T(L*(R,R), \)"”, ot (\:) est la
représentation réguliere de R.

La condition du théoreme précédent est satisfaite si la topologie la plus faible qui
rend continue "application t — Uy est strictement plus faible que la topologie usuelle
de R.

Dans [24] Shlyakhtenko construit une mesure p sur R telle que toutes les mesures
-+ % sont singulieres par rapport a la mesure de Lebesgue, mais néanmoins 7(u)
est la topologie usuelle de R. Le théoreme précédent admet donc le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.6. — Il existe des facteurs d’Araki-Woods libres non-isomorphes
ayant le méme invariant T.

Comme l'invariant 7 ne distingue pas tous les facteurs d’Araki-Woods libres, Shlya-
khtenko propose dans [24] un nouvel invariant S pour les facteurs pleins de type III.
Introduisons quelques notations. Si v est une mesure sur R, notons C,, I’ensemble de
toutes les mesures qui sont absolument continues par rapport a la mesure p. Dans le
cas ou p est la mesure spectrale d'un opérateur auto-adjoint et strictement positif A,
on pose C4 := C,. Ceci permet de définir

S(M) o @ état ﬁggle sur MC@nA?E"’
olt A, est Popérateur modulaire de I’état . On remarque que les mesures dans S(M)
sont supportées par R* et que la mesure de Dirac 6; est toujours dans S(M).

Shlyakhtenko démontre dans [24] que cet invariant S distingue certains facteurs

d’Araki-Woods libres (non-isomorphes) qui ont le méme invariant 7.

3.4. Le facteur d’Araki-Woods libre dépend-il de la multiplicité ?

A chaque mesure symétrique p sur R est associée une représentation orthogonale
(voir §3.3). Notons I'(u,n), o n € {1,...,+00}, le facteur d’Araki-Woods libre as-
socié a la somme directe de n copies de cette représentation.

Il découle du théoreme de classification 3.1 que, dans le cas ou p est une mesure
atomique non-concentrée en {0}, le facteur I'(u, n) ne dépend pas de n. D’apres le théo-
réeme 2.7, 'invariant 7 d’un facteur I'(u, n) quelconque ne dépend pas de n. Néanmoins,
Shlyakhtenko démontre dans [19] un résultat trés surprenant.

THEOREME 3.7. — Soient \ la mesure de Lebesque sur R et &g la mesure de Dirac
en 0. Alors, T'(A+ do,1) et T'(A + do,2) ne sont pas isomorphes.
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Dans sa preuve Shlyakhtenko utilise la notion d’algebre de von Neumann solide due
a Ozawa [12] : une algebre de von Neumann est dite solide si le commutant relatif de
n’importe quelle sous-algebre diffuse et unifere est injectif. Rappelons qu'une algebre
de von Neumann est dite diffuse si elle n’admet pas de projecteurs minimaux. Une
algebre de von Neumann solide est nécessairement finie.

Ozawa démontre dans [12] que l'algeébre de von Neumann L(G) d’un groupe discret
hyperbolique G (voir [9]) est solide. En particulier, les facteurs des groupes libres sont
solides.

Notons N, le facteur 11, associé & I'(\ 4 g, n). Shlyakhtenko démontre que N7 &
L(Fs) ®B(£?). Ceci implique que pNyp est une algébre de von Neumann solide pour
tout projecteur fini p € Nj. Par contre, il construit également un projecteur fini
q € N3 tel que ¢IN2q ne soit pas solide.

Remarquons qu’il découle des résultats de [24] que linvariant S ne distingue pas
LA+ dp, 1) et T'(A + b0, 2).

Soit (U;) une représentation orthogonale qui contient une représentation périodique

non-triviale. D’apreés le théoreme 2.6 (et la proposition 2.3), on sait que le facteur
d’Araki-Woods libre associé absorbe (L(Foo), tr) :

(T(Hg,Up)", ov) = (T'(Hg, U, ou) * (L(Fs), tr).

Le deuxiéme résultat surprenant de [19] est qu’il existe des facteurs d’Araki-Woods
libres qui n’absorbent pas (L(Fy), tr).

THEOREME 3.8. — Soit A la mesure de Lebesque sur R. Alors,

F()‘7 1) % (F()‘7 1)7 90)\71) * (L(Foo)vtr)

4. APPENDICE : SUR LE LEMME DES 14¢

Dans 4.1 nous démontrons une généralisation du lemme technique 4.1 de [27], qui
était a son tour une généralisation du lemme des 14e di a Murray & von Neumann
[11] (voir [3] pour une version adaptée aux produits libres de type III). On exploite
le fait que le produit libre G * G2 de deux groupes non-triviaux Gy, G2 est trés non-
moyennable®) | sauf si Gy = Gy = 7./27. Ceci explique le lemme 4.1 : il nous faut un
élément non-trivial dans N7 et deux éléments non-triviaux dans Ns.

Le lemme 4.1 permet de calculer I'invariant 7 d’un certain nombre de produits
libres, voir proposition 4.2.

(3)Plus précisément G * G2 n’est pas intérieurement moyennable. On construit également une dé-
composition paradoxale explicite de G.
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LEMME 4.1. — Soit N; une algébre de von Neumann munie d’un état fidéle w;, (i =
1,2). Posons (N,w) = (Ny,w1) * (N2, ws). Soient a € Ny et b,c € Ny. Supposons que
les éléments a, b et ¢ appartiennent au domaine de af/Q, ot (o) est le groupe modulaire
de Uétat w. Soit a; un automorphisme de N; qui satisfait w;c; = w;, (i = 1,2). Notons
a = aq x ag. Alors, pour tout x € N,

o — w(@)1 ]2 < E(a,b,¢) max{||ea — a(a)alls, |26 — a(B)ellz, |oc - ale)zz}

+ F(a,b,0)
ot E(a,b,c) =6l +4b]]> + 4[|c]?,
F(a,b,c) =3C(a) + 2C(b) + 2C(c) + 12|w(cb™)|||cb*||,
C(a) = 2||al® [log)2(a) — all +2[|a]|? [la*a — 1]
30+ ) laa 1] + 6le(a)] fa].

Démonstration. — Représentons N; sur ’espace de Hilbert H; de la représentation
GNS de w; et soit &; le vecteur cyclique associé. Posons (H,&) = (Hy,&1) * (Ha, &2).
On rappelle [30] que

H=Ct®(H ® H21) o (Hy® H(L1)),
on H; = H; © C&,
H2,01)=CE® Hy @ (Hy @ Hy) @ (Hy @ Hy © Ha) &+
HO,) =Cée Hy @ (Hy @ Hy) @ (Hy @ Hy® Hy) & .

Pour ( € H et y € N, on définit 'action a droite de y sur ¢ par ¢ -y := Jy*J( ou J
est la conjugaison modulaire de 1’état w.

Choisissons € N et définissons = x£. On écrit n = w(z) + p+ v avec u €
H\®H(2,1) et v € Hy®H(1,1). Posons alors & = z—w(z)1, o = p+7, i = a(a*)-n-a,
¥ =a(a*)-v-aet {=ny—y—7. Bien évidemment

ell® + 117112 = 1€+ + A1 = 1CI + 1912 + 1712 = 217 =218 = 217, 3)]
= 27117 = [I7I1* = IF1] = 214C ) =216 A = 21¢n. 7)1

Exactement de la méme maniére que dans la démonstration du lemme 4.1 de [27], on
sait estimer tous les termes négatifs. On conclut que

(4) IV I1* < Nlell® + 2llall® za — ala)allz [|z]l2 +C(a) ||z ]2

On obtient une estimation analogue a l'aide des éléments b et c. En effet on pose
n =ad*) -n-b,n" =a(c) n-c, ' =al*) p-bet p’ =a(c*) - p-c On définit
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¢"=mno—p—p —p’ On trouve que

laall® + 19117 = Bllll® = [all® = 1 112] = [l = " 117] = 21", )] = 2[(¢, 1)
= 2[(¢", ") = 20{p, 1) = 20, )] = 20, 1)
On estime de nouveau tous les termes négatifs et on obtient
2[|pl? < IYI1P 4 2061 [|l2b — )|z |22 + 2[le]|® [lze — ale)z2 [|=]|2

(5) o
+(C(0) +C(e) +6lled”|| |w(eb)]) [lzl2 [|z]]2-

Comme ||| 2+7]|2 = |||2, une combinaison des inégalités (4) et (5) donne I'inégalité
du lemme. O

A priori l'invariant 7 d’un facteur plein est difficile & calculer car on munit R de
la topologie induite d’une topologie quotient. L’intérét de la proposition suivante est
de donner une formule pour l'invariant 7 en termes du groupe modulaire d’un seul
état fidele, sans qu’il faille connaitre Out N. De la méme manieére que Shlyakhtenko
déduit du lemme des 14e de Barnett son corollaire 8.4 dans [22], nous déduisons du
lemme 4.1 le résultat suivant, utilisé dans le §2.2.

PROPOSITION 4.2. — Soit N; des algebres de von Neumann munies d’un état fidéle
wi, (1 =1,2). Soit (N,w) = (N1, w1)* (Na,ws). On suppose que N1 contient une suite
(an) d’éléments qui sont analytiques par rapport 4 'élat w et satisfont

6)  lloizlan) = anll — 0, flagan = 1|, lana;, =1 — 0 et w(an) — 0.

On suppose que No contient des suites (by), (cn) qui satisfont les mémes conditions
que (an) ainsi que la condition w(cybk) — 0. Alors,

a) N est un facteur plein.

b) Notons Aut(N;,w;) le groupe d’automorphismes de N; préservant l'état w; et
m: Aut(N) — Out(N) Vapplication quotient. Alors, I’lhomomorphisme

(7) Aut(N1,wi) X Aut(Na,ws) — Out(N) : (a1, an) — m(ag * ag)

est un homéomorphisme a image fermé.
¢) L’invariant 7(N) est la topologie la plus faible qui rend continues les applications
t— o, de R dans Aut N; (i =1,2).

Démonstration. — Soient (xj) une suite d’unitaires dans N et ai € Aut(Ny,wq),
B € Aut(Nz,ws) des suites d’automorphismes. Supposons que Ad(z})o (ag*Gk) — id
dans Aut(N). Il suffit de démontrer que ||z —w(zk)1||2 — 0. En effet, prenant ay, = id
et Or = id pour tout k, on aura démontré que N est un facteur plein. On aura
également démontré que ’homomorphisme (7) est un homéomorphisme. Finalement
c) résulte de b).

Choisissons € > 0. Prenons n tel que F(an, by, c,) < &/2.Si k — 0o, on a

[ekan — (o * Br)(an)zk |2 = [|(d — Ad(g) o (ak * Bx))(an)]2 — 0
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et on a le méme résultat en remplacant (a,) par (b,) ou (c,). Il découle du lemme
4.1 qu'il existe ng tel que pour tout n = ng on a ||z, —w(x,)ll2 < e. O

On peut appliquer la proposition 4.2 & un produit libre (Nq,w;) * ((Ng,wg) *
(N3,w3)) si chacune des algebres (N;,w;) contient une suite (a,) qui satisfait les
conditions (6). En effet, comme b,, et ¢, sont *-libres dans ce cas-la, on a automati-
quement que w(cpb’) — 0. En particulier, il découle de la proposition 2.3 qu’on peut
appliquer la proposition 4.2 & un facteur d’Araki-Woods libre associé a une représen-
tation orthogonale de R qui est une somme directe de trois représentations, pourvu
qu’on démontre que chaque facteur d’Araki-Woods libre contient une suite (a,) qui
satisfait les conditions (6).

LEMME 4.3. — Soit (Uy) une représentation orthogonale de R sur l’espace de Hilbert
réel Hg. Soit T'(Hg,U;)"” Ualgébre de von Neumann associée a l’état quasi-libre libre
wu - Soit (o) le groupe modulaire de 1’état py. Alors il existe une suite d’unitaires
(un) dans T'(Hg,Uy)" qui sont analytiques par rapport a (o) et satisfont

lloz(un) — unl| — 0 wniformément sur des compacts de C, et @y (u,) — 0.

Démonstration. — Si Uy = id pour tout t € R, le lemme est trivial. On suppose
donc que (U;) est non-trivial. Soit A 'opérateur auto-adjoint strictement positif sur
le complexifié H de Hg tel que U; = A™. Soit J l'anti-unitaire canonique de H et
T = JA'Y/2 Tinvolution sur H associée & (U;). Comme A # 1 et JAJ = A™1,
on peut prendre A > 1 dans le spectre de A. Notons x,, la fonction indicatrice de
Vintervalle [\ — 2, X + 1] et prenons des vecteurs unité &, dans 'image de xn(A).
Comme JAJ = A™1, les vecteurs &, et J&, seront orthonormaux pour n suffisamment
grand. On définit les éléments x,, € T'(Hg, U;)” par z, = £(&,) + £(TE,)*. 1l est clair
que m,, est analytique par rapport a (o) et que |[6%(z,,) — A\¥*z,|| — 0 uniformément
sur des compacts de C.

Définissons l'opérateur y,, = €(§R)+%E(J§n)* dans B(F(H)). Alors ||xn,—yn|| — 0
et d’apres le théoreme 2.5, 'opérateur v vy, a une distribution sans atomes par rapport
a ’état vectoriel du vide qui ne dépend pas de n. Il existe donc une fonction continue
g : R — R telle que {exp(ig(y)yn))$2, Q) = 0 pour tout n.

Choisissons € > 0 et K C C compact. Comme g peut étre approximée par des
polynomes uniformément sur le spectre de yXy,, on peut prendre un polynéome P
avec des coeflicients réels tel que |(exp(ip(yyn))2, Q)| < /2 pour tout n. On sait que
llo¥ (xkxn) — xk x| — 0 uniformément sur des compacts de C et que ||z, — yn|| — 0.
Pour n suffisamment grand u := exp(iP(z}, 2, )) est alors un unitaire dans I'(Hg, U;)”
qui satisfait ||o¥(u) — ul| < & pour tout z € K et |py(u)| < e. O
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