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L’OPÉRATION DE CARTIER. APPLICATIONS

par Conjeerveram Srirangachari SESHADRI.

Séminaire Co o CHEVALLEY
E. N. S. o 1958/59

~1~ Définition de l’opération de Cartier.

On désigne par 1 un corps de caractéristique :0 &#x3E; 0 et par L 

de K contenant le corps Fp des puissances p-ièmes K et tel

que [F i Lj soit fini.

On désigne ou ’~, l’espace des L-dérivations de

F j c’est un espace vectoriel de dimension finie sur IT o On désigne par 03A91 le

dual de 1", par 03A9 l’algèbre extérieure sur 03A91 et par (lr l’espace des

éléments homogènes de degré r de 11 ; les éléments de s’appellent les

L-différentielles de 1 n Si x ’4 ?’ , on note dx l’élément (D 
de ~1 . L’application se prolonge d’une manière et d’une seule en une

application de il dans lui-même qui possède les propriétés suivantes :
on a d (1,,J + w’) =d~+ si ~ . é i~~

si ~~~1~~ ~’~ H ; on a =0 (-~6-jTY) . On désigne par Z le

noyau de d , r.ar B son image et on r’ose Zr 1= 03A9r , Br = B ~ 03A9r. Si x 

on a pour tout 

On sait qu’il existe des éléments x.. 3 x de K qui forment une p-base
de F par rapport à L (i. e. les x..... o x ’ pour  p 

forment une base de F par rapport a L ). o Les (1  i n) forment alors

une base de l’espace vectoriel 03A91 sur K . 

LEMME 1. - Tout élément de Z. se met d’une manière et d’une seule sous la for-

me de la somme d’un élément de B et d’une combinaison linéaire à coefficients

dans L des xp-1i dxi. (1  i  n) . o
Nous désignerons par U l’ensemble des polynômes en n lettres X1 , ... , X

ê coefficients dans L , nuls ou de degré partiel p - 1 par rapport a cha-

que argument. Tout élément de K se met donc d~une manière et d’une seule sous

la tonne x=H(x.. ~ ... o y x ) ~ avec et on a
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les D . 1 désignant l-es opérateurs de dérivation partielle. 0n -a Dl H E U , et

D. 1 H est nul. ou de d.egré partiel  p - 2 par rapport à Xi ; il s’ensuit -.q,u’

aucun élément ~ 0 d e l a forme

B’ 1 élément ~u ~C~ 1 se met sous forme

on voit tout de suite qu’une condition nécessaire et suffisante pour que 03C9 ~ Z
est que l’on ait D. rL -=i D. H., n) . Supposons qu’il en soit ainsi ,

nous--allons montrer par récurrence qu’kil existe des éléments u. 6- L

(1 ~ i $. ~) et y ~. r tels eue .~J - dv - ~ u. dx. soit combinaison li-

néaire a coefficients dans r. de dxk+1, ... o y dxn. o C’est vrai pour k = 0 .

Supposons que ce soit vrai pour ~ . , Pour montrer que c’est encore vrai pour

k + 1 , on se ramené tout. de suite au cas ou. l’élément 03C9 de Z est combinaison

linéaire de dx . ~ ... ~ 
n

Ecrivant que o&#x3E; é ¿ c. il vient en part iculier D, i li, K+ 1 
= 0 si 1 J. ...

Comme est, nul ou de degrés partiels  p - 1 par rapport à tous ses argu-

ment s, ces formules entraînent que =I}_+ 1 ne dépend pas de ses k-prwiers argu-

ments. Ecrivons
--. 1

où P est un en n - k - 1 lettres § coefficients dans L nul ou de
d

degrés partiels  p - 1 . o La différentielle de

est une combinaison linéaire de dx .,..., dans laquelle le coefficient

de est 
1"B_’)

on est donc ramené au cas = ? 1 -.... = P;:,-2 = a .

Or, on a D. 1. Hk+1 = Dk + 1 Hi (i &#x3E; k + 1) , + 1 ;:, 1 est nul ou de degré
partiel  p - 2 par rapoort à X, k+1 . 

Comme D. contient en fac-

il est Ceci vrai pour k + 2  i  n , Pp-1 est une constantep-
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u , et 03C9 - uxp-1k+1 dxk+1 est combinaison linéaire de xk+2, ... , x .Le
lemme est donc établi.

Nous introduirons le corps L1/p des- racines p-ièmes des éléments-de L (dans
une clôture algébrique de K ). Nous poserons f~ = ~ ~ L~~ . Les éléments~
de cet espace . des applications. K-linéaires dans

L1/p; si 03C9 ’- D , nous désignerons par D , 03C9&#x3E; la valeur en un

point D ~ D. Soit toujours fx. , .., , x ) une p-base de K/L . Il résulte
du lemme 1 qu’il existe une application C 2 Z1 ~ 1 et une seule qui possè-
de les propriétés suivantes i

/~ .

1° 03C92 ~ 03A91 , on a C(03C91 + 03C92) = C(03C91) + C(03C92)
2° Si f 6 1 , 

03C9 ~ Ll. , on f1/p
3~ On a C (dx) = 0 pour tout x ~ K

40 On a == i ~ n)

PROPOSITION 1. -On~a 0~~’~ dx) = dx x ~ K et dx) == x"~ dx
pour tout x ~ 0 . L’opération C ne dépend pas de la p-base (x1 , ... , x )
choisie.

Si x ~ 0 , les conditions dx) == C(x-1 dx) = x-1 dx sont équi-
valentes en ver-tu de 2~. Soit N des x tels que dx) = dx .
Cet ensemble contient I, x1 , y ... , xn , et il est clair que le produit de
deux éléments de N est dans I" . Il suffira donc de montrer que la somme de
deux éléments de N est dans ou i.i.6me que x ~ N entraîne 1 + x 6 N . Or,
il est clair que (1 + x)""’ dx peut se mettre sous la forme x~ dx + dy avec

un y ~ d’où

et

La deuxième e assertion de la proposition 1 résulte des premières, puisque 
ci entraînent que C’x’ip-1 dx’i) = dx’i pour toute p-base x’1, ... , x’n).

’ 

L ’opération C s ’ a ypelle de Cartier.

PROPOSITION 2. ~ La suite

est exacte.
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Cela résulte du lemme 1, de la formule

et du fait que les dx. forcent une base .de 03A91.
LEMME 2. (HOCHSCMILD). - Soit D une dérivation d ’ un anneau commutatif A

de caractéristique p ~ 0 . ~j. u .~ à ~ ~u~"" Du) = - + u~" -JD~.u .

Soit A’ polynôme une infinité de x. y ... y xn,

a coefficients dans lo corps prermier k , et soit D’ la dérivation de A’ tel-

le que Dx == x. 9 x ~~ . Il y a un ~ ~ i A’ 2014~A tel que

= u , BC(x ) = Dn u pour tout n , et on a D o 03C6 = 1] o D’ . Il suf-

fira donc de le le:’r’e dans le cas où A = A’ , D = D’ p u == x . Si

P~ A , DP == 0 y P est une puissance p-ieme. S’il n’en était pas ainsi, il

y aurait un plus petit indice i tel que

Ecrivant que DP = 0 et notant 9 X1’ , ... , ... les dérivées par-

tielles il viendrait

Il en résulterait que x.. 1 appartiendrait au corps

ce qui est évidemment impossible, dosons

Il est bien connu que DP est une dérivation ; un calcul facile montre alors

que DP =0 .Soit donc P A Les éléments x. et

= r ’p-1 x p sont homogènes de degré p ~ corme D transforme tout

élément homogène en un élément homogène de degré, P est homogène de degré

p , donc Q homogène de degré 1 . Par ailleurs, si on attribue aux variables

x , * * ’ ... les poids 0 . 1 ~ ... ~ transforme tout élé-

ment isobare de poids k en élément isobare de poids k + 1; P est iso-

bare de poids p , donc Q isobare de poids 1 , et on a Q = fi " cJ... ~ k .

Il v a donc un élément ’~ É k tel pour toute dérivation D d’un anneau

A de caractéristique p y et tout u E A , on ait
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Prenant A =F[xJ  Dx = 1 ~ il vient ~=- 1 0

C. Q. ?Q Do

PROPOSITION .:::c - Soient et D und dérivation de D(K/L) . v Alors on a :

Puisque C ~ D ~ D , ... sont opérateurs additifs, si l’identité est
vraie ’’)~ et ~ 1= ’~ elle est vraie pour H = ~1 ~ ~2 °
De plus si l’identité est vraie pour  y elle est aussi vraie pour f Hf y 

puisque = C T et Df = 0 . o Donc d’après le lemme 1, il suffit de vé-
rifier l’identité lorsque df et 03C0 = df f f F 0 , f 6 F .Si IT= on

à  D , =. 0 et D~ , ~7 ~ - D~«D , ~7 ;~ ) = D~(f) - = 0 .

Si iT = df f, on a  D , C 03C0 &#x3E; p = (Df f)p, Dp. 03C0&#x3E; ;. = Dp(f) f et

Dp-1(D , rr &#x3E; ) = Dp-1(D(f) f) w Donc il faut démontrer que

ou encore que r

c’est l’identité du lemme 2 . Donc la proposition est démontrée. 0

COROLLAIRE. o ~ ~: D , " F ’- : L ~, C 1 i .g iJ ~ ’~ 9 ~ ~ ‘ / a

Soit A un anneau (pas nécessairement commutatif) avec élément unité. Pour
u ~ A , on désigne pour ,2 l’ S (x) = xu , x ’:..11 . Chaque élément
de l’anneau produit tensoriel peut être écrit de façon unique sous la

B1 ~ ’~r’ - ~ 
" 

~ ±

forme ~.’ ~~ a. ~ T1 (ou ~- a- et on note Á s Z[TJ o
. i 1 ; -

PROPOSITION 4. (Identité de Jacobson) o - Soit A un anneau de caractéristique
p&#x3E;0 ( p o Alors pour u 9 v ~ A. on a l’identité suivante _:

_o~ v) est le coefficient de T~"~ dans le polynôme S~"~ (u) en T .

Soient L 
u 

et R, 
-a 

les opérateurs L (x) -= u.:( " et R,(x) = x~ A .

Alors dans l’anneau ~ des endomorphismes additifs de A y on a
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D’après les congruences, l’g~) 5 (- l)i (mod p) et (î) = 0 (mod p) , pour
0  i  P , on a

On a donc

Dans l’anneau on. peut écrire

avec v) ~ A . o En différenciant par rapport à T , on a

En appliquant (1), on trouve que

Finalement, en posant si(u , v) = v) et T -= 1 , on obtient l’identité

de la proposition.
COROLLAIRE. - Soient A un anneau de caractéristique p~O ~ D une dérivation

de, A , a un é lé ment de A . Pour tout x ~ A , soit L, la multiplication par

x . On a (D + L )p = Dp + L + L .

On applique la proposition 4- a l’anneau des endomorphismes du groupe additif

de A en prenant u=D ~ v=L . On a

d’ou.

Le corollaire résulte alors de la proposition 4 .

2. Caractérisation des différentielles logarithmiques.

Soit B un anneau local commutatif, ou plus généralement un anneau
commutatif tel que chaque projectif de type fini soit libre.
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Soient M un B-module libre de type fini et E l’algèbre des endomorphismes
de M .

PROPOSITION 5. - Soit, cr un de l’algèbre E ; alors .r est un

automorphisme intérieur (i« e. il existe un élément inversible Y de E tel

que cr( 0 ) = pour chaque ~ de E . .

Soient xi (1  i  n) une ba s e de M et ei (1in) définis

par la relation ij (1  i y j n) .  Alors on a

(1) e21 = ei , ei ej = 0 si 1 et i .

Donc si l’on pose f. = (ei) , on a aussi

(2) 1. --. ? I. J-. 2014’J et 1i n 1. 2014 .L .

Pour chaque i , fi ~ 0 ; en effet, si ce n’est vrai, il existe un i tel

que f. = 0 et on supposer que d’est f1  soit 3.. (1i , j  n)
l’élément, de E défini par les relations 03B8ij(xi) = xi , 03B8ij(xk) = 0 ,

~ ~"’ 

. 

/ 
~-J ~ J 

alors ~.. e. ’~~. == ~ !?"(e.) ~ f~ = 0 (r(e.) = f. = 0
pour chaque i j, ce qui est en contradiction avec le fait eue 1in f. == 1 .

. - 

i

Posons M. == f. (M) j les relations (2) impliquent M est somme directe des

M.. o Chacun des M. est donc et d’après l’hypthèse faite sur B . les
11 

....

M. - sont libres. Par ailleurs ". est de rang 1 II. ~ 0 . Il y a donc
une base (y.) (l~-i~n) telle que H. ~B~ i~ n) et

f.(y.) == 

yi , f.(y.) = 0 si i ~ j . ,. Soit t l’automorphisme de M qui trans-

forme i 
i 

x. 

i 

en y. i j (1 i p) , soit 03C4(s) = t st
-1 

pour tout s ~ E. On a

03C4(e.) = f. i - d’ou. (03C4-1 03C3)(ei) = e.. Nous sommes donc ramenés au
cas ou 03C3(e.) = 

e. pour tout i .. .

Soit e.. = 03B8ij (i. e. o l’endomorphisme qui applique x. sur x. et x.3.J 1J 
" ’ 

J 1 K

alors e.. = e. et e.. =e. e.. e..
Donc 03C3(eij) = ei03C3(eij) e. et puisque l’élément e. 03C3(eij) e. est de la forme

~-~ ~ ~-3 J 
. 

~- ~-J J
03BB.eij avec 03BB dans B , on a 03C3(eij) = aij e.. ? aij de.ns ? , Les a.. sa-

tisfont aux relations a...a.. = aik , a.. r 1 ..II en résulte qu’on peut écrire

a.. = a..a7 les a. étant des éléments inversibles de B . Soit Y l’automor-

phisme défini X(xi) = a. xi ; alors 03C3 est l’automorphisme intérieur pro -
duit par Y , cormme on le vérifie tout de suite.

C. Q.F.D.

On utilisera maintenant les notations du paragraphe 1 en faisant de plus les
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hypothèses suivantes : L est le corps anneau local noethé-

rien B ; K est le corps des fractions d’ un anneau A 9 il

existe une p-base (x g .. Q , xn) de A par raeport à .- (1 . a e o les
e- 

1 _~ 
..

x, . o 0 o 9 0 ,t :.; t p, forment u .l1 C: base de r.’1 .x .
forment de L jpar rapport a 1.. (on verra plus tard aue’ cette 

~=’.- 
, ,, 

~ ~ . .~~
" - ~? &#x3E; ~, ~ ~"... ~..i~, ~ , ..,~. 0 1.. :.L~a....~ , ~~ .,, 

o

Soit S l’ e-dérivte ons de A dans lui-même ; alors

Ô est un libre et les D. ( 1 ’, 1 .E., n) définies par les

relatlons D. (xi) ._ 
, (1 7. 9 1 

’ 
ll, forment une base de g. Le module

, n’ 

1 ..~ ,~~~’1 ’ ’ 

~i ~~ ~~ ~~ ~il ~ j"~..’ ;y ~~ ~t~est ausm ~..1~,....re ? 1 . o c~. ~~~. 11 +~- 
1 , ..; D é Q*~~ , on .- a D . ..~ ~ "2 ~~-~ et

.....,.....- -- 

,, 
-- -

D D - D D -. [Di , D2 1 ~ G. ,&#x3E; B-dérivation de A être prolongée
1 , -~ ~.~~ ~ ~... ~ . i ri j’T ~ ,.~,.. ~ ~, ~.~.. ~ ~ ~, ~ ~ ~. "r~;’~.~ ~ ~.y~ .

ô.e on ., , , 

- ’: 

de ^ Il etdone on G com-de fa on en une L- der iv a tion .. e a

me un sous-groupe de l’ J D de si de e ® Le

sous-espace Y-vectoriel e"’ôe"’lr’é per ’ôJ’ 
. 

""ii,’ ii.ùnt’ que 1.. 5F lui-même.Y-v en gendré par G est identique l.’. F lui-même.

THÉORÈME 1 1 I. ’ chapitr. .- 
,, position 8) o ® Soit 03C9 = 03A3 a, dx.

une fo rfi’, P ’ d i f f=’ rentie l 1 &#x3E; appa t’°ï&#x3E; ;’i apt ? ."i" ( 1" l’L ) ave e a . E A. Four qu’ i l exi s -

t e x E A* ( P 
* 

..1.1,., e multi1 c o:t 1 f’ W ess eleément 4i i nv m r s ibl e s à e À )

tel ue E0 = dx il n il suffit qu’on ait d 03C9 = 0 , 03C9 o

La nécessité a déj C4 été démontré 1 0

Les deux conditions d 03C9 = G et C03C9 = 03C9

en effet (l) est une conséquence immédiate de -= 0 et (2) est une consé-

quence facile de la proposition 3 en observant que Dpi = 0 . On’va remontrer en
fait que les conditions (l) et (2) entraînent que 03C9 = dx x, x ~A .

Soit M l’algèbre dss endomorphismes de A en tant que B-module ; y on peut

identifier M a l’algèbre des matrices sur B do rang pn. m On peut identifier

A à une sous-algèbre de M en considérant pour chaqu.’:. élément de A l’homo-

thétie définie par cet élément , d’autre part. M contient aussi les dérivations

Di (1 . i  n) . On a Dpi = 0 et [Di Dj] 1 = 0 .. Soit U la R-sous-algèbre de
M engendrée par les alors on voit facilement que les éléments D1 ... Dn
(0  a p) formant une basées U sur ’? en tant eue B-module.

Considérons l’application ,
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définie par = a.u, a 6 11 , u ~ U . L’application f est un

B-homomorphisme (au sens de modules et pas au sens des algèbres). On va démontrer
maintenant que f est bij ective .

Introduisons l’ordre lexicographique dans l’ensemble des éléments (a1 , ... , an),
(0  a.  p) . Si (a. 3 an) est le j-iene élément de cet ensemble, on

désigne par X. l’élément x1 , ... , y " et Dar l’élément

D. a. D~ a~ . ~ . D~ . ~a On a. E.(X.) ==0 si " i ~ j et ~ E.(X.) est un élément

non nul du corps premier. Donc la matrice triangulaire (E.(X.)).. est une ma-

trice inversible (sur A ). Soient T un é lément de M et T(X.) = 03B1.
~ 

j J

(0  j  pn) , ?( . &#x26; A . Puisque (Ej(Xj))ij est inversible, on peut trouver

des éléments /9. ~ A (0  j  pn) de façon ’unique tels que

~ ~-~~.~ 2014 u 
- 

~ u 
~ --

03B8 =  03B2j ~ Ej de A ~B U possède la propriété f(03B8) = T et

c’est le seul élément de A ~ U ayant cette propriété. Donc f est bijective.
L

On va maintenant utiliser le B-isoinorphisme f (au sens des 3-modules) pour

définir un automorphisme r de . D’ abord on peut définir un homo-

morphisme 03C4 d’al détermina par les rel ations 03C4(Di) -= D_ +a.

(ou les a. sont les coefficients de la forme différentielle 03C9 == 03A3 a. dxi
et donc satisfont aux conditions (l) et (2)) ; pour ceci? il faut seulement véri-

fier que (D. + a.)~ == 0 3t [D. + a., y D. + = 0 ; la condition

[D. + a. j, D. + a.j == 0 équivaut à (l) 3t (D. + ai)p = 0 équivaut, d’après le

corollaire e la proposition 4 , à la condition (2). Soit maintenant

03C41 : A ~B U~M le B-homorphésme (au sens des 2-’-:.odules) défini par les

relations ~(u) = ~(u) 3 u ~ U ~t ~(a) ~ a ~ a a ~.. Posons

Il est immédiat que r est un B-homorphisme au sens des modules. De plus, on

voit facilement que la restriction de 03C3 àà U est un homomorphisme d’ algébres
et que o-(aou) = a.o-(u) ~ B)(a) .r(u), a f U f 1] (en particulier r(1) = 1- ).

Il en résulte que 03C3(uu) = .I’(xn) si "i f. il , u ~ U . Donc pour vérifier que

r est un endomorphisme cie l’ ?’.: il est suffisant de vérifier que

r{u.a) ::: 03C3(u).a, u. t. U, a E 0 Puisqu« lJ est engen.dré par les 5y y *oo1
se ramène à vérifier que tJ(D. 1 a) = (Di .of- fi. 1 &#x3E;.a-.. o., on 6: Di::B. - = Di (a) J
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par conséquent ~ 
,

On a ainsi démontré v’ un d’algébres avec ~(1) .- 1 0

. 
En appliquant maintenant la proposition 5, il existe un élément .inversible Y

’’’’) ."_ _1 A ° 

i . )de }1. tel que cr-’ ( = y - 0398 Y . Puisque 03C3(a) .- a, a ~ h 9 « commute avec

les éléments àe A 0 Donc PO-LI!’ a ~ A, .

ceci implique que 3( est. un élément (inversible) de A . .

ce qui montre = 2014 .
° 

C. Q. F. Do

3. Variété quotient par un intégrable de vecteurs tangents. Q

Dans ce paragraphe, on ne considère que des variétés définies sur un corps K

algébriquement clos de caractéristique ~ ~ 0 0 Soit T une variété non singq-
lière~ et soit t(T) l’espace fibre ces vecteurs tangents à T 0 Pour tout point

les germes de de E(T) au voisinage de Q forment module

libre GQ de rang n = dim T sur 1’anneau local 6’ de Q ; de plus 4.Q pos-

sède une structure de p-anneau de .Lie. N un sous-fibré de 1.(T) ; soit

hQ le module des germes de de; n. au voisinage de Q . Si, pour tout

T , est stable Dar rapport aux de crochet et de puissance

p-ième dans on dit que N est 

Soient T’ une variété non singulière et i ~ T’2014~-T un morphisme de revê-

tement radiciel sur une variété T. . Supposons que le noyau de l’application dif-
férentielle di soit UL sous-fibré rB. de G (Cette condition est satis-
faite pour la restriction de i à un ouvert convenable de ’r t ) Q On voit immédia-
tement que R est intégrable. Si on suppose quP T’est une variété de groupe
et que i est un algébrique, il est évident que le noyau de l’ap-
plication différentielle di est un ’1 de ( (I’ ) qui est invariant

et intégrable. q :::~ta~}t donne un sous-fibre de t(T’)
(resp. intégrable et ’1° ’ est -une de: on peut se de-

mander s’il existe un morphisme de radiciel 1 t T’ ~ T sur une va-

riété T (resp. un homorphisme algébrique radiciel i &#x3E; .;’1 t sur une

variété de groupe T ) tel que le noyau de di soit .--... a On va démontrer
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qu’il en est bien ainsi ; de plus T sera unique sous quelques hypothèses ;
on l’appelle la variété quotient (resp. la variété du groupe quotient) de T’ par

.

Soient Q’ un roint de T’ p QC, son anneau locale . +9w , (resp. o JQ’) le

module des germes de sections de t(T’) (resp. N) au voisinage de Q’ ;

HQ’ est un sous-module libre de EQ’ et en est facteur direct ; nous désigne-
rons son rang par r . Par ailleurs, les éléments peuvent évidemment

s ’ interprét,er comme des dérivations de l’anneau QQ’ ; on désignera par BQ,
le sous-anneau de ~ ~ compose des éléments annulés par tous les éléments de

~ . O On écrira ~9, ~ , ~ , ~- au lieu de ~, ~ (’~, , ~, ? ~, t
s’il n’y a pas de confusion possible. o

PROPOSITION 6. - II y a une base (D1 , ... , D ) de H et un système de

variables uniformisantes y, .j 9 ... , , yn de T’ en Q/ tels que
1° v..... , v forcent a la fois p-ba&#x26;3 de Q sur 03B2 et 

du corps de fonctions R(T’) de, r’ pur le corps des fractions de j&#x26; ;

2° D.(yJ = 03C3. (1  i  r , 1 j 

3° 03B2 est un anneau local régulier et v. ? ypr 3 yr+1 , y ... , yn for-"

ment un système de variables santés de )J: .

Soit d’abord (v. , ... , Vn) un quelconque de variables uniformisan-

tes. L’application f :W ~ Cn définie par f(D) = (D(y1), ... , D(yn))
est alors un isomorphisme de Q sur Qn f(h) est un facteur direct de

(9~ . Comme ~-module ;rojectif de ran? fini est libre~ il y a une base

(z1 , ... , z ) de Qn qui contient une base (Z1 , ... , zr) de f(h) " Po-

sons z. 
= (a., , ... , ank) (1 $ k $ n) ; J la (aik) étant inversible

dans l’anneau des matrices a coefficients Q, son déterminant est inver-

sible, d’od il résulte qu’il y a au matrice carrée de degré r extrai-

te de la matrice de (n ~ r) formée des r ~rentières colonnes de 

dont le déterminant n’est l’idéal crémier maximal de 6’ ? et qui est

par suite inversible. o au de v1 , ... y yn , on peut sup-

poser que la matrice (a. J~, ..... 
est inversible. Il en résulte qu’il y a une

base (D, , ... , ; 

,] telle que Di(Gj) = Si ,j (1  i ,

LBME 3 (voir f5]L - Soient Q un anneau commutatif de caractéristique p&#x3E; 0

( p premier) p-sous-algbre de l’algèbre de Lie de toutes les déri-
vation s de Q dans lui-méme. Suppeso as que H soit un module libre de

rang fini r et exista lang hase D1 , ... , Dr de H et des éléments
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Alors y1, ... , y 
r forment une r;--8as,3 de Q sur le sous-anneau 03B2 formé

par tous les c éléments de ? annul-.:-’ en une dérivationpar G us ,..-u v 6.,...Gl.1,uS de ’._1 .,:’ par B[) ;. en lc;,l ier, une derivat J.on.

...-t

Chaque élément r. de ;.." de la forme 03A3aiDi, (.." Donc D - 0

si et seulement si J(y.):: C pour 1  i  r 0 Or pour les dérivations D? et

[D y D J-, 3 qui à puisque c’est ""1Y"’" on a

= 0 et [Di’ DjJ(Vk) = 0 pour 1  i , j , k  r ; par conséquent

Dp, = 0 t [D ï.’1 - 0 .’ D. ,-,t D !’B ,....., 

). 
- 

1".]- ’1. 
a i J ~ 

.

II est évident due éléments v11 ... ynn (0  .", .) sont linéaire-

ment indépendants sur 03B2. t’ Donc il suffit de que

Supposons qu’il existe un ~iMent v~ ~- ~~ que v~ ,É~[y~ ~ s ... ? °

Alors considérons l’assertion suivante : i Etant dorme un entier q  1 y il existe

un élément v ~ ~fy, , ... , , yj tal que D [v j -~ 0 (i~- q - l) . Cette
q ~ ’ .i ~ 

~ 

’~ 
.. 

~i

assertion est sâti?,f.-.ite nour q = 1 d’après la supposition, faite ci-dessus ;

supposons que ce soit vrai pour tous los entiers :.:. q ; on v..:. la démontrer pour

l’entier q + 1 .

Puisque D? = 0 ~ il existe un entier c ;, 0  e ~. p que

D~~(v )~tv~ , ~ , V~J et D~(v~)~[y~ , ..... , y~j . D~ et D~
commutent, on a Di Deq(vq) -= Deq Di(vq). o ci 1..1 q , Di(vo) = C et par consé-

quent Di(Deq q = 0 . 
" 

r-

Donc on peut supposer v,.. 7’’ f °" ? 

D.(v ) =0 1 ~,t D~(v )~ ~ [y~ , ... , ’ y~.j . 

DBv~) de -3[y~ , ...... ’ y~j , la propriété D~D~(v~) = D~(D~v~)) = 0
pour iï. q - 1 . Ceci implique,, en utilisant le fait que y~ ? .". ? 7~. forment

une p-base de [y1, . ... , j sur 03B2, qu’on oeut écrire Dq(vq) comme un

polynôme en yq, ... , coefficients dans ’? degré p en chaque

y. ). Puiscu’.on a aussi Dp-1q(Dq(vq)) = 0 , le coefficient de yp-1q dans ce

polynôme est nul. Done on r.eut intégrer ce par à la dérivation

D 
q 

et il existe ~ ..’ 3[y, , ... , 
~’ que D~(-) = Posons 

~ ,

v~ = v~ - w . " Alors v~~ ~h’, , -.. 7~J et D~(v~ - w) -= 0 pour i~ q.
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Par cet argument de récurrence, l’assertion faite ci-dessus est vraie pour tout

entier q . En particulier si q = r + 1 ~ il existe v~ de ~9 tel que

v ~ ~~[y~ ..- ~ Y~J et D~(v~) = 0 pour i ~ r , ce qui implique que

v ~~ les D. (1 ~ i $. r) forment une base de J~ . Ceci conduit
à une contradiction 3 on a donc bien Q = 

C. Q. F. D.

Revenons à la démonstration de la proposition 6. Les sections rationnelles de

N constituent une p-algèbre de Lie de dérivations du corps des fonctions

rationnelles R(T’) de T’ . w Soit L le sous-corps de R(T’) formée par tous

les éléments de R(T’) annulés par les dérivations de ~- . On a évidemment

03B2 = En appliquant le lemme 3 ? or. obtient que y1 , ... , yr forment

une p-base de Q sur B et de R(T’) sur L . pour (l) , il suffit de

voir que L est le corps de? fractions o Soit M le corps des fractions

de ~ . On MC L . L’anneau y -. ? y ,j est un sous-anneau de

l’extension finie R(T’) de donc M[y1 , ... , yr] est un corps. On sait

que B[y1, ... , y J = Q et que R(T’) est le corps des fractions de Q,
d’où R(T’) = M[v. ~ o.. ? Y j ’ o D~ plus~ comme y. y ... ~ y forment une p-base

de ~ ~ R(T’) de degré p~ H . ° Comme y. ~ ... ° p ~ forment une

p-base de R(T’) sur L ~ [R(T’) : i LJ est aussi p" ~ d’où L == 

Nous poserons y. 
= 

«~ ~ y ~ v ~ j Is. condition 1~ de la proposition 6
" 

° 

r 
’ 

r ~ e~. 
"

sera donc satisfaite Utilisant le fait que les y~" ... o y~ (0 ~ e~ - p) for-

ment une base de Q sur 3 3 on 
voit que, si j &#x3E; r p y. se met sous la forme

~1 ’~i ~~~’ ~i~ ~ ’ ~’ ~ ’ ~~’ ~~ ~~~~ ~~ 2014 ~ v~ ~~

ment encore un système de variables uniformisantes de Q ; la condition (2) de

la Droposition S est satisfaite pour ce système.

Il reste à établir (3). o Soit Q[p] l’anneau des puissances p-ièmes des éléments

de Q. o C’est un anneau isomorphe à Q y aonc noethérien. C*est l’ensemble des

éléments de 6’ annulés par tous éléments de L , car, si u ~ Q, D(u) = 0

pour tout D- W 3 u est annulé par toute dériv tion de R(T’) p donc est puis-

sance d’un élément v ~ R(T’) ;: on a v ~ Q parce que Q est intégra-

lement clos. Il résulte alors du lemme errne 3 v. 3 yn forment une p-base

de Qsur Q[p] donc que Q est un module de type fini sur Q[p]. On a

0 ~ 6 ~ ’"- ~ ~ de sorte que ~5 module de type fini sur (9 2014~ ~ donc
un anneau noethérien. Soit 03C9 l’idéal premier -aximal de Q ; il est évident

que R est un anneau local d’idéal premier maximal ’-L’. ~ 03B2. « Comme Q est en-

tier sur 03B2 (puisque Q[p] ~ 03B2), on a dira ;’:. = dim ,., Pour montrer que
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la condition 3° de la proposition 6 est satisfaite, il suffira de que

y 1 9 y 
r 

9 Y r+1 S ° ° ’ 9 y
n 

engendrent l’ id ea1 ; ra ~ 03B2. Or, soït 
.

u ~ m t1 )1 9 on peut écrire u = } ... o , ;r 9 h étant un polynôme à
r 11

coefficients darss L [p], 3 o1a degré part l el  n par rapport à chaque

argument. u ‘ ; ; , les r de H sont nul-

les, â’ ov u = °’1’ (ur+1 9 4 0 $ g H’ polynôme v coefficients dans Le

terme constant de H’ es t m. ~ 03B8[p], donc 1.’ engendré . par

yp1, o o . , yp dans 03B8[p], d’ou l;; o proposition 6 est donc établie.

uniformisantes à,e B et, .-.i * 
’ 

F..ii&#x3E; r.is:;. À l te c;i.J B =. , ,) .; p
.uniformisantes de 

r 

et il en résulte que B = 03B8p.

THÉORÈME 2 . 
- Soient T’ une vaiété non singuli ère et n un sous-fibré in-

t é grab l e d, e l’ev ;&#x3E; pa c e £ ir ’... J i. V ;-a v. ’.. l. ,.. w. s J .n r . . &#x3E;  1. ( 5. ’ i s :1. r "i° ’ o Ji 1 o r s 1 1

existe une structure une due ; * ’ y 1 - = "=É.:i ue que T ’

identique i ; 1 1’ ’ . ~ T soit ,an de revêtement

radiciel ve 1 (i .. ., R(T’) ~ R(T) ._, R(T’)p) ct que N soit le noyau

de aifférentielle à 5. ° la variété 1 o Si on 
,

suppose en outr 7 oue ’.l" goit une variété de groupe et n invariant, T eSt
suppose en outre que T ’ soit u ne variété de groupe et n 

invariant, 
T 

est

en plus une variété de groupe -,t i o.
"’ 

’ 

.~......: ..~. _ .w_.. - " O --°-&#x3E; ’ - 

’ ’ ’~ ’ ~’

Considérons cs’ rd l e ca;: T’ est affine ,, 
; P’ son algèbre affine .

Les M tout entier forment un module ‘’‘- P’ , dont les éléments

peuvent s’interpréter comme des dérivations de T’ c,t se prolongent cn des dé-

rivations à ,a / J l’ensemble de ,- élément s de R(T’) qui sont annulés

par t o vt e s c e z o£,é v V i . on s. On a P’ f "..,y ...,, p’[p] , ; .. , t L. [p] "_5 s t l’en semble de S

puissancPs d’éléents de 1" on que P est un module da

type fini sur P [p] 
, 

9 esu une algèbBre affine. Toat homorphisme de P dans

K Se a’ ure maniere l.W d’une seule en un d w P’ dans K o
"’ 

. 1 
"

on en au’ orl l’ensemble T’ d’une structure de affine9

soit T p admettant F comme algèbre effine. Comme tout de T’

pe ut z ’ o i» t e , . r e i= é g:: ) =-&#x3E; ;-it, à, i&#x3E; ;= . =., rt s, i_ n rg s f o n. c t, 1 o i°i s à =i P’[p], ô, o n c d e P , un

pareil est _;’ , E-1; . ont 1 e mem.e espace topolo-

gique sous-jace nt L.; ;: o 1 . Q’ un point de F’ â i Îi so n E les rotations introduites

avant ia proposi +ioi,, .a Puiscue T  .;,j.5. ,-,,i’’ii.,, ; i_i r;ésult.* àe la théorie à.esavant la pro po sition é. 
Puisgs 

F’ 
est affire, il résulte de la théorie de

faisceaux cohérents que HQ . 

v r 
= Q QP’ 

P t 
’T ‘ h B . 

, est donc l’ ensemble des elE , ,

ments de Wc,t , annules par les dérivations anrartenant à E. Fout élément de

~, . ° 
~~ 

,. ~.~, 
~ 

’ 

~.~ ) i 0( ,’ peut évidemment s3 
.. ettre sous la forme uv 

’° 

&#x3E; ,.rf. v ~ P! 9 . ’ l 0 9

ur aue cet :. lément appart .. 
e nnr ,:: .’ 03B2c’, 1 l faut et il a uffit que D (u) -- 0polr qu« c«i= élément apparti &#x3E;:ii;.. ,1; 03B2Q’ ,. 

ii faut ét&#x3E; i L suffit que D(u) - 0
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pour tout D f N , donc que P . Il en résulte que Î3q, ’. n’est autre que

l’anneau local de C’ sur T 0 De plus, il existe un système de variables uni-

forment un système de variables uniformisantes en Q’ sur T y où r est ’le

rang du OQ’-module RQ’. o Soit i l’application qui est
Q. ~Q

un morphisme ; il résulte de ce qu’on vient de dire. que le noyau de l’application

linéaire dQ’ i tangente à i en Q.’ est de dimension r . Or ce noyau contient

le sous-espace (FQ’ + m EqQ.)/m ~Q’ de l’espace t an gent , ~Q’/mEQ’ à T’
en Q’ . . Or ce sous-espace) qui est 1~ fibre de Q.’ dans --~ ~ est de dimension

r , il est donc au noyau de d~ i ; i il en résulta que le fibre ~ est

bien le noyau d? di . a

Montrons maintenant que toute structure de variété T1 sur l’ensemble T’ tel-

le que l’application identicue i1 : T’~T1 soit un morphisme rad.iciel de

hauteur 1 et que le de ci 
i 

soit  est T . Si Q/~ T’ ,

soit QQ’(T1) (resp.QQ’(T)) l’anneau local do Q’ sur 1 T) . Il est

clair que éléments de 0 1er’°î, ) sort annules par dérivations appartenant

à SQ’, donc sont contenus dans UQ’(T). L’application i1 se factorise donc

en i = j o i , j étant un morphisme de T T.. o Utilisant les marnes nota-

tions que plus haut, posons zk = ypk si k ( r , zk = yk si r  k  n . Alors

l’espace tangent à T en Q’ ad-ict une base (L1 , s ... , Ln) telle que

Lk , zk’&#x3E; = 03B4kk k’  n) $ l’image de dQ’ i l’espace engendré

, ... , ° hauteur 1 , " s1 , .- . " zr
à ~ ~(T ) ~ si donc L un élément du noyau de r application linéaire 

tangente à j en (:’ , on a  L , zk &#x3E; = 0 (1  k  r) , et L appartient à 
’

l’image de d , i . t i 3t i i~ ont hypothèse sa-

voir la fibre "de 1,, ’ dans n. On a donc L = 0 , et est un monomorphis-

me. Cela signifie que j n’est Das ramifié ; c’est un morphisme radiciel,
un d’où T. ~ T .

Passons au cas général. Recouvrons T’ par des morceaux affines

U’k en nombre fini. Chaque U’k est muni d’une structure de ° variété Uk
telle que Implication identicu.-: ik : U’k ~ IIk soit un morphisme radiciel

de hauteur ~’ 1 et eue le noyau de soit le fibre induit sur U~ ,
de plus i. est un Faisant usage de r assertion d’unicité éta-

blie ci-dessus et du que les U’k~ U’k, sont affines, on voit que, pour tout
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couple (k, k’), est ouvert dans Uk et Uk’ et que les structures

de variétés induites sur cet ouvert par celles de U k et Uk’ coïncident. On

peut donc définir par recollement une structure de pré-variété T sur l’ensemble

T’ dont les w soient des sous-variétés ouvertes. Les applications indentiques

sont des morphismes radiciels, ce qui contre que la variété x Uk’ a même
topologie que U’ x u’, . On en conclut que la topologie de la pré-variété T x T

est la même que celle de T’ x T’ , donc que la diagonale est fermée. Ceci mon-

tre que T est une variété.. Il est clair T est l’unique variété admettant
T’ comme ensemble de points telle que identique 1 h T’-2014~T soit

un morphisme radiciel de hauteur  1 :-it que n- soit le mouvau de di 0

Les ’3,. , (7) étant réguliers comme on vu. T est non sin-

gulière.
On notera qu’il résulte immédiatement de la manière dont la variété T a été

définie qu;e, si f de T’ dans une variété quelconque X tel

soit contenu le de .,if , f est aussi un morphisme-
de T dans X . 0

Supposons que ’1’ r de groupe et que soit in-

variant par les translations (à gauche o Il résulte alors de l’asser-

tion d’unicité que les translations de ’î’’ sont des automorphismes de la varié-
té T. Soit, par ailleurs, l Implication identique de x Tt sur T x T .

Les images réciproques par deux projections ’fl’ x sont des

sous-fibres et .;1.,~ ::~ de fibre x Tt) vecteurs tangents
à T’ x T’ ; il est clair l est un morphisme radiciel de hauteur  1 et

que le noyau de dl est exactement + e Soit M la multiplication
de considérons 1% comme un morphisme de T’ x T’ dans T. Pour tout

t ~ T’, l’application s ~ M ’i ( s , t) (resp. s ~ M (t , s) est un morphisme
de T dans T ; il en resuite aussitôt que le noyau de ’ contient N1

T 
n. 2) , donc N1 + 

dans T . On sait qu’il en résulte que l’application s ~ 8-1 est un morphisme
de T dans T ; T est donc un groupe algébrique. v

Soient X et TI des variétés, et soit (x , t’) un point de X)( T’ . Les

projections de X  T’ sur ses deux facteurs définissent dos isomorphismes Ti 
x

de l’anneau local .i,’, de x sur X sur sous-anneau de l’anneau local 
x

L(x,t’) de (x , t’) sur X  T’ et de local Qt’ de t’ sur
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- sur un sous-anneau e" (x, t ,). 1 U 1:’ Ot’ , nous dirons que l’élément
u 

/ 
provient " eu.

PROPOSITION?. 0 -Soit h un morphisme radiciel de hauteur .(. 1 d’une variété

non singulière T’ dans une variété T"; supposons que le noyau de’ dh soit un

sous-fibre d.u fibre tangent. de T’ . Soit X une variété, et soit. g l’appli-

cation (x" t’ ) .-) (x ’) h ( t f ) ) de X  T 
1 

sur Soient (x , t’) 

point de (x, t) =: g(x ~ t’), 1’s.~eau local de (x, t)

identifié à un sous-anneau de l’anneau local t), l’) de (x, t’) 0 Il existe
20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014~2014201420142014201420142014- 

_. v / 
20142014 201420142014

alors des éléments v ,..., Yr ., Q(xy t’) qui proyiennent de certains éléments

d’un système de variables T’ PI1 +. t et qui forment une

1.... de (c 
" 

t’) sur et anssi de R(X m t ) sur ", (X T ) il yp-base de (x,t’) 20142014-- (x,t) et aussi de R(X x T’) sur l’L x 
/’ 
1 Y

a des dérivations 0/ Cf,:!; (.::: i  r, t’) qui appliquent D"( t)
sur {0} telles que ~yj/~yj = :"... (1  i ? j  rl 0

Cela résulte facilement d22 résultats rrécédemment éta,blis.

4. Théorèmes de descente pour les familles algébriques de diviseurs et classes

de diviseurs dans le cas d’un revêtement radiciel.

Soient T ’ une ’variété uon un sous-fibre intégrable de ’ ( Tf)
et i : .Ir t --) T 16 sur la variété quotient T de Tt par

Soient X une variété et g 18 morphisme g : X x Tt ~ X x T ,

g(x , t’) = (X’ , i(t’)) Q On désigne par (~{? t) le Doint ~.~(x, t’) et on

identifie l’anneau ?i un de !9 
.’. , par le cohomomor-

x,G X,L

phisme de f 0

(Voir [ij, proposition 13, r-,:1l"’1, 4). - Soit une famil-

le algébrique de diviseurs sur X Tt telle que pour chaque vec-

teur tangent L ~ M , on ait : 1, , . DI;’::&#x3E; ::: 2 () Alors la famille algébrique

de diviseurs {Dt’} t’~T’ 1 est réciproque par i d 1 une famille algébrique

de diviseurs sur X paramétrée par T 0

Soient D le diviseur sur X x T qui définit la famille algébrique 

et f une fonction de définition de iJ T’, en un point ( XO’ t, ) 0’ de Xx T’ .

D’après la proposition 7 9 ’ 

il Vl’ .’ fa Q C , e v. . 
r 

de (9. x0,t’0) qui proviennent

d’une partie d’un système de variables uniformisantes de l’anneau local et, de

Tien et qui forment une p-base de Ox0,t’0 sur 

1 + ua 
(et aussi de

R(X x TI) sur x T) }. Scient 6 ~x (1  i  r) les dérivations de 8( t,)’ ~’i xo’ 0
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nulles sur ~~ ) telles que (l.i ~ J ~r) et 

T~ 
un

voisinage affine de t*. od tout v. est régulier et tel Que les ~y~: provien-

nent de sections de ~(T’) au dessus de T’ . o

S’il existe, pour tout (x0 , t’0) , une fonction "" régulière et inversible
en (x0 , t’0) telle que f. 6’ appartienne au sous-corps R(X x T) de R(X x 

on voit facilement que le. diviseur D provient d’un diviseur sur X x T et le

théorème sera démontré. o On va une telle 03B8. Chaoue ~ ~yi- 

- 

,,, 

" 1
(1 ~ i ~ r) est une section de . . rL de T~ ~ ~’~"" ~ ~ ~ représente
donc un diviseur additif sur X - T’0. o -d’après l’hypothèse, 1a restriction de

~ ~yj, D.&#x3E; à. chaque variété parallèle X  s’ (t’ ~ T’0) est le diviseur addi-

tif nul. Soit X0 un voisinage affins de x0 ; i R’(X03B8  T’0, 9 ) = 0 ,
(voir [4j~ ou théorème 3? p. ~3~’: [Sj), ,, chaque classe de diviseurs additif s. sur

X0 x T.. est triviale. Far conséquente il existe une fonction h. de R(X x T’)
telle que h. soit une fonction de définition de  ~ ~y , D ) en chaque point
de X.. x T.. o La fonction h. possède la propriété que sa restriction a chaque
variété parallèle t’ (t’ C T’0) 3st régulière. Il en résulte que h. est

régulière dans X0 x x en effet , h. définit une famille algébrique de di-
viseurs (multiplicatifs) positifs sur X0 paramétrée par T’0 et en appliquant
le théorème 1 y exposé 5y on voit que le diviseur sur X0 x T’0 qui définit cette
famille et positif, ce qui implique que h. est régulière dans X0 x T’ .
Comme est aussi une fonction de définition de ( ~ ~x , D &#x3E; en (x0 ,
il en résulte ~f ~y/f est régulière en (x0 y tjj . ° Jonc la forme

i ~

est régulière en te) . On a évidemment d Uv ::: 0, C 03C9 = .v (on opère sur
les formes différentielles de 03A9’(R(X x T’)/R(..: r X.1. fT1 ) ) 0 - t"l ae plus, en appliquant
le 

théorème 1 , on voit q’u’ i l. existe un élément inversible 03B8 de 8 
t" 

tel

que ~S ~03B8 = YV. 01 l’on pose g = ÍB/, g est aussi une fonction de définition

de D en (x"’ et el; a 0 1 ce qui implique que g appar-

. J,." ’9 
V ,/ ..

tien u a. 

03B8x0, t 0 0
C.,Q. F. D.

THÉORÈME 4 (voir [lJ; proposition 14 , chapitre 4 . - soient T Ji,
, comme dans le théorènie précèdent et de plus ¿ complète. Soit 1’1 t .! t . rpt



famille algébrique de classes de diviseurs sur X paramétrée par T* telle

que pour chaque vecteur tangent L ~ N , on ait  L , {03BBt’}&#x3E; =0 . Alors

j~B ),~ , est l’image réciproque par i d’une famille alg.ébrique de classes

de diviseurs sur X paramétrée par T . 

Soit 03BB une classe do diviseurs X  T’ qui définit la famille algébrique
le théorème de recollement (théorème 5 ? exposé 5)/ il suf-

fit de montrer que pour chaque point de T’ y il existe, un voisinage ouvert T’0
tel provienne d’une classe de diviseurs sur X  i(T’0) . o En fait, on va

démontrer qu’étant donné un point t’0 de T* il existe un voisinage affine de

t’ et un diviseur D sur X x T. la classe 03BB tels Que la famille algé-

brique de diviseurs sur X définie par D (e’’ rar T’0) satisfasse
aux hypothèses au théorème précédent (i. e. pour chaque vecteur tangent L ~ ~

’ en un point de L~D~~O). Alors le théorie sera démontre.

Soit, comme dans le théorème précédente y. (1  i- r) une p-base de l’anneau

local Qx0, t’0 sur Qx0, . C ( étant un point choisi do X ) ; choisissons

un ouvert affine TJ’ de t’ de telle sorte que les y. (1  i  r) soient ré-

gulieressur T,JL et que les dérivations 20142014 (1  i r) forment une base de

r~. sur T... ° On peut choisir T~ et un D. T~ la 

se 03BB de telle sorte que la restriction de D a la sous-variété x0 x T’0 soit

définie et nulle. On suppose que ce choix est 

l’hypothèse, la classe de diviseurs additifs  2014- y 03BB&#x3E; sur X x T’0

possède la propriété que sa restriction à chaque X  t (t - est la classe

de diviseurs additifs triviale. Ceci implique que la classe de diviseurs

 ~ ~y., 03BB&#x3E; sur X x est triviale , en effet, scit plus générale-

un élément de H~- (X ~ 0 ) tel sa restriction à chaque X x t ~

(voir [2], lemme 1 , paragraphe 3 ,’ chapitre IV ; voir aussi [3]), (t " T’0) soit

nulle. Alors en appliquant le théorème de Künneth, on a

x T~ ) = ~ ) ~ ~(T~ .6’ ) . :~(X , 0 ) ~ H~(TQ ~ ) .

Puisque T’. est affine? ~(l~ , ~9) = C (cf. [4J~ ou [8J, théorème 3 ~ P. 238) ;

donc

~
Donc on peut exprimer l’élément j’- sous la forme i=1 03B8j(t) Zi , les 03B8i étant

des fonctions régulières sur T’0 et ... , Zs formant une partie finie
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d’une base de t9) sur I~ (il n’est pas nêcessaire ici de supposer X
s

complète) o Pour chaque t fixe de T’ 9 03B8. (t) Z. est l’élément zéro de
. O 1= 1 1

(~) d’après l’ hypothèse fa.itù sur , ce qui implique que (t) = 0

pour chaque i .3t t E Tc o Donc  .- Q et, en particulier, les classes de

diviseurs additifs ~’ ,, J , ~~ ~ sur X x T6 sont triviales. Par conséquent
les diviseurs additifs. 1.( c , Dl&#x3E; . , sur JC x ’T’ peuvent être représentés par
es fonctions gi ( 1 i ",:. sur X  10 tout v

Comme on a supposé que la restriction [, x 0 x est définie et tri-

viale, chaque gi sa restrictio:n à. Xo x Tâ est

réguliére o Donc pour chaque R. i l existe une fonction régulière hi sur

X x Ta provi3nt -. fonction de Ta telle la restriction

de g. + h. ; x0 
X m, soi t, nulle e conséquent ç on peut supposer que le

1. 1. o o ~ 
.

1 
v 

. t . r 
. v 

1 1"’ 0 .,...." &#x3E; 

t 
&#x3E; . ~ 

f ediviseur additif principel  ~ ~y p Dl’’&#x3E; représenté par 1JJ18 fonction gi

telle que la restriction de g. l. à Xo x , T6 soit 
.

Soit. w = 03A3 g. dy. , 03C9 ~ ç.). (;:(X x Tt )!}"l(JC x ) ) 0 existe une fonc

tion h du corps R(T’) telle Guû dn h = 03C9 , alors pour le diviseur
D .- div h , on aura  ~ ~y, D&#x3E; = G pour chque ~ ~y et le théorème sera

1 ~ 0B[ . ..
... i "’1

démontré en appliquant le théorème précédent. Pour trouver telle fonction h,

il s’ agit de démontrer que d 03C9 = 0 et C v.; = (A) où encore (voir le théorème 1 )

que

D’abord on voit sans difficulté que sont des fonctions rationnel-

les sur X x Ta dont les restrictions à Xo x sont définies et nulles. Par

ailleurs, si f est un fonction de définition de O en un point (x, t’)

de X x les fonctions (gi - i ~- r) sont régulières en (x, t’) .

Si l’on pose 
V,Y i

on a évidemment C 03C91 = el B..V 1 = 0 et ceci 03BBij(03C91) = Q
i(03C91j) = 0 . Maison a
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et en plus

sont régulières en (x y t’) o Par conséquent 03BB.. 3t i sont régulières en

(x , t*) et point de X x Puisqu’elles s’annulent sur
elles sont nulles partout.

REMARQUE. - Soient T~ ? T variétés~ i :’. T~2014~T un ~orphisme de re-

vêtement radiciel de T’ sur T de hauteur  1 et {03BBt’}t’~T’ une famille

algébrique de diviseurs (res-. classes de diviseurs) sur une variété X (resp.
une variété complète X ) paramétrée par f . Supposons pour chaque vecteur

tangent L de T’ tel que di(L) -= 0 . :, on ait L , {03BBt’} &#x3E; = 0 (resp.

L , {03BBt’} &#x3E; =0 comme ’me classe de diviseurs additifs), alors, diaprés les
théorèmes 3 et 4 p la famille ~.~.~~ se doscend à T pour un

ouvert (non vide) de T~ voir facilement que les hypothèses des
théorèmes 3 ot 4- sont satisfaites sur un ouvert de T’ .

5. Le théorème de Cartier en caractéristique p ~ 0 ([2J~ chapitre 4 ~ paragraphe 4).

On se restreint encore variétés définies sur un corps 1~ algébriquement
clos de caractéristique p &#x3E; 0 .

Soient X une variété ..t f : i G~G(X) un homomorphisme algébri-
que d’une variété de groupe le groupe d?s classes de diviseurs sur X . On

rappelle que si L vecteur tangent de 0 ~  L ~ &#x3E; est un élément de

H1(X , 5) et si 03BB est nn champ de vecteurs sur G, 03BB p f &#x3E; est un

élément de &#x3E;- G $, ~~ . 1, ~ # G -~G G 2014~G ) le morphisme
de translation a gauche (resp. a droite) par l’élément a de G .

PROPOSITION P. - Coit L un vecteur tangent à G- en un point a de la forme

(dl )(L ) (resp. dr (L ) ), L étant un vecteur tancent a G en l’élément
a e a ~~ ~ 2014201420142014*20142014~2014201420142014’2014**-~-2014"~ " " " ~ ’

neutre ; alors on a

D’après l’ analogie 4 , exposé 5 , pour une famille algébrique
de classes de diviseurs. on a
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1*(f) (resp. r*(f)) étant l’image réciproque par 1, (resp. r ) de la famil-
8. S. S, 

- 

Q,

le algébrique définie par f . l’ais t 
’

l~(f)(x) = f(x) + f(a) (resr. r~(f)(x) -i f(x) ~ f(a)) , x ~ G ,

ce qui implique que l’application alsébrique f - 1 (f) (resp. f - r (f)) de

G dans (5(l) est constante. Il en résulte que

La proposition 8 est donc établie. ,.

REMARQUE. - Soient p 3 q les d:.- .1 x G sur 11 et G respec-

tivement et A un champ de vecteur;:? invariant (soit a gauche, soit à droite,

soit les deux ? la fois) sur G ...lors la proposition implique qu’il existe un

élément 03B1 de (9) tel eue la restriction de  03BB , f ) - cha-

que variété parallèle Y ’"’" , (g - .’ G) ~ soit nulle. -, on a vu dans C! la

démonstration du théorème 4 ; il en résulta que -cour chaque ouvert affine T de

G , la restriction de ;’, f&#x3E; - p*(03B1) à X  T est nulle. Ceci entraîne,

en vertu de la formule de l’ünneth et suisque X est complète, qu’il y a un élé-

ment ~) tel que

DI autre part, on voit auet’i que ’Jour chaque vecteur tangent l de /B,
 L f" - fl si (et&#x3E; ...-.: ..,1 ’".)r"p’.J- ’) .B B 1 B. h.,,...1.. 1. -F’ --"".:’:) q* (x) ,

fi Q).03B2 ~ H1 (G , Q).

PROPOSITION" 9 0 - Soient 03BB1 to 03BB2 deux champs Ü G vecteurs. invariants sur. G

( à. gauche ou é.e"ux 1. ?-i. ?;,i,i;) . Ji],crx 1,?, ;.&#x3E;xi,at* 1 de
i (G , (9) tels

(1)

(2)

£n particulier, les vecteurs tacent ;:; 1. i; _ 7 t e l .s &#x3E;.Jiz  L ? f &#x3E; = 0 forment

f ’ , 
, 

, . t " ~ .., .:.... "t..:j’ t - ..,." t- ( ~ 
B 

d t
un .. (Ô) des vecteurs

t (G) sur G 0

Soit Ù 
, 

", 1’" 7 Y 

’ 

"". l application algébri-

que f ’: i,, ) -, t {03B8ij} 1 -.. io si c..::" - téme e à :’:) ....." r f" c Î i c: i s d ...... t rai&#x3E; s it io n d e ÉÎ

relative 8 un #’. 
{. Ui} de ’11 ’1 G x Alors 1-Éa classe de diviseurs addi-

tifs 03BB1 , 1 &#x3E; &#x3E;s, définie :...’.1 .L .;; ’-’ fonctions l, t:- 



6-23
relative au même recouvrement 0 En appliquant le lemme 2 , on trouve

que

. Les.1onctiong..de transition

(relatives 2 définissent respectivement les diviseurs additifs .,Xi, r)
et Àl’ r)T.:’. . Lonc Dour (1) il de démontrer que la classe de diviseurs

add.i tifs définie par los fonctions transition.

est de la forme q*(03B2), i 03B2 ~ a ;’.’ $ Q). Diaprés la proposition 8 , la classe

de diviseurs additifs définie nar ]0S fonctions do transition

{03BB1(03B8ij) 03B8ij} est de la forme p*(03B1) + q*(03B2), 03B1 "’" ’’’1 (,7 Q) , 03B2 ~ H1(G , Q).

Donc la de diviseurs additifs définie car les fonctions de transition

A (03BB1(03B8ij) 03B8 est de la forme q*(03B2)  /B6-.H"(G ? et a. fortiori la classe

de diviseurs additifs définie rar los fonctions de transition 03BBp-11 "" 0
Ceci démontre (1). il

On a maintenant l identité 81’.~~ -BT~~:t.;) 

Comme on l’a vu pour démontrer (l) , classes de diviseurs additifs définies

respectivement par les fonctions de transition {03BB1(03B8ij) 03B8ij} et {03BB2(03B8ij) 03B8ij} sont

de la forme p*(03B1) + q*(03B2), 03B1~ H’(03BB, Q) et 03B2 ~ H1 (G , (9) et alors l’ iden-
tité ci(dessus entraïne (2).

’ 

C. Qw F. D.

THÉORÈME 5. - Soient X une variété complète et f : a G ~Q(A) un homomor-

phisme algébrique 3 G étant une variété de groupe. Alors on peut construire une
variété de groupe H et un q ~ k G 2014~ H de revêtement radiciel
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tels que

1° Si IL est le noyau de l’application 03C3(f) : I(G) ~ H1 (U , 8), 1"B

coïncide avec le différentielle ~ £(H) . "
.2° algebrique f to dosecend sn un homomerphisme algébrique

f t 0 H ~ G(X) , i e. f’::: ft r’I Ci

N est intégrable invariant de t(G) .
Donc, en vertu du théorie 2 , on peut construire une variété de groupe H et

un homomorphisme q : G ~H de revêtement radiciel (de hauteur 1 ) tels que

le novau de l’application différentielle dq soit N . 0 Maintenant il résulte

du théorème 4 , que f se descend en un algébrique f’ : CI H ~ B.:)B ,

(voir aussi [2j. chanitre 4 , paragraphe 4 , théorème 1).

6. Le théorème do Cartier en 0.,

Pour démontrer le théorème de Cartier on caractéristique 0 1 on peut supposer

eue le cores da base est le cor1)S de nombres complexes c.
- .... ~

TI-IÉORi?1:0152:: 51. - Soient. X variété complexe définie sur C et f: 

un homomorphisme algébrique injectif, G éta.nt une variété de groupe définie sur

C 0 Alors l’application lineaire canonique

est 

Supposons q_&#x3E;’ il- y ait, un oerictt ir en son élément neutre e . dont

l’image par T(1) soit nulle. )B le de vecteurs invariant à gauche

sur G tel que 03BB(e) = L :,’lè 5. alo:,.’s ( ,% (J- ) , f &#x3E; = 0 pour tout s t. G (cf.

proposition e } 4). i-e s,rrr:l:cls  À , f &#x3E; représente une cla.sse de

diviseurs sur /1 x G ; induit 0 sur X x s si s ~ G.

Procédan.t comme da.ns la démonstraiton du théorème 4 , paragraphe 3, on voit qUt"3,

pour tout morceau affine T G , la de diviseurs additifs induite par

( À &#x3E; f ’/ sur lK x T est nule. Lous choisirons un morceau affine T0 de G con-

tenant e tel que la restriction de f à 1’0 puisse être définie par un divi-

seur ?à sur ’ w 1’0 . 2:j. B) e,3t 13. rstricti n de À à TO le diviseur addi-

A 
0 ’ 

J Î Ta 8"-:: Nous pouvons associer à. D un di-

viseUr analytique Dh sur 1, ei-r-«c,&#x3E; .. t. 1 x Io .&#x3E; Il ir a Un voisinage

ouvert T 1 de e rL,-:-.ns 13. :..no.lytique 1’0 et un recouvrement ouvert fini

(U. ) de analytique X (q:Ü ast compact) tels que, pour chaque i f
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le diviseur induit par D T. soit représenté par une fonction méro-

morphe f. sur U. x on de plus supposer qu’il y a un système de coor-
données (z. ? , z ) sur la variété analytique T. tel que la restriction

03BB1 de 03BB a. T1 soit le champ do ô/ôz. et que l’image de T. par

l’ application s ~ (z1(s) , q ... , z (.3)) scit ensenble convexe de Cn ; on
peut de plus -supposer z.;(e) = 0 . I.c diviseur analytique, additif 03BB0 , Dh &#x3E;,
qui est le diviseur analytique associe au diviseur additif 03BB0 , D&#x3E;, est

cipal. On en déduit existe fonction g sur X x T. telle

que, pour chaque i ,

so-it rc"r TT y ’7’ o ny, peut représenter ?i, sous la forme

h t / t. 1""B t ’ 1 . - (.., .p ,-, ’’’) t. Y’1 ’- ,....., 1 .." n n" , Ui X T1 g posant ig = fi e , çn a
f , -1 ( d .... f ’ / ;’...,. d’7. ) = fl sur TT : X" r,. De plus. l ’3, restriction de Di à Ui  T est

représentée par f’. Posons f"i(x , s) = £1 t ,X ’ 9 SI B 0 t - J.. ( x y e) (il es t clair
1. l . 1 l’

Que f’. est définie en au un point d8 ÎJ, x e ) o On cà alors .

., 

1. 
. 

l

Si z est assez voisin de O} soit le point de Tl de coordonné-es

(z , 0 ; ... ,0) ; on voit alors eue 8(Z») et s(z» coïncident

sur U. (1 U.. Cr, pour chaque t:.: Tl ,... soit Dt l’image réciproque de D par

l’application x ~ (x , t) ; Dour t donnée les fonctions t) re-

Présentent Dt - D dans les U. j on voit donc que D 
( ) 

- D est principalete 1. S Z e .- n

d’où f(s(z)) =’ 
$ en contradiction avec l’hypothèse que f est injectif.
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