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SUR LES CÔNES INF-STABLES DE FONCTIONS CONTINUES SUR UN ESPACE COMPACT

par Richard BECKER

Seminaire CROQUET
(Initiation à l’Analyse)
17e année, 1977/78, n° 25, 13 p. 15 juin 1978

Préliminaires

i. Introduction.

La classe A des c8nes convexes inf-stables de fonctions continues, définies sur

un espace compact, a été étudiée pour la première fois par G. CHOQUET et J. [6].

La question a été ensuite approfondie par N. BOBOC et A. CORNEA ([3], [4]) qui
ont établi, pour la classe ~ ~ des résultats analogues à ceux connus pour le cône
des fonctions concaves et continues, définies sur un convexe compact. d’une

part, ces auteurs n’ont pas envisage les résultats du genre "dilatation des mesures"

(cf. ~ 2) et, d’autre part, ils supposaient, plus ou moins explicitement, que les

cenes considérés contenaient un élément > 0 (dans [4], cf. le rôle de l’ensemble

m~) . De MOKOBODZKI, dans sa théorie du balayage rappelée au § 2, dans le 

dre des espaces compacts, considérait des cônes contenant un élément > 0 et, dans

l e cadre des espaces localement comp act s, n’envisageait que la classe des "cônes

adaptés" (~ 13~, § 1) .

Signalons, bien que nous ne nous en servirons pas, la stabilité des cônes de A ,

par composition avec des fonctions très régulières, voir H. BAUER [1]. S. GUBER

([9], [10]) et G. MOKOBODZKI [12J.

2. Rappels techniques concernant la théorie du balayage.

Soit X un espace compact, et p c un élément de A contenant un élément

> 0 . ~ ~ ~ p E lorsque Il  ~, sur p ~ on dit que Jlest balayée de B ~
et on note y ~ X *

Les cas suivants sont bien connus.

1° Formule de balayage de Mokobodzki ([11], XI, T.53) . - e(x) ,
on a

20 On déduit de 1°, par la méthode de PHELPS ~~ 15~ ~ p. ~:U9} ~ que

30 "Dilatation des mesures" se prouve à l’aide de ~° par la méthode de PHELPS

p. 111). - ~ 03BB , > E m+ (X) , avec p  03BB , lorsque X est métrisable, on



peut écrire » = X x dÀ 
x ~ x est une application borélienne de X

dans ~ (’~) telle que s x  ~, x .

3. Sommaire.

Dans ce travail, nous cherchons à étendre l es résultats rappelés au § 2 au cas

d’un élément de ~, ne contenant pas nécessairement élément > ~ .

Nous emploierons des techniques différentes de celles rappelées au § 2.

La partie T établit un de dilatation des mesures (cf. § ? 0) qui est

l ’analogue du § 2, 3° 9 l’ analogue 2, 2° est prouvé 7.

La méthode utilisée permet aussi de retrouver au ~~ 8 un résultat de G. et

J. DENY ([5], théorème 1) caractérisant les éléments de la n .

La partie II établit une formule de balayage (théorème 12) qui est l’ analogue du

~ 2, 1 ° 3 mais ne lui est pas identique ; pour ce l ai on utilise une extension du

théorème de Hahn-Banach due à DINGES [7] et ;.appelée dans [16] (théorème 1) et

[2] ~ ~) .

On donne ensuite quelques conséquences de cette formule de balayage : £tant donné

0393 E 039B, on montre que 1.a formule de balayage de Mokobodzki (§ 2, 1°) subsiste (théo-
rème 14), pour toute fonction continue f telle que ri . On étend

ce résultat à certaines fonctions, dites K -analytiqaes (définition 18, théorème

25). On termine par un exemple de cône, pour lequel l’ extension de la formule de

balayage de G. Mokobodzki (§ 2, 1°) serait en défaut.

I. Dilatation des mesures par rapport à un c8ne de la classe A

Soit X un espace compact. en abrégé) l’espace des fonc-

tions réelles continues svr X, et m(X) (ou m en abrégé) 1-’ espace des mesures

de Radon sur X, ordonné par le cône m+ (X) des mesures o. 0 .

4. Notations.

Soit r un sous-c8ne convexe de C . Four tout on notera, l’ensemble

v E m+ , 03BD  ~x sur r et Fi l’ensemble {03BD ; v E m+ , v  0 sur ç) .

5. Lemme.

Soit r un sous-cône convexe de C (non nécessairement inf-stable), et soit D
le sous-cône de m+ x m+ formé coup :es (03BB , ) tels que   03BB sur r .

Pour tout couple f , g ~ C , les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1° (g .. f) E (B )° (pour la dualité canonique entre C x C et m x m ) .



2° Pour tout e > 0 , il existe "j e ç avec
--~ e 

---

Preuve. - C’est une conséquence du théorème de Hahn-Banach, et du fait que
C* = ~ .

6. Lemme.

Soit r un sous-cône convexe de C (non nécessairement inf-stable), et soit Dr
le sous-cône convexe vaguement fermé de m+ x K engendre des

couples 03BD) , tels que 03BD ~ Nx , quand x décrit X .

Pour tout couple f , g~ C , les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

10 (g ~ ~f) e (D)o (pour la dualité canonique entre Cx C e~ ~x~).

2° Pour tout xe X et tout ~ > 0 , il existe 03B3~,~ 
E: 
e r telle que

Il en résulte que l’on a (g , - f) ~ (Dc)° si, et seulement si, pour tout x ~ X
r

et tout E > 0 , on a

~l. Théorème.

Soit 0393 un élément On a B0393 = D0393 .

Preuve. - Elle consiste à prouver que, si la condition 2° du § 5 est vérifiée,
alors il en est de même de la condition 2° du § 6. C’ e st immédiat en utilisant le

fait que r est inf-stable et le lemme de Bo rel-Lebe sgue .

8. Remarque.

Le résulte! suivant de G. CHOQUET et J. 1) est une conséquence
du s 7. Soit on a



9* Théorème.

Soit et 03BB ,  ~ m+ avec B(l) + (1) =1 . Les deux conditions suivan-
tes sant équivalentes : .

1° ~ $ X sur r ~

2° Il existe une mesure de Radon  0 , de masse 1 , sur la fermeture de l’ en-
semble

qui admet pour barycentre le couple (B~ p,) .

Preuve. - Ce résultat est un cas particulier de [2] (§ 20).

10. Théorème.

On suppose de plus que X est métrisable. Lorsque  $: X sur 0393 , avec 03BB ~ 0 ,

alors il existe une application borélienne x ~ 03BDx , définie sur X , à valeurs
dans m+ , telle que  = JX 03BDx d03BB(x) et 03BDx ~ Mx , pour tout x~X.

Preuve. - Grâce à [2] (§ 2l) et avec les notations de [2], on voit que

Il suffit alors de remplacer vx par 03BDx + ( 0/03BB(1)) .

II . La formule de balayage pour un cône de la classe A

Notre premier objectif est de démontrer le théorème 12, qui est analogue à la for-

mule de balayage de Mokobodzki, rappelée au § 2, 1°. Pour cela, nous aurons besoin

du lemme suivante

11$ Lemme.

Soit p une application sous-linéaire définie sur C , et à valeurs dans
R u (+ ~) . On suppose que p (f) : 0 , pour toute f  0 , et que :

(a) ? f e C avec p(f)  ~ , on a lim (p(f) - p (f + ~)) ; 0 .

(b) ~ f e C avec p (f) == + ~ , on a p(f + e) ~ oc quand ~ ~ 0 .

(c) ~ f ~ C , les quantités p (k f + l) et p (kf - l) sont minorées quand k

décrit (0 ~ l) .

Dans ces conditions~ pour toute f e C ~ alors :

(03B1) si p(f) = - p(- f) , il existe f e m+ , avec f(f) = p(f) et f $: p
sur C ~



(p)j~ -p(-f)  p(f) , pour tout re )~p(-f) , p(f)( , il existe 
= r et sur e

Preuve. - D’après une version du théorème de Hahn-Banach, due à DINGES [7j et

rappelée dans [16] . (théorème 1) et [2] (§ 1), il suffit de prouver que l’on peut
définir une forme linéaire , sur le sous-espace vectoriel de C engendré par f

et 1 , .avec ,  p sur ce sous-espace et, dans le cas (a) c~ ~f) ~ p ~f ) s et, dans

le cas (p) ~ ~~’) = r .

La quantité 03C6(f) étant choisie, alors 03C6(l) devra vérifier la condition suivan-

te qui est nécessaire et suffisante pour l’existence de :

Cette condition d’existence, pour est équivalente à l’ensemble des deux

conditions suivantes :

Cas où p(f) = - p(- f) . - On va voir qu’on peut prendre p (f) .

(Condition on a

Alors (Condition I) sera vérifiée puisque r - p (f)  0 , et aux hypothè-
ses (2) et (c) .

(Condition I) avec k ~ 0 . - ~n a, si kt ~ .. k ~ 
.

On distingue deux: cas :

l’hypothèse (b) . Alors (Condition I) sera vérifiée à cause de l’hypothè-



Comme - p(- f) - r  0 , d’après les hypothèses (a) et (c), alors (Condition I)

est vérifiée.

(Condition II) avec k > 0 . - On a

Conne p(f) - r > 0 , d’après les hypothèses (a) et (c), alors (Condition II)

est vérifiée.

(Condition II) avec k ~ 0 . - On a? si = - k ,

On distingue deux cas :

d’après l’hypothèse (b). Donc (Condition II) est vérifiée, à cause de l’hypothèse

(c).

à cause de l’hypothèse (b). Donc (Condition I) est vérifiée, à l’hypothèse (c).

d’après l’hypothèse (b). Donc (Condition I ) est vérifiée, grâce à l’hypothèse (c).

(Condition II) avec 

à cause de l’hypothèse (b). Donc (Condition II) est vérifiée, grâce à l’hypothèse (
(c).

(Condition II) avec k  0 . - On ~,, si k’ = - k ~



(Notons que, dans le deux membres peuvent valoir + o? )*

Preuve. - Notons déjà que le 1er membre est inférieur au second dans l’égalité à
établir. Soit f~ (r- C+) . Alors, ~ e > 0 , ~ 03BD ~ Mx et ? yer , avec

y~f -e , on a 

D’où on obtient l’inégalité visée en faisant e ~-; 0 .

Il reste à, montrer l’inégalité inverse. Désignons par p(f) le second membre de

l’égalité à établir. On voit qu’il suffit d’appliquer à p le 11. Pour cela,
il faut vérifier que p satisfait aux hypothèses (a), (b) et (c) de ce C’est

évidente sauf pour (a) et (b) , qui résultent immédiatement du lemme suivant, et du

fait que p est croissante pour l’ordre naturel sur C .

On suppose maintenant p(f) = + Cf) . Supposons qu’il existe A avec p(f - c~) ~ .~. a
pour tout ~ ~ 0 . On a alors

14. Définition.

Soit. r E A . Pour toute fonction f ~ définie qui est s. c ~ s. ~ on pose

quand cette formule à un sens, et + co sinon.



15. Théorème.
~

Soit r un élément de A . Pour toute £ , ui est X et telle

qu’il existe . é r avec 1  / , on a

Preuve.

(a) On suppose d’ abord f 

A

Or, pour calculer f tx) i il suffit de prendre des v E ~~X te~.~_es que

v (f)  f(x) . Pour de telles 03BD , on aura donc 03BD(1)  y(x) - f(x) ; d’où l’exis-
tence de par compacité, en utilisant 12. Il reste à prouver que f (x) = f r (x) .
Pour cela, notons que, grâce à 12, on a déjà

A

f(x) = à gauche en û de l’ application U (t) ~ (f + t) (x) ) .
Or, le même raisonnement que plus haut, on voit qu’ il existe F > 0 et un

compact ~y ~x tels que

(b) On ne suppose plus 

On procède alors comme dans [8J (5. 6), en notant, comme en (a), qu’on peut se

borner à raisonner sur une partie compacte de 

La preuve de 15 montre alors que l’ application t + t) 
0393 

e st continue,

pour t ~ 

Nous allons maintenant chercher à étendre le théorème 15 à certaines fonctions

plus générales que la classe des §onctions st c, s, Pour cela, no.as aurons



du lemme suivant.

17 . Lemme.

Soit une famille filtrante décroissante de fonctions s. X ,

y£ élément (non fi,x§)_ df r , ,et admettant une limite f .

alors f0393 = 

Preuve. - On procède conne dans le (b) de la preuve du § 15.

18, Notations et définition.

Soit S , la cla,sse des fonctions s. c . s . sur X , strictement inférieures à

un élément (non fixé) de j°°- .

Soit Î l’ensemble des suites finies d’entiers. Lorsque s ~  , on note |s| le

nombre d’éléments de x , distincts ou non. De plus, lorsque n , ) 1 si , on. note

s(n) le n-ième terne de s .

Nous dirons qu’une fonction f sur X , à valeurs dans R u (+ c;) , est

K0393-analytique lorqu’il existe une application s -e ù (s) , où x e É et

e à , vérifiantF

(a.l) Les sont uniformément minorées clans leur ensemble,

( ù . 2) ( s e st une se ction commençante de s ’ ) ~ ( ù ( s) > à ( s ’ ) ) ,

(~.3) + n EN, alors ) si = i et s(i)  n) é 
i

telle que, Si ?-’On pose, pour toute 03C3 ~ 03A3 (ensemble des suites infinies

d’entiers), £(a) = s ~  , s section commençante de u ) , on ait
f = mp (E(u) ; g e z) . on pose alors 0394(03A3) = f . on dit que 0394 est priviligiée,
lorsque la condition suivante est vérifiée:

Etant donnée une fonction f , minorée sur X , à valeurs dans R u (+ ~) , on
pose



(R.4) Pour toute mite décroissante (£ ) de fonctions de S , ayant une limite

f , on a (cf. § 17) R’ _ (f ) ~ R 
* 
(f) , quand n -à m . 

r

19. Remarque.

Le cadre tracé au § 18 est proche de celui envisagé par MOKOBODZKI [14 j dans sa

théorie des capacités fonctionnelles. Signalons les différences suivantes:

(a) D’ abord, nous permettons aux fonctions Il (s) de prendre des valeurs négatives.

Ceci est indispensable, dès lors que r ne contient pas les constantes.

(b) Le lemme 17 ni ét+nt énonaé que sous certaines hypothèses, nous devons imposer
certaines restrictions anx fonctions 0394(s) (c£. (à.3) ) .

(c) Les propriétés de l’intégrale supérieure imposant, pour que (R.3) soit valable,

une condition de minoration, celle-ci se retrouve en (a.1) .

20. Lemme.

Soit A une applica,tion de § dans S ,vérifiant les conditions (a,l) , (a.2) ,
- 

~ F _
(à.3) du § 18. Soit o’ 1 ’application de S dans S ainsi définie:

à ’ ( s) = s ’ ~  , ] s ’ ( = [ s ( , s ’ (n) à s (n) , Fj n $ ) s ) ) .
Alors 1 ’ vérifie les conditions ( à , l ) , ( A . 2) , ( à .3 ) du 1, 1&#x26; , ù ’ est privi-

légiée, et on a

Preuve. - Ce résultat de la théorie des capacités fonctionnelles se démontre comme

dans [14].

21. Théorème (de capacitabilité).

Soit f une fonation K -analytique. Pour toute application 0394 privilégiée (au
sens du 8 18) telle ue 0394(03A3) = f , soit 03940393 lt application ainsi définie :".?-"’’’- .. - ~-- ° ’ ... ’ ~ _~._ r - ’ -.. " .. + " ..".~ .-"-

(Notons qu’il y a abus de langage puisque, en générale 

Preuve . - Ce résultat de capacitabilité se démontre comme 

22. Corollaire (généralisait le théorème 15).

SouB les hypothèses du théorème 21~ on a



Preuve. - Diaprés le § 21, on a

Or, diaprés le § 15~ on a

L’égalité sup 
03C3~03A3 

(03BD(0394(03C3))) = 03BD(f) provient du théorème de capacitabilité cl as-
sique [14] pour 03BD* .

Comme le théorème 15 qu’il généralise, le théorème 22 est u.n résultat de balayage
(cf. § 2). Mais nous nI avons considérée dans les § 15 et 22, que des résultats por-
tant sur les couples (ex’ Maintenant, nous allons partir d’une mesure

03BB  0 quelconque, au lieu de ~x . Nous poserons



Preuve.

1~ Soit C l’application définie (cf~ § 18) sur 1~’ensemble des fonctions sur X ~
qui sont minorées et à valeurs dans R u (+ «) , par la formule

(cf. [5], p. 106 pour la définition de j*). L’application C jouit des propriétés
~.1) ,(R.3),(R.4 énoncées pour ~~ au § 18 ~(~.~ est sans obj et qui sont
très proches des propriétés des capacités fonctionnelles de MOKOBODZKI [14]. On voit
alors que Inégalité des deux premiers membres dans le théorème 25 n’est autre que
l’énoncé du théorème de capacitabilité [14].

2° Pour démontrer Inégalité des deux derniers membres dans le théorème 25, on re-

marque que, grâce au théorème 24, on a

Il reste donc à prouver que (~, (p (~~ ~ ~ ~ ~ (f) . Ce résultat provient du
théorème de capacitabilité classique, appliqué à 03BD* [l4].

26. Remarque.

Dans le cadre d’un espace localement compact 03A9 , les résultats précédents admet-
tent l’interprétation suivante : Soit r un sous-cône convexe inf-stable de 

(fonctions réelles continues sur 03A9 , tendant vers 0 à l’infini). Alors, d’ a,près
le théorème 12~ on a

Naturellement, on ne peut espérer interpréter, dans ce cadre, le théorème 15 et
les résultats suivants, puisque, entre deux éléments f , g ~ C0(03A9) , le, relation

~~’ ~ g .~ 1 ~ ne peut avoir lieu.

27. Exemple.

Nous allons donner en (b) un exemple de cône de /B pour lequel 1~ extension de 1~
formule de balayage de G. Mokobodzki (ci. § 2, 1°) ne serait pas valable.

(a) Soit X un espace compacta et r = C (X) un élément de ~ . On suppose qu’il
et supx~X ((x)) = + o.. 

un élément 03C9 , et posons X = X u o . Soit r c: C(X ) le cône formé des
~ ~) ~;

g ~ C(X ) telles que r et g(03C9) == 0 . On voit que l’on a



et 1(2n) > ni(?m + 1) , pour tout n > 1 . Un élément g e est dans
---------- 

/ / " +

(r - g"(N) ) si, et seulement si, on a g(2n + 1) ~ 0 quand n ~ m . La suite
s = (1/,,,/fi) est donc dans (r - ,,a§$(1,1) ) . Or, on a Î (2n) g (p/,,/2ii’fl ) --y w quand
n -e CI) . cn peut donc utiliser (a) , en notant que g = o :mmi% gi (1.i) N 1,1 .
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