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1-01

DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS ET FONCTION 03B6(s)

par Hubert DELANGE

DELANGE-PISOT
(Théorie des Nombres)
Ire année, 1959/60, n° 1 10 et 17 novembre 1959

la - Il est bien connu depuis Euclide qu’il existe une infinité de nombres pre-

miers. Donc, si l’on désigne par :~:~ , (x) le nombre des nombres premiers ;~ x ~

~(x) tend vers + ce avec x o

Des lors se pose le problème d’étudier la croissance de ~~’~ (x) quand x tend

vers ~-00 . o

C’est essentiellement à ce problème que nous nous limiterons ici.

Le résultat fondamental, connu sous le nom de "théorème des nombres premiers",
et démontré simultanément et indépendamment l’un de l’autre y en par 

et de LA VALLEE POUSSIN, est le suivant ; >

Quand x tend vers + m , ",j(x) ) un, 
x log x 

.

(Nous verrons d’ailleurs que l’on sait davantage). Q

HADAMARD et de LA POUSSIN utilisent les propriétés de la fonction 03BE(s)
dans le domaine complexe. Un bon nombre d’autres démonstrations, utilisant aussi
les propriétés de la fonction (s) , ont été données ultérieurement, notamment
par LANDAU, HARDY et LITTLEWOOD, WIENER. Pendant plus de 50 ans, on a cru impos-
sible de donner une démonstration ne faisant pas appel à la fonction (s) et

~ la théorie des fonctions de variable complexe. p Ce n’est qu’en 1948 qu’une tel-
le démonstration a été obtenue par Atle SELBERG, ce qui produisit à l’époque une
grosse impression dans le monde mathématique.

A vrai dires la démonstration "élémentaire" de n’est pas particulière-
ment simple et ne permet pas d’aller aussi loin que les méthodes utilisant (s) .
Aussi je n’en parlerai pas davantage. o

2. - Par contre, il me parait intéressant d’indiquer comment on peut démontrer
très simplement que est de l’ordre de qui a été établi pour
la première fois par 

log x --

2.1. - CEBYSEV introduit les fonctions suivantes :



On voit aisément que les plus petite et plus grande limites 

sont les mêmes que celles de 03C8(x) x o

Observons d’abord que, dans l’expression de apparaissent les logarithmes
des nombres premiers ~ x , le logarithme de p apparaissant autant de fois qu’il

vade puissances de n  x , soit fois (1).

Par suite, " , (x) log x , ce qui donne
x x

Maintenant, soit ~. satisfaisant à 0  ~:~~:  1 .

Pour ~ ’~ 1 9 on a

Le second terme du second membre tendant vers 0 pour x infinie ceci entraîne

’En faisant tendre ,« vers 1 y on obtient ’§ &#x26; °§ et L2 .
On a donc l1 = l2 et L1 = L2 .

(1) Nous désignons par E[uÎ le plus grand entier  u o

(2) Nous employons la lettre p comme symbole générique d’un nombre premier.



2.2. - Nous désignerons maintenant par l la, valeur commune de l1 et l2 , et

la valeur de L~ et Lz e

que (x) est do l’ ordre de x log x signifie que l’on a

Nous allons montrer en fait que

W
2.3. - Posons T(x) -: log m 4

m,.x

On voit immédiatement que, pour x infini,

Il suffit par exemple d’additionner les égalités log x - log m = xmdt t , où m

prend toutes les valeurs entières , x o On obtient ainsi 
’ "

c’est-à-dire x log x + 0[log xj - T(x) = x + 0[log xj .

Par ailleurs, on voit aisément que m = A(n) .(4)
Ceci donne

On en déduit

Comme les termes du second membre sont de valeur absolue non croissante, on a

Diaprés ce qui a été dit plus haut 3

La deuxième inégalité donne ~,lors ~’~ ~, log 2 .
D’après la première, si ~ est un nombre positif quelconque, il existe un

0 tel four x~ 9

. ( ) a obtenu par sa méthode des bornes plus serrées.

(4) " n/m il signifie? y comme il est divise m ".



Pour v ~ x g on ~.~ en désignant par q le plus petit entier n tel que

~ 

Il en résulte que ~ ~, -r ’~ ~ ,

30 Notons en passant que la formule 
----

écrite plus haut, conduit à diautres résultats intéressantso Elle donne

ce qui entraîne ""t. 039B(n) n = log x + 0[1] .

Comme 03A3 039B(n) n = 03A3 * + 03A3 log p k , et que la seconde somme du second

est bornée ç::, par 03A3 log p p(p-1) , on voit que

20142014 

A étant une certaine constante.

iL partir do 1s, on encore que

ici, il faut utili:er la fonction ~’~(s~ pour trouver la valeur de la cons-

tante) et ’

Ces différente? formules sont dues G~ n

40 - Revenons maintenant au nombres premiers énonce au début. o

Il résulte de ce qui a été vu plus haut (paragraphe 2.1) qu’il est équivalent
à la relation



En fait, dans toutes les démonstrations auxquelles j’ai fait allusion, c’est

cette relation que l’on établit d’abord.

J ’ indiquerai néanmoins une autre relation équivalente au théorème des"nombres

premiers : i

Définissons une fonction (fonction de Möbius) par (1) = 1

et, pour n > 1 ~

f (-1)~ si n est le produit de q facteurs premiers tous différents,
= ~ ¿, 

1 
J .,

~ 
’0 si n n’est pas de cette forme. 0

Soit H(x) = 03A3 f’(n) .
Alors le théorème des nombres premiers est équivalent à

M(x) = o[x] pour x infini.

5. - Parlons maintenant de la fonction ~(s) .
Avant de commencer, je précise une fois pour toutes que, dans toute la suite, je

poserai

s= 03C3 + it .

Ceci dit, la série , ou ns est pris avec sa valeur principale, est
1 ~ n 

s 
..

convergente Dmr y ~ 1 , et sa somme est une fonction holomorphe dans ce demi-

plan. 0

Par prolongement y on obtient a partir de cette fonction une fonction analytique,

qui est, par définition, ~.(s) . o

Nous allons voir que ~(s) est une fonction uniforme~ qui est holomorphe dans

tout le plan, sauf au point 1 ~ lequel est un simple de résidu 1 o

Auparavant~ remarquons que le lien entre la fonction ~(s) et les nombres pre-

miers apparaît immédiatement si l’on observe que, pour 03C3 > 1 ,

(s) = 03A0 1 1-1 s p . (Formule déjà considérée par EULER)

D’ailleurs, en prenant la dérivée logarithmique~ on obtient

ce qui montre le lien avec ’t‘~ (n~ 9 donc avec .~ ~ (x~ ~
On a aussi



6. - La méthode la plus simple pour montrer que la somme de la série 03A3 1 s
1 n~

est prolongeable analytiquement dans tout le plan, sauf au point 1 q est sans

doute d’appliquer la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin. On obtient ainsi le

prolongement dans le demi-plan 03C3 > - m , moins le point 1 9 m étant un en---

tier  0 quelconque o

Si l’on veut seulement prouver que la fonction est prolongeable dans le demi-

plan 03C3 > 0 - sauf au point 1 -, cela se fait très facilement de la façon sui-

vante 1

Si :T ’ ~ 1 9 on a Dour chaque n .‘~ x

par addition~

En faisant tendre x vers on obtient

0  u - 1 , l’intégrale 
m 

est convergente pour
~’.’ u~

’> 0 ; et u.:ie fonction holomorphe dans ce demi-plan.

ici une autre méthode pour obtenir le prolongement, méthode qui
a l’avantage de conduire à l’équation fonctionnelle.

En partant de l’égalité

valable pour u ~~ ~ 9 et intégrant terme à terme, on trouve que, pour ~~~ ; 2 9



Considérons maintenant l’expression

où est pris avec sa détermination principale dans le plan coupé suivant le

demi-axe réel négatif, et C est le contour formé bord inférieur de la coupure

entre l’infini et le Doint - r~ du cercle Jzj 1 = r parcouru dans le sens direct

du point - r à ce même point, et du bord supérieur de la coupure entre - r et

l’infinie le nombre positif r étant ~2~.

On voit que I(s) est une fonction entière~ et que? pour c"" ~ 1 p

On a donc, Dour ~2014 ~ 1 y

! ’(l - s) étant une fonction méromorphe dans tout le plan, il en est de de

r’d -s) i(s). o
De plus, les pôles de 0393(1 - s) sont les entiers > 0 , qui sont des pôles sim-

pl e s . Mais î(s) = 0 pour s entier > 1 y car alon s-1 -z e s t une fonction en-

tière. P(l - s) I (s) a peur seul pôle le s = 1 p qui est un pôle
simple de résidu i(l) == 1 .

8. - On obtient l’équation fonctionnelle à laquelle satisfait ~(s) en remarquant

pour ~r  0 ~ I(s) est la limite quand 1~entier N tend vers +0153 de

où CN est le contour formé d’un segment du bord inférieur de la coupure allant

du point -(Z~:r + 1 ) ;~;.. au point - r , du cercle r parcouru dans le sens

direct du point -~ r ~, ce pointa d 1 un segment du bord supérieur de la coupure
allant du point - r au point - (?iT ~~ ~. ) et cercle f ~ (~~,I + ~. ) ‘‘~: par-

couru dans le sens rétrograde du point F~~ (s?~I -!- 1 ) ~‘~ ~. ce point. o

IN(s) se calcule aisément ~ar la méthode des résidus.



On trouve 1

Donc, pour w t~ 9

et par suite

Par prolongement analytique, ceci est vrai pour ~tout ~ ~ 1 , et on en tire ô

~.lo - Ceci étant, on introduit la fonction

C’est une fonction méromorphe comme produit de fonctions méromorpheso
On voit qu’elle satisfait à l’équation fonctionnelle

Comme elle n’a pas de pôle dans le demi-plan ~.~ ~ 0 , elle n’en a aucun et c’est

une fonction entièreo

Elle ne s’ annule pas pour 03C3 > 1 , car l’ expression de (s) sous forme de

produit infini montre que (s) / 0 dans ce demi-plan, et ne s’annule

jamais 0 Elle ne s’annule donc pas non plus 0 o Il ne peut donc ~r avoir

de zéros que dans la bande C ,~~ 0" ~ 1 . n

Il y a effectivement une infinité de zéros car, si l’ on pose

on voit sans peine que? pour r infinie log M(r) ~ ~ r log r . Ceci entraîne

que (s) est d’ordre 1 . Mais alors, sielle n’ avait pas de zéros ou n’en avait

qu’un nombre fini, ou devrait avoir

(5) II faut uti li s e r ici h formule connue : P(3z) = 22z-1 03C0-1/2 r(z) 0393(z + 1 2) .



Ces zéros sont d’ailleurs symétriques par rapport à l’axe réel et à la droite

~’ -- ~ o Ils sont symétriques par rapport à l’axe réel parce que ~ (s) est réel-

le pour s réel, et par rapport à la droite 03C3 = 1 2 parce ils sont aussi sy-

métriques par rapport au point 1 2 , à cause de Inéquation fonctionnelle. o

90 - Maintenant, on Deut écrire

Les zéros de ~(s~ sont ceux de ~(s) et ceux de h(s) p

On voit donc que ~; ( s ) a d’ une part des zéros simples aux points - 2 , - 4 ,

- 6 , o 4 n , ~ ~.~ 9 d’autre part une infinité de zéros situés dans la bande

0  03C3  1 , lesquels sont symétriques par rapport à l’axe réel et à la droite

..r Q 
201420142014201420142014201420142014201420142014

10. - On peut d’ailleurs évaluer assez facilement le nombre N(T) des zéros situés

dans le rectangle 0 ~~ ::~° ,~ ~ 9 0 . t ,~; T o On trouve pour T infini,

11. - RIEMANN a conjecturé que tous les zéros de (s) dans la bande 0  03C3  1

sont situé s sur la droite 03C3 = 1 2 . C’est célèbre "hypothèse de Riemann".

Jusqu’à présenta on ne sait pas si cette est vraie ou non.

BOHR et LANDAU ont prouvé que,  1 , le nombre des zéros situés dans

le rectangle 03C30  03C3  1 , 0  t  Test quand T tend vers + ce .

HARDY a prouvé qu’il y a une infinité de zéros sur la droite ~’~ = ~ . Puis

HARDY et LITTLEWOOD ont prouvé que le nombr e des zéros situés sur le segment
+ iTj est au moins de l’ordre de T quand T tend vers ~~ ~~ a Enfin

Atle SELBERG a montré que ce nombre est de l’.ordre de T log T 3, comme ~~~ (T~ .

Par ailleurs, si l’on range les zéros de la bande 0  p  1 , 4 t >, 0 , par ordre
de t croissants, on a pu prouver qu’un grand nombre de termes au début de la
suite obtenue sont sur la droite = -~ . o

12. - Pour démontrer le théorème des nombres premiers:, il suffit de savoir que

~(s) n’ a aucun zéro sur la droite o



La méthode de démonstration la plus simple à partir de ce fait consiste à uti-

liser le théorème taubérien de IKEHARA :>

Soit 03B1(u)  0 et non décroissante pour u  0 , et telle que l’intégrale

+0 e 
-su 03B1(u) du soit convergente pour T>a )0 et égale à f(s) .

S~L f(s) "’~r A > 0 ) est holomorphe sur la droite (r ==-a ~ on a pour

u infini 1

Pour 03C3 > 1 , on. a

Pour le voir, il suffit par exemple de remarquer que l’on a pour chaque n  X

ce qui donne par addition

puis de faire tendre X ~Ters ~ ~ a

En faisant le changement de variable x = on obtient

(s) n’ayant pas de zéros sur la droite r = 1 , la fonction - 

comme seule singularité sur cette droite un pôle simple de résidu 1 au point 1 ,
provenant du pôle de ~(s) .

Le théorème de Ikehara donne alors

r~ e pour u infinie

~(x) ~ x pour x infini. o



~ 3. -~ L’absence de zéros de ~~~s) sur la droite c- ~ ~ est un résultat équi-
valent au théorème des nombres premiers, car on peut inversemen-t la déduire de
celu.i-ci 0

Considérons en effet la fonction

On a 1

Mais le théorème des nombres premiers implique que., pour x infinie

, ’~x ) ~ x = et ceci er..traine que, lorsque ~’ tend vers 1 par valeurs

supérieures, avec t fixe, ~.4~ ~ 1 ) g(s) tend vers 0 .

En effet, étant donné ~ > 0 :. existe x0  1 tel que, pour x  x0 ,

x ) ~ x) ~ -~- x . :: l en résulte que, s pour 1 ,

_ 

, C.
~~ur ~ ~ ~~’~ ~~ :. -;- ‘. 2

ivâ:.

point 1 + it0 était un zéro de (s) , il serait un pôle simple de
et le produit (rr -’ 1) g(03C3 + it0) tendrait vers le résidu de ce pôle, donc

vers une limite non nulle, quand ~rq tend ~. par valeurs supérieures.

14. - On obtient un résultat plus précis que le théorème des nombres premiers en
utilisant le fait que ~(s) aucun zéro à droite dtune certaine courbe 

:tote à la droite t~ ~ 1 du côté gauche.

C’est ainsi que de LA VALLÉE POUSSIN avait démontré dès 1899 que, pour x infinie

( ) La fonction Li x (logarithme intégral de x ) est définie pour x > 1 par

Li x = lim f! 1-~0 du log u + {X 2014iB2014j , On a donc Li x = Jx -J±i-+ constante.~0 ~u ~ logu
Pour x infini. Li’.’ 



~(. étant une constante positive convenable.

De LA VALLÉE POUSSIN utilise Lo fait que . ~(s) ~ 0 pour ~ 1 - . ~jrj ~
jt) ~/ où a et t~ sent des constantes positives convenables.

Il se sert d’une expression de 03B6’(s) 03BE(s) déduite de l’expression de ) (s) à

1+aide de S(s) et du développement de 03BE(s) en facteurs primaires de

Ueierstrass. 0 
’

La démonstration a été considérablement simplifiée par LANDAU~ qui la rend to-

talement indépendante de la théorie des fonctions entières.

Dans cette nouvelle méthode~ le résultat sur les zéros découle de théorèmes

simples de théorie des fonctions et de majorations faciles de ~(s)j Î pour

0 .

Ensuite, comme dans la méthode de de la Vallée Poussin, on utilise la formule

d’inversion de la transformation de Mellin pour obtenir une expression sous forme

d’intégrale soit de 03C81(x) = x0 03C8(u) du , soit de ’f(x) = x
1 

En effet, on a vu plus haut pour 03C3 > 1 ,

Par intégration par on obtient

En partant par exemple de la première de ces deux formules, on obtient

le signe. 
m 

signifiant que l’intégrale est prise sur la droite 03C3 = c par-

courue dans le sens des t o

On déforme ensuite le chemin d’intégration en remplaçant un segment [c - iT ,
c + où T varie convenablement en fonction de x , pour un contour allant



passer à gauche de la droite 03C3 = 1 tout en laissant à sa gauche tous les zéros

de ~ {s) . La fonction sous le signe 1 a ainsi comme seul point singulier entre

le segment et le nouveau contour le pôle 1 et On compense donc le -changement de~
chemin d’intégration en ajoutant au second membre le résidu de ce soit ~-- .
L’intérêt de ce décalage du chemin d’intégration vers la gauche vient de ce qu’en
diminuant cr. on diminue le module de 

Ayant obtenu une évaluation de {x~ 9 on passe à ~.~~~) en remarquant que,
comme est non décroissante, on a pour h i ~ et ~’ x

et choisissant convenablement h efl fonction de x 0
On passe de ’,j>(x) à É (x) = 03A3 log p , en utilisant le fait que

de sorte que

puisque ~(x) ~ = 0[xj .

On arrive enfin à 1~ évaluation de par la formule

que l’on peut obtenir par exemple par addition à partir de

Si ~ (x) = x + on trouve



15. - La méthode de Landau peut être systématisée de la façon suivante t

Supposons établi que

avec ~ continue non-décroissante et 6~ continue non croissante pour

t~ , ~(t) ~ 0 , 0  0(t)~ ~- ,

On en déduit d’abord qu’il existe une constante positive A telle que (s)
n’ait aucun zéro dans la région

On démontre ensuite, à partir de là, que pour x infini

est une constante positive quelconque ~ ~ et

Le résultat de La Vallée Poussin s’obtient en prenant

16. - On peut obtenir des résultats meilleurs en utilisant la théorie des "som..mes

trigonométriques".c

On appelle ainsi des sommes de la forme

où f(n) est une fonction réelle*

( ) Il suffit de considérer les valeurs > 0 de t puisque (s) prend des
valeurs imaginaires conjuguées pour des s imaginaires conjugués.



Il est évident que cette somme est de module au plus égal à ~1~~ ~ N + 1 ,
mais si la fonction f satisfait a des conditions de régularité convenables: on

peut trouver des majorations bien meilleures. Des méthodes pour obtenir de telles

majorations ont été élaborées par VAN DER CORPUT et VINOGRADOV.

Cette théorie s’introduit de la façon suivante dans le problème qui nous occupe :

En utilisant un calcul fait plus haut (paragraphe 6), on voit que, pour 
et x ; 0 ,

Copine la dernière intégrale est convergente pour ~w,’ 0 et représente donc une
fonction holomornhe dans ce demi-plan, et que les deux termes qui la précèdent
sont holomorphes pour le résultat est valable pour 03C3 > 0 et s ~ 1 .

Donc, pour 0 , t ~ 0 et x > a ,

En particulier, pour 2014 ~ ~ ~ 2 et 2 par exemple,

de sorte que

La majoration de ~,(s) cr~ 2 et 2 se ramené donc à celle

~ 1de |03A32 1 s| .

La somme 03A32 2014 peut se décomposer en sommes telles que 03A3 -’- .
Comme 1 s = 1 . 1 it , et que 2014 est positif et décroît quand n croît, on a

n’ 
s 

n’ 
r 

n 
llJ n’’



On est ainsi ramené finalement à majorer en module des la forme

La. méthode de Vinogradov permet ainsi de prouver par exemple que, pour

|(s)| ec(log log t).3 , avec c > 0 convenable et t0 convenable > e ,

d’ou il résulte que, pour x infini;

eu oc est une constante positive convenable.

Ceci était le résultat le plus précis obtenu avant 1958e ( )
Le pas considérable par rapport à LA VALLÉE POUSSIN. 0

17. - On aurait des résultats bien meilleurs si l’on savait que 1~hypothèse de
Riemann est 0

Ceci se déduit aisément de formules donnant des expressions exactes de 03C81(x) ,
ou de = ~[~(x - 0) + ~(x - 0)j , à l~aide des zéros (s) : >

désignant par P + iJ les zéros de (s) dans la bande 0  03C3  1 ,
on a

( ) Au congrès international d’Edimbourg, VINOGRADOV a annoncé une amélioration de
sa méthode permettant dtobtenir un résultat un peu plus précis.



La première de ces deux formules se déduit de l’expression de ~(x) sous

forme d’intégrale donnée plus haut (paragraphe 14.)~ en déformant encore le che-

min d’intégration. On fait cette fois pénétrer ce chemin dans le demi-plan
ce°  0 , en passant convenablement entre les zéros de ~(s) .

La deuxième formule s’établit de façon analogue, et l’on peut en même temps
obtenir une majoration de la différence entre la somme 03A3 2014 et sa limite

pour T infini .

Si l’on désigne par 0398 la borne supérieure des parties réelles des zéros de

?(s) dans la bande 0 ~rr-~ 1 , la formule donnant montre immédiatament

que, pour x infinie

On peut déduire de là, ou bien de la formule donnant 03C80(x) , en tenant comp-

te alors de la majoration à laquelle je viens de faire allusiong que

Ceci entraîne = Li x + xj o

En particulier, si l’hypothèse de Riemann est vraie, on a

comme il avait déjà été démontré par von KOCH en 1901.

18. - Pour terminer, j’indiquerai que l’ on a des résultats en sens opposé des pré-
cédents, c’ qui limitent 1.éà précision avec laquelle est approché
par Li x .

Ainsi LITTL2WOOD a démontré en 1914 que, k étant une constante positive con-

venable~ il existe des valeurs de x aussi grandes que l’on veut pour lesquelles

et d’autres pour lesquelles
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