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REPARTITION DES NOMBRES PREMIERS
par Jean-~Louis NICOLAS

1. Théoréme des nombres premiers.
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Rappel de définition.

n(x) = 2 1 6(x) = 2 1logp ; $(x) = 2 logp
p<x p<x (m,p)

p<x
ou p décrit l'ensemble des nombres premiers, et m est entier > 1 . On remarque
que exp(e(x)) est le produit de tous les nombres premiers au plus égaux & x , et

que exp(w(x)) est le plus petit commun multiple des nombres entiers au plus égaux

& x . De plus, on a :

- 1/2 1/my _ log x
¥(x) =6(x) +o(x/) + ... + o(x/™) —péx [m] log p

[lOg X
log 2

avec m = ] en désignant par [u] la partie entidre de u .
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THEOREME 1. - Quand x > , on g :

e(x) =X + O(Xe—quogX)

W(X) =x + O(Xe—quogX)
m(x) = 11 x + 0(xe” Vlogx)
X
\ . at
ou llX—J\2'l—o—g—_-b-.

2. Différence entre deux nombres premiers consécutifs.
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On désigne par p le n-iéme nombre premier, et on pose d = p - . Comme
n n n pn—l

ﬂ(pn) =n, on a
ph-m n logn
et

N
_1
iz a. =% Py Y log N log py -
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THEORBME 2 (RANXIN [4]). — Pour tout ¢ > 0 , il existe une infinité de n qui

vérifient :

log2 P, 10g4 P,

- Y -
Py — Py 2 (¥ =€) logp, —>
g3 Pn
ol vy est la constante d'Fuler (e¥ = 1,78) .
Ve \
THEOREME 3. - Il existe un nombre T < 1 tel que, pour tout n , on ait :

pn+1 - pn $P

.
T
2

On peut prendre + = 5 et méme un peu moins ; 1'hypothése de Riemann permet de

prendre T = %-+ g pour tout ¢ .
Remarque. = On voit que les théorémes 2 et 3 sont trés éloignés 1l'un de 1l'autre.
Une conjecture de Cramer est que

Til ——— = A .,

2
log™ p,

/ N\ -
THEOREME 4 (BOMBIERI-DAVENPORT [1]). - Il existe une infinité de n pour les-

quels on a :

1
pn+1 - pn <-§ log pn .

el ~ P > 2 . La conjecture dite des nombres premiers

jumeaux est que 1'équation pn+1 =P, = 2 a une infinité de solutions en n .

Remarque. - On a thujours p

3. Remarque sur la démonstration des théorémes 2, 3, 4.

Les démonstrations se trouvent dans PRACHAR [ 3] (chap. V, § 5, et chap. IX, § 3),

ol 1l'on trouvera également dlautres renseignements.

A propos des théorémes 2 et 4, remarquons qu'il est trés facile d'établir (car

log P, est la valeur moyenne de dn ) s

dn - dn
lim =———— < 1 € lim —"—— .
— log P, log P,
dn
Supposons par exemple que 1lim Toz b = a>1 . Cela veut dire que, pour
° n

p >p A, on a dn > a' log p, avec a >a' >1 . On aurait alors pour n >n

n n, (O
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- 1
'2: a, + d; 2p  + (n no)a log p .

i=1 i=1 T i=n +1 0

Comme a' > 1, on arrive 3 une contradiction lorsque n —-» « ,

Pour démontrer le thdéordme 2, on cherche des nombres al ? 8s y ees ak de telle

fagon gue si z vérifie les congruences

[\
il

a; mod(pi) pour 1 i<k

alors les nombres z + 2 y 2+ 3, ... , z+u, sont divisibles par 1l'un des nom-
bres p1 ’ p2 9 eve pk s avec u le plus grand possible. Il n'y a donc pas de

nombres premiers entre z + 2 et z + u .

Le théorsme 3 découle du résultat plus général suivant :

Lo . 5 T x'
I Im 3t . = -
THEOREME 3'. - Soit T > =, alors mx + x') = n(x) n Toz % °

Le théoréme 3' se démontre par des méthodes analytiques en étudiant la fonction

¢ de Riemann.

Le théoréme 4 se démontre en utilisant la méthode du crible. A 1'aide du résultat
suivant ([3], Satz 4.4, chap. 2) :

card{i | p, <x; 4, = n} g ¢ —= I (1 +-l) .
i 2 p
log” x pln
on peut démontrer qu'il n'y a pas "Srop" de d; compris entre a log 1 et
A log p; avee a <1 <A . 31 on avait di > a log P, constamment, il y aurait

donc beaucoup de di supérieur & A log p; » ce qui ne peut pas avoir lieu.

4. Quelques problémes irrésolus.
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min(a_ , 4 s oeee 5 d )
Tim n_ o+l ok e pour tout k > 2
log pn

(conjecture de P. ERD@S, qui a démontré le résultat pour k = 2 ).

De méme

max(d , d )
1im n n+1 <1
— log pn

(conjecture de P. ERDOS).
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