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FONCTIONS AUTOMORPHES DANS UN CORPS VALUÉ NON ARCHIMÉDIEN

par Marie-Claude SARMANT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
lle année, 1969/70, n° 11, 8 p. 23 février 1970

1. Rappels.

Soit K un corps, et soit c~ une homographie non singulière de K . On appelle
fonction automorphe, d’automorphisme 03C6 sur K , une fonction f définie sur un

sous-ensemble D de K 9 et à valeurs dans K ~ telle que

Nous supposerons ici que K est un corps ul tramé trique value complet et algébri-
quement clos.

Supposons que (p(x) = ax +b cx + d avec Même si a y b , c , d sont

tous différents de zéro, on peut se ramener à un cas plus simple pour étudier f(x) :
on peut supposer que seul a est non nul. En effet, soient u et v les valeurs

propres de la matrice (: d/ ) . On peut écrire

Soit X la matrice (J~ ; on peut noter -o(x) = X et X] = f(x) .
Posons A" X = Y : f[AUY] = f(AY) . Si nous appelons F l’opérateur f o A :

F[UY] = F[Y] . Soit, comme UY = u v y : F(u v y) = F(y) .
Au lieu d’étudier la fonction f(x) , on peut donc étudier la fonction F(y) .
Nous étudierons donc le cas où = Xx avec JXJ > 1 (le cas À)  1 est

le même, et le cas JXJ = 1 est plus difficile).

Rappelons qu’on appelle fonction méromorphe, dans un domaine D , une fonction

holomorphe en tout point de D , sauf en des points isolés qui août supposés être
des pôles.

Une fonction automorphe d’automorphisme Àx admet deux points singuliers particu-
liers : 0 et oo (ce sont les transformés des points singuliers de l’homographie
ax + b B
ex + d ~
Nous nous placerons dans le cas où f est une fonction méromorphe dans tout le





LEMME 1. - La somme d’une série de Laurent convergente partout sur ~~"~ ne peut

pas être une fonction automorphe.

Soit f(x) une série de Laurent convergente sur ~~~’ .,, : elle y admet une infinité

de zéros, et son polygone de Newton a une infinité de côtés dont la pente tend vers

± ce avec l’indice.

Supposons f automorphe d’automorphisme Àx .

La fonction f(x) - a , où a est une constante quelconque appartenant à ~’’ ,
est aussi une fonction automorphe d’automorphisme Xx . Son polygone de Newton est

déduit du précédent par adjonction du point 1 (0 , v(a)) . Prenons a tel que I

soit au-dessous du polygone de f . Le polygone de f - a sera formé des mêmes cô-

tés que celui de f , moins un certain nombre qui seront remplacés par des côtés
Ih2 et IN issus de I :

Si le polygone de Newton de f possède un côté AB de pente il doit aussi

avoir des côtés de pente c~ + n ceci quel que soit puisque f

a des zéros de module p~ . Il en est de même pour f(x) - a : son polygone de-
vra contenir des côtés de pentes :

pente de IM + n log ~ , 

V n ~ Z .
pente de IN + n log 

p P

Il est possible de prendre I de manière que ce ne soit pas vrai : f(x) - a ne

sera pas automorphe, donc f(x) non plus.

Une fonction automorphe non constante méromorphe sur K* devra donc avoir au

moins un pôle sur K y sinon elle serait développable en série de Laurent sur K y
donc constante 9 et au moins un zéro, sinon son inverse serait constante. Elle aura
donc une infinité de zéros et de pôles (en particulier tous les produits de l’un
d’eux par une puissance entière de ~~ ~ .



LEMME 2. - Si une fonction automorphe admet un seul pôle et un seul zéro dans la
couronne r ~ ~x~  c’est une constante.

Soit f la fonction étudiée. Supposons-la munie d’un seul pôle simple a 9 et

d’un seul zéro simple b , dans la couronne considérée : l’ensemble des pôles de f

est donc {03BBn a}n~Z , et l’ensemble de ses zéros est {03BBn b}n~Z .

Etudions la fonction suivante, qui a mêmes pôles et mêmes zéros que f :

g(x) est méromorphe sur K~ . Ce n’est pas une fonction automorphe :

Et (’ - 03BBx b)(1 - a 03BBx) ~ (l - 03BBx a) exige a = b , f(x) g(x) est une fonction .e-

romorphe sans pôle sur K s c’est donc une série de Laurent; elle n’a pas non

plus de zéros sur c’est donc une constante k :

f(x) = kg(x) .
Ceci exige que g(x) soit une fonction automorphe. Nous avons vu que ce n’est pos-
sible que si a = b , donc si g(x) = 1 . Alors f(x) = k .

(Si le pôle et le zéro de f sont multiples, on peut faire exactement le même
raisonnement en modifiant la fonction g .)



LEMME 3. - Soit f(x) une fonction automorphe. Supposons que f dans la

couronne r ,~ jxj ‘  ~ un nombre fini n de pôles y et un nombre fini m de

zéros. Alors n = m , et le produit des pôles est égal au produit des zéros.

Supposons par exemple m  n . Nous allons essayer de construire une fonction au-

tomorphe  ayant n pôles et n zéros, 9 et telle que f(x) = k(x) .

Soient cm+~ , ... des éléments de K 9 tels que

Alors la fonction §(x) = H est une fonction automorphe possédant les
neZ h(X" x)

mêmes pôles que f.

201420142014 est une fonction automorphe sans pôles sur K~ : c’est une constante k :

f(x)f(x) =  8(x) ~ f(x) doit donc avoir les mêmes zéros et les mêmes pôles que 8 ~
donc n zéros, ce qui contredit l’hypothèse m  n .

Donc m = n . Soit c~ tel que ... ~ ... ~ b .
Posons

Alors ë(x) = x) est une fonction automorphe.
neZ x)

. ’ est une fonction automorphe qui a, sur la couronne r~ x)  )Bjr ~ unf(x)
seul pôle a et un seul zéro c . C’est impossible sauf si a = c et alors

201420142014 est une constante : Ha ==n’b
f(x) 1 

’- 
i 

i

D’autre part, la construction de ~(x) entraine le théorème suivant.



THÉORÈME 1. - Soit f(x) une fonction automorphe. Alors si elle est pourvue,
dans une couronne r  jxj  )Bjr ( r réel quelconque), d’un nombre fini de pôles
et de zéros, il existe deux polynômes g et h de même degré, et une constante k ~

tels que

Propriétés de ces fonctions.

THÉORÈME 1 bis. - L’ensemble des fonctions automorphes méromorphes sur K est

un corps.

Les propriétés de la multiplication sont évidentes. Les propriétés de l’addition
sont facilement obtenues, à condition de montrer que cette opération est interne.
Pour cela, il suffit de montrer que la somme de deux des fonctions envisagées a

bien, comme elles, un nombre fini de zéros et de pôles dans une couronne

r  Ixl  et alors, d’après le théorème 1, le résultat est obtenu.

Soient donc

deux telles fonctions automorphes.

Nous voulons que l’équation suivante ait un nombre fini de zéros dans l’anneau

r ~ ~xÎ  

Il suffit de démontrer le lemme suivant.

LEMME 4. - Si l et sont deux polynômes en x tels ’-> 1

si n ~ ± ~ , alors l’équation

a un nombre fini de solutions dans tout anneau r ‘ ~x~  ~~Ir .



Posons

Toutes les solutions de l’équation se déduisent de celles qui sont dans une cou-
ronne r  )xj 1  |03BB|r par multiplication par une puissance de X . Cherchons donc

les solutions qui se trouvent dans la couronne telle que r soit la plus petite
des pentes des polygones de Newton de l et 

La fonction n (~ x) est localement développable en série de Taylor.

Dans l’intervalle r  )x)  |03BB|r , l’ensemble des polynômes l’(03BBn x) admet un

nombre fini de zéros, et l’ensemble des polynômes x) aussi. L’ensemble des

polygones de Newton des séries de Taylor qui représentent H -ry (B~ x) dans cet
neZ

intervalle a donc un nombre fini de côtés finis, les côtés infinis ne correspondant
pas à des zéros de la série. L’ensemble des polygones de Newton des séries qui re-

présentent (X~ x) + 1 a donc lui aussi un nombre fini de côtés finis, les
nez 

"

autres ne correspondant pas à des zéros. L’équation considérée a donc un nombre fi-
ni de solutions.

On peut en déduire l’analogue d’un théorème sur les fonctions automorphes dans C .

THÉORÈME 2. - Soient §(x) = F! g g’ (03BBn x) et K(x) == ff h h’ (03BBn x) deux
n=- 

- 

n==-oo 
-

fonctions automorphes, de même automorphie Àx . §(x) et sont liées par

une relation algébrique.

Cherchons des suites d’indices mk et nk et des constantes A 
mk,nk 

telles que

Soit ~ un pôle d’ordre c~ de § : ce sera un pôle d’ordre Ma de cette fonc-

tion. Nous voulons supprimer ce pôle dans cette fonction ; pour cela, nous prenons

On fait de même pour chaque pôle de  et  , et on obtient un nombre fini de

relations linéaires en A , qui ont toujours des solutions, pourvu que M et
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N soient assez grands.

Les constantes A étant ainsi choisies, nous aurons pour une fonction au-

tomorphe sans pôles dans l’anneau r ~ ~x~  donc sans pôle nulle part, ce

qui exige que ce soit une constante.

(Texte reçu le 20 avril 1970)
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