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UNE METHODE "ELEMENTAIRE!
DANS LA THEORIE DES NOMBRES TRANSCENDANTS, II.

par Michel WALDSCHMIDT
Dans un premier exposé | 3], nous avons démontré un théoréme de Gel'fond et Schei-
der sur la transcendsnce de a , en nous restreignant au cas réel. Nous nous pro-

posons de démontrer, dans le cas réel, une généralisation de ce théoréme, due a
BAKER [1] :

THEORIME, - Soient @y s ey O des nombres algébriques, réels, positifs, mul-

tiplicativement indépendants sur Q . Soient BO y eoe » By des nombres algébri-

ues réels non tous nuls. Alors on a
q

By + By 108 ay + «ee + By log o #0 .

Des nombres complexes non nuls @y oy eeey O sont multiplicativement indépen-

dants sur Q si l'équation

n'admet que la SOlution triviale ()\.1 9 ece )\m) = (O 9 cee o) dans ?o Pour
des nombres réels positifs Oy 9 eee s Qp s il est équivalent de dire que les nom-

bres log o eee y log o gont Q-lindairement indépendants. On peut donc énon-

1 ?
cer le théoréme de la manildre suivante : si @y 9 eee g O

briques réels positifs, et si les nombres log ay oy oees log o sont Q=linéai-

sont des nombres algé-

rement indépendants, alors les nombres

1 ) 10g(1/1 9 ecee 10gafm

sont (Q n R)-linéairement indépendants.,

b

Quand on choisit o, = a , a, = a Bl =b, B,=-1, onen déduit le théo-

1
réme de Gel-fond-Schneider [3] :

COROLLAIRE 1. - Si a et b sont deux nombres réels algébrigues, avec b irra-

tiomel et a >0, a# 1, alors le nombre ap est transcendant,

On obtient aussi, en considérant les nombres BO = , 51 =1, oy = e , le

cas réel du théordme de Hermite~Iindemann sur la transcendance de e? ¢

COROLLAIRE 2. - Si « est un nombre algébrique réel non nul, alors e? est

transcendant.

D'autres corollaires sont exposés dans [1] et [2].

Démonstration du théordme. - Supposons que la conclusion soit fausse ; quitte &




G502
diviser tous les Bi par 1l'un dleux (puisqu'ils ne sont pas tous nuls), on peut
supposer Bm = -1, donc

(1) log o = By + B, log @) + eeo + B, log, . .

~

Soit K 1le corps obtenu en adjoignant a ,% les 2 m nombres
al 9 eee dm ’ BO 9 oee Bm—l .
On note A 1le plus petit commun multiple des nombres entiers
d(Ofl) 9 e d(O./m) ’ d(BO) 9 e d(Bm—l) .

. N m
Soit N wun nombre entier assez grand, que l'on choisit divisible par 4 . Les

lettres 01 s eee 05 indiqueront des constantes (indépendantes de N).

Dans un premier temps, on construit un polyn8me non nul

Pe K,_xo y eee 3 Xm] ,

de degré, par rapport a XO (resp. Xl y see s Xm)’ inférieur a 2N2m (resp. sznl)

tel que la fonction

F(X) =P(X ’ Q']; 9 eee Q/z)
vérifie
S
(2) ——d's-F(X)=O pour X=1,...,Nm, B'_‘O,o--,sz-ln

dx
Quand on écrit (ds/dxs) P(x) pour x € Z , on obtient un polyndme de degré to-
tal inférieur ou égal & s en log @y g oeee s log Qs dont les coefficients sont
dans K o On remplace alors log o ~par BO + 51 log @y +oeot Bm-l log Yoy en
vertu de (1), et on trouve ainsi un polyndme de degré total inférieur ou égal & s

en log Oy 9 eee log Upoq °

Pour résoudre (2), il suffit que 1l'on annule chacun des coefficients de ces po-
lyn8mes pour les valeurs correspondantes de x et s . On obtiendra ainsi un sys-

téme d'équations linéaires homogénes, dont les inconnues sont les coefficients de
P .

Ecrivons pour cela le polynlme P sous la forme

P(XO s ooe o Xm) =z(>\) p(l) XOO see Xmm ,

avee (A) = (\y 5 een s A ), OgA <N, Oskj<N2m-1 (1

la fonction F stéerit

< j<m) . Ainsi

A
0
(3) ™(x) = Z(l) p(A) x exp(()\1 log a; + eee + A log am)x)
ou encore, compte tenu de (1),

A -
(4) F(x) = 2(;) »(d) = 0 exp[A B, + Z‘;=i(xj + Ny By)log o x

bY

gréice & cette relation (4), on peut écrire les dérivées de F sous la forme

6 Lr-3 =t ) L ) -t
— = -_——._.—._‘.(log Q e o log P .
dxs O‘O+.a¢+0 1—S C ...-O‘ O 1 UO,OOO’Gm_l
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% Tp* MY Op~#
(x) =:2(7\) p(x) Zu=0 wilog = w)t g (g = u)!‘BO km)

O'O’ oco,cm—_l

(6) x ﬂm—l(k. + A B.)oj xko—p o?lx ;:. a}mx .
Jj=1"3 m " 1 m
On cherche alors a résoudre le systéme d'équations
2m - 3m-1
(7) oF ™ F (£) =0, 1€x<T, 0,20, 0teuto_, <N,
O’O,oov,O' ~ 3 0 Me1
m=-1 5

C'§St un systéme linéaire homogene en p(A) , de moins de sz o équations a
2N2m i inconnues, & coefficients dans K entiers sur 2, dont on peut majorer
la taille, en utilisant (6), par c, N°°1

1
Le lemme de Siegel (voir par exemple [ 3] lemme 1) permet de trouver des éléments
p(k) non tous nuls, entiers de K sur Z , vérifiant les relations (7), et de

taille majorée par

3m-1
S .
(8) max(A) t(p(N)) < c, N
La fonction F ainsi construite peut s'écrire, a partir de la relation (3), sous
la forme
P. ., W.X
39 53 . led
j=1 Ti=1 71,
ou W1 y ees Wq sont les nombres
A, log o, + + A log o 0L A < sz_l 1<hgnm
1 1 see m v m ’ N h ? ~ ~ ’
2
avee q = sz - , et ou pj = 2N2m y 1£Jga.
D'aprés le lemme 2 _de [3], 1e nombre de zéros de F dans R est majoré par
+ +p = oNUHE
pl oo pq ]
Par conséquent, si N est suffisamment grand, il existe deux entiers s, x
vérifiant
(5/2)n’m | o ~(5/2)m a°
1gxgN s 0gs <N.2 - , et —-EF(X)#O.
dx
D'aprés (5), ceci montre que 1lfun au moins des ncmbres
(5/2)m%m on _~(5/2)m®
Féo’-..,cm—l(X) » (Lsxew 3 Og Feestopy <N2 )
est non nul., Désignons par £ le plus petit entier tel que 1l'un des nombres
F (x) , (1 £x L Nm+(z/2) y O teeet O < sz.Z'z)
Oprees29, 4 0 me1

soit non nul, et désignons par Yy 1'un de ces nombres non nul.

Les relations (7) montrent que 1l'om a 4 > 0 , et nous venons de voir que
L£H5m .

Les domaines de variations de s = Og + +ee + Oy et x , en fonction de ¢ ,

1
peuvent se représenter par le schéma suivant
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sa
L =0
L =1
4 = 50° : e
2=0 2=1 x€v=‘5m2 *

Le nombre vy est un élément non nul de X dont on peut facilement majorer la
taille, gréice a (6) et (8) :

yim(e/2)-1

t(y) RS c3. log N .

Nous allons montrer que vy vérifie 1'inégalité

(9) Logly| < - p+ile-1)/2}

pour N suffisamment grand. Ainsi, vy ne vérifiera pas la relation (0) de [3] :

- 2[k:3] t(v) < Logly| ,
bien que vy € K soit non nul ; cette contradiction terminera la démonstration.

Pour obtenir (9), on éderit Yy sous la forme F (x) 9 OU GnhjpeeesO »X
Oo,co‘,Om—I 0 me-1

sont des entiers rationnels vérifiant

1£x K Nm+(£/2) 3 oj >0 3 O Feeet S < sz 2-£ .

D'aprés le choix de l'entier 4 , on a

F (y) =0 pour 15y§Nm+{(z-1)/2} s T30 , eF Tateeotr. <NT 2—(£-1) .
TO, oo ',Tm_l J/ O m"’l
) Bo B Bt
Si on écrit (6) en remplagant o, Dpar e @ eee o

pey @ comme dans (4), on

obtient facilement

dx Oo,oo.,cm_l

! H M

U‘O+ oo .+um~1=u U,oo .o .u'm-"]_ . 1 m--1 O'O+u.0 goece ,O‘m"l.k!,m"l

Par conséquent, la fonction F admet les zéros y:l,.,,’Nm+{(£'1)/2}s
om :_zo-og soe ,Gm—l
2

<

!
d'ordre au moins égal & N

Sur 1'intervalle (0 ’ Nm+(£/2)] . la fonction T admet au moins

g X R ¥1e}
- O’ ’ D]
n- -
Q= [N3 {(e-1)/2} 2 E] zéros. Or il est facile de majorer dQ/de F

(o) se o 9O
sur cet intervalle, par 0%°* """ m~1

exp (2m - 1)N3m+{(z-1)/2} log(c:4 NJ.

On utilise alors le lemme 3 de [3] 5 on a :
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(y)]

Iyl < mex K
Ogygﬂm+(£/2) GgreeesOy o

S N(m+(z/2)) gfm+{(£—1)/2} exp[(2m - 1)N
c5)%N3m+{(£—1)/2}

< (jf

3m+{(2-1)/2}

log(c4 N) ]

N3m+{(£—1)/2}]

< expl -

dés que N est suffisamment grand. On obtient ainsi la majoration (9), donc aussi

le théorédme,
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