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MINORATIONS EFFECTIVES DE FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES
( APERCU HISTORIQUE)

par Michel WALDSCHMIDT

En 1934, A. O. GEL'FOND et T. SCHNEIDER, indépendamment 1l'un de 1'autre, démon~-
trérent que le quotient de deux logarithmes de nombres algébriques (aifférents de
0 et 1 ) est rationnel ou transcendant ; ils résolvaient ainsi le septidme pro-

bléme de D. HILBERT.

En raffinant sa démonstration, A. O. GEL'FOND obtint une minoration effective

pour la valeur absolue de
51 log al + 52 log 7%

quand 51 et By sont des nombres algébriques non nuls, et « des nombres

1! ®
algébriques différents de 0 et 1 , avec 1log al/log «, irrationnel (GEL'FOND,

[1]. Voir 3 ce sujet CIJSOUW, [40]).

Pour des formes linéaires en un nombre quelconque de logarithmes de nombres al-
gébriques, A. O, GEL'FOND avait montré, en utilisant le théoréme de Thue-Siegel-
Roth, 1l'existence d'une borne inférieure non triviale (mais aussi non effective)
quand les Bi sont des entiers rationnels. Puis il avait remarqué qu'un tel résul-
tat effectif serait trés utile pour résoudre certains problémes difficiles de théo-

rie des nombres,

le premier énoncé effectif de ce type a été donné par A. BAKER [2]. Il a été sou-
vent raffiné depuis, et le but de cet exposé est de présenter les principales va-

riantes du théoréme de Baker.

Sous forme non effective, le résultat est le suivant.

Soient £ e zn des logarithmes grlinéairement indépendants de nombres

1
algébriques., Alors les nombres 1 , ,%1 v eee s L sont linéairement indépendants

sur le corps z§ des nombres algébriques.

1. Formes linéaires homogénes & coefficients algébrigues.

Soient @y oy oeee s O (n > 3) des nombres algébriques non nuls, de degré < d ,

et de hauteur (maximum des valeurs absolues des coefficients du polyndme minimal)

inférieure ou égale a A1 y sse An respectivement. Soient 51 9 o0 g Bn des

nombres algébriques, de degré < d et de hauteur < B . On fixe une détermination

du logarithme aux points Oy 9 eee » O (les constantes C dépendront de ce

choix), et on s'intéresse & la quantité

A = ]Bl log o+ oeee F Bn log an N
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Le premier papier de BAKER [ 2] concernait le cas ou Oy 9 eee s O sont multi-
plicativement indépendants (c'est-a~dire ou 2im , log Ay s oeee s log o sont Q-
linéairement indépendants), et Bl y aee s B, Te sont pas tous nuls. Alors, si

w>n+ 1, il existe une constante C = ¢(n , o ve 9 Oy 9 Ry a) , effective-

1"
ment calculable (comme le seront toutes les constantes C dans la suite), telle

que
A > C exp(~ (1log B)")

Dans son deuxiéme article (BAKER [3]), il montra que, si on suppose » > 2n + 1,
alors 1'hypothése " Uy oy ees s Oy multiplicativement indépendants" peut &tre rem-
placée par " log Qg oeee s log a Q-linéairement indépendants", Ensuite (BAKER
[6]), i1 améliora ces résultats en supposant seulement x > n , & condition que
log ¥y 5 eve s log o » OU bien 31 » eee 3 By oy soient _g—linéairement indépen-

dants.

vLes travaux suivants étaient motivés par la recherche des corps quadratiques ima-
ginaires ayant un nombre de classes donné. Le probléme du nombre de classes 1
était résolu dans le premier papier de BAKER [2] (une solution algébrique était dé-
couverte par H., M. STARK dans le méme temps), et le probléme du nombre de classes

2 fut bient8t ramené & celui de la recherche d'une minoration de A1 (GOLDSTEIN,
[23], BAKER, [25], STARK, [26]). A. BAKER et H. M. STARK remarquérent que, dans ce
probléme, les nombres Oy 9 eee y O g avaient des hauteurs bornées, tandis que la

hauteur de o pouvait 8tre trés grande.

C'est ainsi que BAKER [25], considérant le cas particulier n = 3, et log o,=imn,

1
montra que, si im , log dy log g sont ‘Erlinéairement indépendants, si Bl ’

62 ’ 53 ne sont pas tous nuls, et si ¢ et & sont deux nombres réels positifs,
alors il existe une constante C = C(A2 , A 5 e, 8) telle que, pour tout entier
H vérifiant

log B < (log H)3 y et A < exp(- §H) ,
on ait

7 < ¢(log A3)1+€ .

Ce résultat a été généralisé par A. BAKER et H. MM, STARK [28] & n logarithmes :
soient § >0 et ¢ > 0 ; on suppose

0 < A, < exp(~ 6H) ;
alors on a
H < max(C(log A.n)1+€ s exp(log B)l/B) ,
avee C = C(n s 4 , 8 486, A1 9 vee An-l) .

(A. BAKER [30] annoncera plus tard la possibilité de remplacer la conclusion par

H < ¢(log An)“E log B ).
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Dans ce domaine, mentionnons deux articles de H, M. STARK ([26] et [31]) qui con-
cernent le cas Bl == D ’ 82 g coe Bn et D entiers rationnels, D >0 ,
@y = =1y Uy ees y @ unités fondamentales de corps quadratiques réels. Les

constantes effectives y sont calculées explicitement,

Pour étudier les nombres ayant un grand facteur premier, T. IN. SHOREY [ 39] s'est

intéressé aux formes linéaires dont les coefficients sont petits ¢

B < (log A)loo , avec A = A

M8X1<icn %1 3

dans ce cas, si @y g eee s @ sont multiplicativement indépendants, et si Bn=-1

et ¢ >0, alors
2
A, > C exp(- (log 4)" %) ,
oi C ne dépend que de ¢ et d .

Nous terminerons cette premiére partie en énongant un théoréme trés important de
He M. STARK [37], qui contient & peu prés tous les résultats précédents (ainsi
qu'un théordme de K. RAMACHANDRA [14]).

THEOREME 1., - Si on a

2
e>03 §>03 logB< (log H)- , et 0< Al < exp(- §H) ,
alors
1+

H<C r§=1(log s,

oh ¢C=¢Cn,d,c,8) est effectivement calculable.

STARK précise que 1l'hypothdse 1log B < (log H)2 peut 8tre remplacée par
log B<H', avec u<¢e/8n et C=Clu ,n,d , 6, 68) o

2+ Formes linéaires non homogénes & coefficients algébriques,

Soient @y o9 oeee gy 0y (n > 2) des nombres algébriques non nuls de degré < d

et de hauteur inférieure ou égale a A1 9 ese An respectivement. Soient

BO 9 ese Bn des nombres algébriques de degré < d et de hauteur < B . On con-

sidére
A2 = leo + Bl log o, + eee + an log an!

(Quand Bp =0 sona A=A ).

N. I. FEL'DMAN [4] semble &tre le premier & avoir établi une minoration pour Ay
dans un cas trés particulier (les oy et Bj sont dans un méme corps quadratique

imaginaire, et les sont proches de 1 ).

%
Néanmoins, le plus ancien résultat général est encore dffi & A. BAKER [6] : si
BO #0 ,etsi y>n+ 1, il existe une constante positive C=C(n,a1,...,an,u,d)

telle que

A2 >C exp(~ (log B)”) .
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Ce résultat a &té substantiellement amélioré par N. I. FEL'DMAN ([107, [11], [12])
qui montre 1l'existence de deux constantes positives C et x , ne dépendant que de
Doy oy g eee s Oy d , telles que, si log Qg onve s log o, sont _@-linéairement

indépendants, et By » +e+ » B, mon tous nuls, on ait

~U,
A2>CoB °

De plus, FEL'DMAN explicite les valeurs de C et x en fonction de

Doy oy oy eee s Oy d , et d'une constante absolue effective,

Enfin, A. BAKER [ 36] a amélioré ce résultat sous la forme suivante,

THEOREME 2. - On suppose A >4 , B> 4 ,et A, #0 . Alors on a

A, > (B log An)-C log Ay |

ou C est une constante effectivement calculable en fonction de A1 gosey An_1 ’

n 'gi d .

Un point de vue trds différent a été adopté par P. L. CIJSOUW [40], qui minore

A2 sous la forme
2
A, > exp{~ N© tote S(1log S)n+1+e} ’
ou S=N+1logH, N est le degré de By » H sa hauteur, ¢ >0 , et

S>8fc sy s e s By s e s By) -

3. Formes linéaires homogénes a coefficients rationnels.
R g ~——— i

~

Soient @y o9 oees oy O des nombres algébriques non nuls, de degré < d et de

hauteur inférieure ou égale a A1 9 oee g A.n respectivement, Soient bl""’bn

des entiers rationnels, avec max1<i<n lbil < B . On cherche & minorer

A3 = lbl log o, + ees + bn log anl .

1
I1 est facile de montrer qu'il existe une constante C = C(a1 9 oo o an) y ef=-

fectivement calculable, telle que
(A5 # 0) = (Ing] > exp - CB) ;

(voir GEL'FOND [ 1], chap. I, §3, théordme IV, BAKER [ 3], lemme 5, ou BAKER [6],

lemme 6).

La méthode de BAKER permet de minorer A3 de manidre non triviale (d'ailleurs
nous l'avons vu au §1, puisque A3 est un cas particulier de la forme linéaire
A )e Ainsi A. BAKER ([5], [8]) démontra d'abord que, si B < H® ( g entier >0 ),
w>n+2, 0<Ay< exp(- 8H) , § >0 , et si 1'équation

kl log al

n'a pas de solution (ki) € EP avec maxlkil <H, alors on a

+...+knlogo[n=0

H < max(C , (log An)n) ’
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avee C=Cn,g,d, 8 ,u, Ay oy eee s B max(lan{ , |an|-1)) . On peut
choisir x >n + 1 si tous les o sont réels, et N, I. FEL'DMAN [17] a remplacé
cette hypothése par u >n - 1 . Un exemple de calcul effectif de la constante C
est donné dans un cas particulier ( n = 3, @y s 0y Oy multiplicativement indé~
pendants) par P. BUNDSCHUH et A. HOCK [187]. Enfin ce résultat a été traduit en p=-
adique par J. COATES ([16], [19]) .

Poursuivant ses recherches, A. BAKER [15] établit que, pour 0<§ <1, d >4,
= t
H>B, A maxlgign(Ai ’ 4) ’ A3 #0 , et )
2 -
i3 (482 571 4 10 2) (1)

on a

Ay > exp(~ 6H) .

Les travaux suivants établirent une dissymétrie entre A1 y oo An_1 d'une
part, et A.n dtautre part. Ainsi BAKER [ 30 ] montra 1l'existence d'une constante
¢c=¢n, ada, Bl oy eee s Ah_l) telle que, pour B > 2 et As #0 , on ait

> C—log A, log B .
3
(Ce résultat contient celui de N. I. FEL'DMAN ([29], [33]) : si b =-1, H>B

et 0< A3 < exp(— 5H) s 2lors on a H < C(l + log An) ).

A

Enfin A, BAKER [ 35] généralisa ce résultat sous la forme suivante.

THEOREME 3, - Il existe une constante C =C(n , d , Aj s eee s A ), effecti-

vement calculable, telle que, pour 0 < § <-% s, B' > max(|b1 9 oo lbn_ll) ’
Bn > Ibnl et A3 #0 , on ait ¢ 106 1,
& og
Ay > (37) exp(- 6B_) .

Mentionnons aussi les travaux de K. RAMACHANDRA et T. N. SHOREY [38], et de T. N,

SHOREY [ 39], concernant des nombres o; rationnels.

4, Compléments,

La recherche de minorations effectives de formes lindaires de logarithmes de
nombres algébriques p-adiques a fait 1l'objet de travaux de V. G. SPRINDZUCK (C71,
(91, [13], [22], [27]) pour les formes linéaires homogdnes & coefficients algé-
briques, et de J. COATES [16], [19] (déja cité) pour les formes lindaires homogd—

nes a coefficients rationnels.

Les résultats actuels (en particulier les théordmes 1, 2 et 3 précédents) ne sont
pas loin d'&tre les meilleurs possibles., Néanmoins on espére pouvoir remplacer
1tinégalité

T 1+¢
H< CII,_ (log A.
J=1( g J)
du théoréme 1 par

H< C(log A)1+e ’
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avec A = maX, s A. (cf. STARK [37]). Si ce résultat pouvait &tre établi au
SIS J

moins dans le cas particulier ou les By sont rationnels (c'est-a-dire pour A3 )y

i1 aurait d'intéressantes applications (GOLDSTEIN [23]).

On espére aussi améliorer le théordme 2 sous la fcrme

-log A log B
A2 >C "n ’

(BAKER, [36]) comme cela a été fait dans le cas B, =0, B; € 2 (voir §3).

On trouvera des exposés généraux sur ces questions dans les articles de A. BAKER
([20], [24], [347), H. M. STARK [32] et J.-P. SERRE [21].

D'autres références concernant les formes lindaires
Bo + B4 log oy et By log @, + Bs log oy

pourront &tre trouvées dans la these de P. L. CIJSOUW [40 ]
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