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Faculté des Sciences de Paris

Séminaire P. DUBREIL
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)

snnée 1954/55
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Exposé n® 25

SUR_UNE_GENFRALISATION DE LA THEORIE DES A-MODULES DE GRUNDY.
(Exposé de R. CROISOT, le 16 mai 1955)

— .0 o
. ° °

INTRODUCTION,
Dans un mémoire en cours de publication (sur les demi-groupes réticulés

satisfoisant & une condition de chafne, & paraftrc au Bull. Soc. Math.),

L. Lesieur a donné une théorie unifide des idéaux bilatéres d'un anneau A
ou d'un demi-groupe D . En exploitant lo méme idée, on pcut étendre la
théorie des A-modules de Grundy (A gencralization of additive ideal theory,
Proc. of Cambridge *hil. Soc. 38, 1942, p. 242 - Voir 1l'exposé n® 14 de ce

séninaire, par J. Guérindon) 2ux cnscmblcs munis d'un demi-groupe D d'opé-

ratcurs. Une partie de 1'étude 1insi cnvisagée est valable sans qu'il soit
imposé & l'anneau A ou au demi-groupe D d'étre commutatif et conduit
ainsi, en particulier, & des propriétés qui semblont nouvelles des idéaux &
gauche d'un annecau ou d'un demi-groupe. Un autre cas particulier importunt
qui généralise d'ailleurs ces deux-ci et pour lequel cette étude fournit des
résultats intéressants est celui des demi-groupes réticulés résidués avec

élément universel, quasi-entiers & gauche.

Précisons ces divers points :
1°) Soit A un .mneau quelconque (pas nécessairement commutatif ni noe-
théricn, et n'ayont pas nécessairement d'élément unité). Il est bien connu

que l'ensemble de ses idéaux bilatéres constitue un demi-groupe réticulé

complet T gquasi-entier.

-Soit M un a-module. L'ensemble de¢ ses sous-modules constitue un
treillis complet é? modulaire et /N -continu. Les éléments de T opérent

dans - & , cette opération externe ayant les propriétés suivontes :

vier, 1, ,M e & , 1ty uth) =11 u1lh, (1)
Vll 3 I eT, HJ(.S 5 (IIUI2)I]{J= Il% ulz/}’(.) (1)

(1)16 ‘J 10 ou I v represente naturellement la somme des sous-—modu—~
les e% ou des idéaux Il et I . Ces deux formules s'étondent
a des fanllles infinies de sous-modules ou d'ldeaux.
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Vi, Let, fted , ()10 = 1,(5,7)
VAL e § 4 YL € A6

3

De plus, ’1'!)1 et 41)2 étunt deux sous-modules quelconques, l'ensemble des
éléments & de A tels que a %2 ¢ 1(’1 cst un 1déal de A appelé rési-

duel & gauche de ﬂﬁ pur /’/(72 et noté /{/()1 ‘. /ﬂ) 5 1@ étant un sous-

module quelconque et I un idéal quelconque, l'ensemble des éléments M
de /ﬂ/() tels que I }\A C A est un sous-module de /ma appelé res1duel a
aroite de 10 par I et noté 46 .0 1. ﬂ)l . %2 peut &tre défini

comme étant le plus grand idéal I' tel que I'/'r(]2 C 1’(,1 ot 16+

) )
comme le plus grond sous-module /K» tel qus I S(ONE %

~

Dangs le cas ou 4’%: A, ¢ est l'ensemble des idéaux & gauche de A .

2°) Soit D un demi-groupe avec élément zéro =z . L'ensemble de ses

jdéoux bilatdres constitue un demi-groupe réticulé complet T quasi-entier.

Soit é un ensemble ayant D comme domaine d'opérateurs. On impose @
o) Vagd, e, €& , (a,4)E =a(,€) .
b) 1l'existence dc T € E el que 4% = T, ‘V/d ED et

26=C,v¥Ee & .

L'ensemble des sous-ensembles stables de é constitue un treillis
v
complet Q, distributif et A -continu .

Les éléments de T opérent dans 5, , les propriétés du 1°) ayant enco—

re lieu.
Si Z): D, ai, est 1l'enscmble des idéaux & gauche de D .

BEMARQUE 1 : Si les éléments z et ¢ n'existent pas dans D et é
on peut toujours les adjoindrc, leour adjonction entrainant seulement 1'ad-
jonetion d'un é1lément zéro z} 4 l'ensemble des idéaux de D et d'un é1é-
ment nul {Z: } 4 1'ensomble des sous—ensefibles stables de & , les résul-
tats des opérations existant préalablement n'étant pas modifiés.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que 2z et ’C; existent et nous
ne le préciserons pas & nouveau.

REMARQUE 2 : Pour appliquer la théorie qui va suivre, l'associativité
dans D n'est pas indispensable (1la condition (d ) % =d ( %) étant
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maintenue) ; le produit de deux idéaux I et 12 sera alors défini comme
étant le plus petit idéal contenant tous les produits il 12 avec il.é I1
et i, ¢ I, . En fait, la généralisation est plutot illusoire car on voit
aisément que 1'élément (d1 d ... d )é’ de & est le méme quelle que
soit la position des parenthéses permettant le calcul du produit

1 d2 oo n et que le quotient de D par 1l'équivalence ?t (régulidre) :

azb (R) &=> af =1, vEeb

est un demi-groupe.

De méme, dans le cas du 1°), on pourrait supposer A non associatif,

l'associativité mixte étant toujours supposée vérifiée.
0 $ 03 I . ’ I - Pd Ve v 'l
3°) Soit un demi-groupe réticulé résidué avec élément universel u ,
. . N y - .
quasi-entier & gauche (on & ua ga , Va € Q/ ) et soit T 1l'ensemble des

éléments quasi-entiers de gi(x ¢T &= 3xu <x) . T est alors un sous-

demi-groupe rétiqulé de &; ; contenant u et quasi-entier. Quels que
goient y , z & Y , le résiduel & gauche y °. z est quasi-entier, donc
appartient & T et est, par suite le plus grand élément x de T tel que
xz £y ¢ en effet, (y *. 2) z <y entraine (y °. z2) uz <y , d'ol

(y.’ Z)uéy o 2 °

EXEMPLES ¢ a) xg est l'ensemble des idéaux & gauche d'un anneau ou
d'un demi-groupe avec zéro.
b) Si i, est quasi-entier, ona T = ‘8 et on retrouve le

cas étudié par L. Lesieur.

L'étude qui suit étend pas 2 pas les résultats de L. Lesieur (loec. cit.) 3
pour chaque propriété ainsi étendue, mention est faite de la propriété cor-

respondante qui 1l'a inspirée.

1.~ Hypothdses générales et remarques préliminaires.

) © .
Soient deux ensembles ordonnés T et < ; nous représentons les élé-

ments de T par des minuscules latines a ; b, ¢ , x , ¥y , ... et les

I W Q] . &

elements de - par des minuscules greeques «& , fs 3’, g ,’?, ces ¢ la
relation d'ordre est notée, indifféremment dans T et dans & , < .
- Dans tout ce qui suit, la condition suivante est supposée vérifide :

Condition (A) : a) T est un groupoide ordonné quasi-entier avee &lément

universel, ce qui impose :

Va et b ,dab
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Yx et Va<b , xadxb et axg{bx ;
Ju tel que, Vx , =x<u ;
Vx s ux €£x et xugx

b) Les éléments de T sont opérateurs dans $ , le résultat de
l'opération de a € T sur f3 éﬁ, étant noté simplement ap(€ S/ ) ; on

impose de plus les propriétés suivantes :
Ux et «<p , xALxp
Va <b et £ a%ébé ;
Wa, b et & , (a0 =a(df) ;
ve o owd <&

Vo et V(j s S au moins un x tel que X péo( et 1l'en-
gemble des tels x posséde un élément maximum noté X B et appelé

résiduel & gauche de « par f ;

Y& et Vb , 7 au moins un %’ tel que b ? £« et 1l'ensem-
ble des tels g posséde un élément maximum noté & .° b et appelé résiduel
4 droite de X par b .

Cette condition (A) est naturellement vérifide dans les trois cas cités

dans 1l'introduction.

THEOREME 1 : X &tant un élément quelconque de g , L'ensemble T
des résiduels & gauche de X et _l'ensemble 52,0( des résiduels & droite_de

® sont deux ensembles ordonnés duaux 1'un de 1l'autre. (1

En effet, l'application b ——= X, b de T dans 8 et 1'applica~
tion f ——= X', 3 de $, dans T définissent une correspondance de

Galois(z) dont les éléments fermés sont ceux de T, et de ‘f’ok .

COROLLAIRE : La condition de chaine descendante sur les résiduels &

gauche de & éguivaut & la condition de chaine ascendante sur les résiduels

4 droite de X ; la condition de chaine ascendante sur les résiduels &

gauche de o équiveut & la condition de chaine descendante sur les résiduels
a droite de « .

) e e e

Ceci est un cas particulier d'une propriété de la "résiduation" sous sa
forme la plus générale.

(2)Cf. P. Dubreil, algébre, p. 119 .
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Dans toute la suite, nous supposons que la condition suivante est

également réaliséc :

Condition (B) : Toute chafne de résiduels (& gauche ou & droite) d'un

élément & gquelconque de & est finie.

D'aprés le corollaire du théoréme 1 , ceci a licu en particuller dans

1'un ou l'autre des cing cas sulvants

1°) T et Q vérifient la condition de chaine ascend-nte ;

2°) $ vérifie la condition de chafne descendante affaiblie et T 1la
. condition de chaine descendante ; ‘
3°) T et & vérifient la condition de chaine descendante affaiblie et
§ posséde un élément universel ;
4°) Toutes les chaines de T sont de longueur finie ;

led
5¢) Toutes les chaines de % sont de longueur finie.

Dans ‘les deux premiers cas cités dans l'introduction, la condition (B)
est réalisée moyennant 1l'une ou l'autre des hypothdses 1°), 3°), 4°); 50) .,
De plus, dans le cas d'un a-module sur un unneau commutatif, d'aprés le
théoreme 3 de l'exposé 14, il suffit d'imposer la condition de chaine ascen-

dante dans S; .

Dans le troisieme cas cité duns l'introduction, la condition (B) est
réalisée si éi vérifie la condition de chalne ascendante ou la condition de

chaine descendante affaiblie ou si T a toutes ses chalnes de longueur finie.

Parmi les résultats qui vont suivre, certains peuvent étre précisés dans

le cas ou la condition supplémentaire suivante est réalisée

Condition (C) : Va , b ot £ , (ab)gc (ba) £ .

Dans les cas cités dans 1'introduction, ceci a lieu si l'amneau A ; le

demi-groupe D ou le sous-treillis T sont commutatifs.

REMARQUE : On n's pas imposé l'associativité dans T mais on utilisera
fréquemment le fait que 1'élément (a1 Gy oo an) 2: est le méme quelle que
soit la position des parenthéses permettant le calcul de Ay 95 eeo @ o
Ceci résultec de la loi (ab) % = a(t>§) . En effet, soit $, 1'équivalence
définie dans T par a = (M) = af=DbE , v% . B est régu-
liére & droite et & gauche par rapport & la multiplication de T et T/R
est un demi-groupe car, Ya , b, ¢, a(be) = (ab) ¢ (R) ; la propriété
énoncée en résulte.
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D'ailleurs, (R, est réguliére par rapport & la relation d'ordre T( 1)

En effet, si on a &, :u (%) aisaz, 2:aé (R) , ... = |(Q)),

al £a; , onen déduit, quel que soit Ig

~

s, =0 E=0E <. éané=a£%<a1'§ , dtod
&

a, £ = 42§ = e :an%" et o, Sa, = ...
I1 en résulte qu'on peut, dans certaines parties de la théorie, remplacer T
par T/R . Néanmoins, il semble que certaines conditions introduites ulté-

rieurement ne se transférent pas de T & T/F,; c'est pourquoi nous préfé-

rons éviter de susposer T nssociatif.

: Y . ’ ’ ©
2.- EBtude des résiduels & gauche premiers d'un élement & € S/

Dans tout ce paragraphe, les conditions imposées sont les conditions
(&) et (B) .

Un élément - x € T est dit premier si ab<x = a4 X Ou bgx .

DEFINITIUN : Un résiduel & gouche de & €=, est dit propre s'il est de
la forme « ‘.3 avec A f£ & (Lesieur, déf. 1.1) .

LEMVE 1 s Pour que x € T goit un résiduel & gauche propre de « & ix

il faut et il suffit que l'on ait
x= &, (X." x) avee ." x >  (Lesieur, lemme 1.1).

Lo condition est évidemment suffisante. Réciproquement, si on a
x=&'. Y avec ¥ ff X - on ad'abord x = &', (éx.' x) , dlaprés une
propriété classique du_calcul des résiduels ; de plus, on a2 x V< & qui
entrafne VY £ o ." x et, par suite, .’ x# X , dome X.' X > .

PROPRIETE 1 : Pour tout (€% , tout résiduel 3 gauche propre de «

maximal (en tant que résiduel & gauche propre de o ) est premier.

Soit p = & '. Y maximal parmi les &'. 3 (3 :{«X) . Supposons
p non premier; il existe b et c¢ tels que D $p 5 C i‘p et be<p .-
Considérons alors o ‘. ¢y ;de o'. c¥Y 2b etde x°'. ¢ V>p,
résulte X ‘' cY >p. Deplus, «°'. ¢V est un résiduel & gauche propre
de « car c VL entrainerait c¢ < 0( .Y = p . Donc, p ne serait pas

maximal.

PROPRIETE 2 : Tout « ¢ 8 , qui_n'est pas é1lément unlversel de 3 s

posséde un résiduel & gauche propre premier. (Lesieur, prop. 1.2) .

(1) Voir Equivalences réguliéres dans un ensemble ordonné par M.L. Dubreil
Jacotin et R. Croisot, Bull. Soc., Math., 80, 1952, p 11-35.
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I1 suffit dc considérer, d'aprés la propriété 1 , un résiduel & gauche

propre maximal de o« , dont 1lexistence est assurée par la condition (B).

. @]
PROPRIETE 3 : Si p est un résiduel & gauche propre premier de X€EL

et si b#p, p est un résiduel & gauche propre (premier) de «. b

(Lesieur, prop.1.3).
Posons m = (X.° b)*. [(X." b)." p]. Ona m>p . D'autre part,
@ tm=(a-"b). m=(X."b)." p=X." bp>cX." p; il en

résulte tm < oo (K." bm) £, (X7 p) , d'oh, puisque p est

1
o)

premier et b%p , m<p . Par suite, ona m=p .

De plus, p est un résiduel & guuche propre de X . b car, dans le
cas contraire, on aurait, d'aprés le lemme 1 , (X.° b)." p=«. b d'ol
oL pLx b et be ot (4, D)L ot (XS p)=p soit b<p , ce
qui est impossible.

PROPRILTE 4 : Tout élément © € $  he peut admettre gu'un nombre fini

de résiducls & gouche propres premiers (Lesieur, prop. 1.4).

Supposons que X admette un ensemble infini T;X de résiduels a gau-

che propres premiers (distincts).

Soit b, un élément maximal de T}, (condition (B)). Considérons

1
D(l = &' by oona Ay > dfaprés le lemme 1 . D'aprés la propriété 5 ,
tout élément de T}, autre que b, est résiduel & gauche propre (premier)
de &, .

1

Soit b, un élément maximel de Tj - {b;] et
O<2 = ol,”* bl b2 = X .l _b2>0<1 .

Le raisonnement se poursuit et conduit & une chaine strictement crois-
sante infinie de résiduels & droite de & , ce qul contredit la condition
(B) . .

PROPRIETE 5 ¢ (o étant un élément fixé de Z , par exemple 1'élément

universel s'il existe, on peut trouver guel gue soit € fj un nombre fini

d'éléments premiers p, _qlKg T(i=1,2, ... k) tels que

p; = X W Vi et (T(lpi) W <. (Lesieur, prop.l1.5).
1=

Si ona «3» w , il suffit de prendre K =1 et Py =u. Sinon,
soit p, = X ‘. /51 un résiduel & gauche propre maximal de & , parmi ceux

qui sont supérieurs ou égoux & & °. W ; il est premier (propriété 1).
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Posons o(1=0<.'p1>o<;si 0&1>/ (w, onprend k=1 et p, .

Sinon, soit P, = 0<1'. /32 un résiduel & gauche propre maximel de &4 ,
parmi ceux-qui.somt supérieurs ou égaux & X, LW

Le procédé se poursuit tant qu'on a of; } w . D'aprés la condition
(B), ceci ne peut avoir lieu indéfiniment et il cxiste un Xy o soit O(k
tel que o(k; W . On prendra alors Py s Pys eor Py o

RIMARQUE : 88 X % w , les p; sont tous des éléments’de T de la
forme (.° in) ‘. ﬂi (résiducls mixtes de X ) : c'est immédiat pour
1>2; pour i=1, ceci résulte du f2it que p; = X", 3 = (X,"u)". ﬂl .

PROPRI_[_ﬁTﬁ 6 : Parmi les éléments premiers p de T contenant oK e W s
il en existe un nombre fini p; 5, Py 5 «cv 5 Py tels_que chaque p contien-

ne au moins un P (i=1,2, .cs k). Les 1 sont _dcs résiduels mixtes

de &K si }i’ W . (Lesieur, prop.1.6).
I1 est immédiat que les Py de la propriété 5 répondent & la question.

COROLLAIRE : Les éléments minimaux parmi les p; de la propriété 5

sont les éléments premiers de T contenant o *. w gui sont minimaux, Par

suite, ils sont déterminés d'une maniére unigue.

PROPRIETE 7 : Pour tout « €4 , la condition

A n= &

édquivaut_& 1a condition

nkm Vm , résiduel & gouche propre maximal de o (Lesieur, prop.1.7).

]
Si & est élément universel de < , la propriété est évidente puis-

qu'il n'y a pas de résiduel & gouche propre.

Sinon, il existe des résiduels & gauche. propres et parmi eux il en
existe qui sont premiers (propriété 2). Si n <p , ob p est un résiduel
3 gouche propre premier de X , on a (lemme 1) & .' n >«." p > .
Réciproquement, si o .” n > X, posons a; = X*. (K. n) >n . Soit p
un résiduel & gauche propre de o maximal parmi ceux qui cohtiennent a5
il est premier d'aprés la propriété 1 et ona n <p . ‘

On obtient la propriété 7 en remarquant que les résiduels & gauche

propres maximaux de X ne sont autres que les éléments maximaux parmi les

résiduels 3 gauche propres premiers de A .
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Application aux 3 cas de 1l'introduction.

1°) Ce qui précéde s'applique & un A-module /”/() . Dans les propriétés 5
et 6, on prend M0 pour ¢lément w .

2°) C'est v-lable également pour un ensemble & muni d'un demi-groupe
d'opérateurs D . Dans les propriétéds 5 et 6, on prend G pour élément b .

3°) C'est valable enfin lorsque < est un demi-groupe réticulé résidué
avec élément universel u , quasi-entier & gauche, T ét.nt l'ensemble des
éléments quasi-entiers, en particulier lorsque .ﬁj est 1l'ensemble des idéaux
4 gauche d'un anneau ou d'un demi-groupe avee zéro. Les proprletos 5 et 6

entrainent alors, en prenant u pour élément W

PROPR,I_EI‘_E L 5! ¢ Quel que soit a ¢ 5 s on peut trouver un nombre fini

g'éléments premiers 1 de T(i=1,2,...,% ) tels que p; > @
k : .
et IT p; <o .

—— e
-—

En effet, p; =2 ‘. u entrainc pig a . D'autre part, u est premier.

PROPRIETE 6' : Parmi les éléments premiers p de T contenant a , il

en_existe un nombre fini Py s =00 5 Py tels que chague p contisnge au
moins un p, (i=1,2, ... K). Les p; sont des résiduels mixtes de a

si afu.
En effet, p étant premier, p>a *. u équivaut & p>=a .

REMARQUE : D'aprés ce qui précéde, un élément p de T est dit premier
si a €T ,beT,ab&p => a<p ou bgp.,

Mais, cette définition est équivalente & la suivante :

aéf, ,béx , 0b<p —> a<&p ou b<p.

En effet, cette seconde définition entraine manifestement 1& prem.ere.
Réciproquement, supposons que la premidre soit vérifide et qu'on ait
a ef/ ,bcg s 3b<Lp . Onendedult

(avau)(bubu) = abuaubuabuuaubu ¢ abuabuabu vabu = abuabu<pupu = p .

Or, awvau et bwbu sont entiers. D'oh a Cavau < p ou b< buu<p .

Cette remarque est valable, en particulier, dans le cas des idéaux &

gauche d'un anneau ou d'un demi-groupe avec zero.
3.~ Etude du radical d'un élément « € + .

a) On impose d'abord les conditions (A), (B) et le fait-que T -soit um
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N _demi—treillis, fait réalisé dans les 3 cas de 1'introduction.

THEOREME 2 : (w et o $tant deux éléments de. £ , les éléments x¢ T
tels qu'il existe un entier positif m tel gque
o £ K

nit un élément maximum r , oppelé w-radical de & . Ceb é1ément _est 1'in-

terscction des_¢léments premiers minimaux de T contenant «°. w . (Le-
sieur, th.2.1 ot tn.2.2) L

Considérons, en effet, les p; définis & la propriété 5 .On 2, quel
que soit 1 =1,2, ... , k¥ et en désignant par x un produit de m
facteurs égaux & x -associés arbitrairement,

m

x £ WPy , d'ol x <p; -
On on déduit x < f}-\ p; - D'autre part, ona
X ok ;’—:1 |
()T plw €ty

. 1,
ee qui prouve que 1 = '[\1 p; est 1141ément maximum possédant la propriété
1=
envisagée.
I1 suffit alors d'appliquer le corollaire de la propriété 6 . ‘
b) Supposons, de plus, réalisée la condition (C) et le fait que R
soit un \U-demi-treillis, la régle de calcul suivante étant vérifiée :
Vx et D<,[5 5 x(o(U/B):xcxu xpH .

Sous ces hypothéses, si EE ‘W , r est un résiduel & gauche propre
de K . En effet, p; = (o ?’i) . ‘éi» =", Q‘iﬁi entraine

r= él p; = X', 1\:}1 ‘@i fsi , et ce résicuel est propre.

Ces propriétés du radical s'appliquent immédictement aux trois cas de
1'introduction en prenant pour w Ll'élément universel de c{; . Dans le |
troisi®me cas, on peﬁt définir le radical r de a € $ comme étant le
plus grand des éléments x de T tel qu'il existe un entier positif =
vérifiant x £ a .

1 . s a2

( )Lorsque T est associatif et résidué, le w-radical de X n'est autre
que le radical de o ‘. 0 dans T et le théoréme 2 n'est qu'un cas parti-
culier des théorémes 2.1 et 2.2 de L. Lesieur. T
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4,- Etude des éléments de Q primaux & droite ot des décompositions en de

tels éléments.

Dans ce paragraphe, on suppose s
1°) que les conditions (A) et (B) sont réalisées ;
2°) que & ost un treillis;
3°) que T est un treillis et qu'on a la régle de calcul
Va,beté s (aub)gzaéub% .
DﬁFINIT];_(_)L\I s X € gx est dit primal & droite, ou simplement primal
s'il n'y a pas de confusion & craindre, si «.° n, > X et « .° 'nz >

impliquent (%X.° n ) N(X,* n,) > x.
Il est immédiat que tout élément de S/ ﬂ—-iz;_é_q_g.c_t;b;g est primal.

Q .
PROPRIETE 8 : Pour que & (élémént de <, non universel) soit primal,
il faub ot il suffit qu'il admette un seul résiduel & gauche propre maximal

(Lesieur, prop.3.2.).

La condition cst .suffisante : si & admet un seul résiduecl & gauche
propre moximal m , d'aprés la propriété 7 , la condition X.° n > X
équivaut & n ¢n ; donc, K.' ng >0l et X," n, >X=>» n;<n et
n, <m d'ol n,Un, ¢ m et (x.,* nl) N (. n2) = O<.'(n1 Unz) >,

La condition est nécessaire : si X admettait deux résiduels & gauche
propres maximaux distincts, My et m, » on aurait, toujours d'aprésAla

propriété 7, X.' m > o o(.'mz>§ et (Oi.’ml)f\(d.'_mz)
DEFINITION : X &tant un élément de % non universel primal, son unique

résiduel & gauche propre maximal sera appelé le résiduel maximum de o« et

sera noté m .,
1

. 7 N U J .

THEOREME 3 : Tout_élément X QQ/ est. soit primal, soit intersection

d'un nombre fIini d'éléments primaux gui soht des résiduels & droite de o
(Lesieur th. 3.1),

Soit & € $ . Considérons 1l'ensemble ¢Jv des ¢léments f e 5, qui
sont égaux & & ou & un résiduel & droite de X . Supposons que le théoréme
ne soit pas vrai pour K et soit g ¢ L un élément maximal parmi les |
éléments de < ne vérifiant pas le théordme (son existence est assurée par

la condition (B)). Par suite, é n'est pas primal et

g:(g.’nl)h(g‘.°n2) avec é.'nlj.tg et %’:.'112)% . Mais,



%.' n, et % . n, sont des é1éments de -bs vérifiant le théoréme, diol

une contradiction.

PROPRIETE 9 : Soit o = l><1f\-o(2 AT A 0<m . Tout _résiduel & gauche prg;-.e

nrenier do & cg% résiducl & gouche propre de 1'un des Ni (Lesieur, nrop.4.1).

I1 suffit de faire 1z démonstration pour m =2 . Soit done X = %,

N Xy et p un résiducl & gzuche propre premier de « . On a s

p =0(.'(0(~.p) =°(1 .° [(0(1 °'p) (\(0(2 ~.P)]n°‘2" [(0(1'.p)n(0(2‘.p)] 3
dtor  p=le "o(; . p)INLo, "o (et 'p)I2p

L'élément p étant premier, on doit avoir p =& ".(O<l .°p) - ou

P =0<2 '.(0<2 .'p) . Dwns le premier cas, par exemple, si p n'est pas un
résiduel propre de X, , on a

. — — — . ; . 3 "ﬂ. 4
()(1.1)_0(l et u=p=7, .(°<2.p) . 81 p n'était pas non plus un

résiduel propre de .

, » on aurait «, .p =, ot

K'p = (x 1mD<2).°p = (¢ Pl (e, 'p) = A nXy = o, ce qui contre-
dit 1'hypothése.

DEFINITION : Une décomposition &= ;" X, N .. N  est dite

v
réduite si aucun (Xi n'est élément universel de ‘gz et si O(i ' n >

pour un i au moins implique . n M .

PROPRIETE 10 : Pour qu'une décomposition & = &t 0%, O Lou O OC

ou___aucun X3 n'est é1lément universel de 8 soit réduite, il faut et il

suffit que tout résiduel & gauche propre (maximal) de N soit, pour tout

i , contenu dans l'un ou moins des résiduels & gouche propres (moximaux) de

& (Lesieur, prop. 4.2).

La condition est suffisante : X . n >y implique, d'aprés la
propriété 7, que n est contenu dans un résiducl & gauche propre maximal de
X 30 donc dans un résiduel & gauche propre maxim:l de o , d'ol o(i.‘n >0 o

La condition est nécesszire : soit p; un résiduel & gauche propre

axima . 3 : . e . ‘A s "ot .. . 2 it .
maximal de O<l 3 on o o, p; > x; d'ol . p, > o¢ et, par suite, p;

est contenu dans un résiducl & gauche propre maximal de & .

PROPRIETE 11 : S'il cxiste une décompositicn réduite de ot en éléments

primaux, on peut trouver une décomposgition réduite de o¢ en éléments primaux

dont les résiduels maximy sont deux & deux incomparables (Lesieur, prop.4.3).-
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Soient m les éléments maximaux de 1'ensemble {moL } des résiduels
maxima des &, . Posons 0( m - On 2 K = ﬂ . D'opreés 1a
propriété 10, il suffit d'établir que o<j est primal, son résiduel maximum
étant my . Or, d'uprés lu propriété 9 , tout résiduel & gauche propre de

X . est contenu drns un mo. tel que my, £ m. donc dons m., . Si m.
j et &3 e i j

n'était pas ilors un résiduel & gauche propre de o<J. , on aurait

1

A, " om, O(j ; mais, pour j' #J , on o aussi Mj,.' my = o&j, , d'ol

X."m, = « , cequl contredirait le fait que la décomposition donnée

est réduite,

o /7 . .
LEMIE 2 ¢ Tout élément €% non primal admet_une décomposition

réduite en deux résiduels & droite de & (Lesieur, lemme 4.1).

K étant supposé non primal, on o o= (K,° nl) N(X,* n2) avec

X" > X et A n2>ol .
$1 un résiduel & gauche propre mexinnl p; de X, " n, vérifie

A py=o ,oma A= (o 0y p) N(AS 0, py) = (& np )N (Xny)

1Py

. 0< A °
avec - n1<0<. n, Pyoe

En appliquant ce procédé autnnt de fois qu'il est'possible de le faire,
on obtient une decomposition de X = (o(." n!) N(X,° n2) dans
laquelle tous les résiduels a gauche propres maximaux p de o« .° nj
vérifient *X.° p > «.

En opérant ensuite de méme sur .° n, , on obtient une décomposition
réduite.

THEOREME 4 : Tout élément o€ &  ost primsl ou admet une décomposi-

tion réduite en éléments prlm ux qui sont des re31duels 4 droite de & et

dont les réesiduels maximo sont incomparables deux & deux (Lesn.eur, th.4.2).

Soit % 60{/ . Cons:Ld»‘rons ltensenble 36 des é1léments ? qui
sont égaux & X ou & un résiduel i droite de & . Supposong que le theo-—
réme ne soit pas vrai pour & et soit % JG un élément maximal parmi les
éléments de db> ne vérifiant pas 1& théordme. Par suite, & n'est pas

R A, 'Q, N I - . N F . a .
maximal et, d'eprés le lemme 2, g (g. n,) M ( X n,) avec é nl>§

et g.' n2 > g s la décomposition étant réduite. Mais ? n, et % n

7
sont des éléments de % vérifiant le théoréme, On obtient donc une



décomposition de % en éléments primaux qui sont des résiduels & droite de
é . Cette décomposition est réduite d'aprés la propriété 10 et conduit,
par application de la propriété 11 , & unc décomposition satisfiisunt aux

conditions imposées, d'oh la contradiction.

THEOREME_5 : Deux décompositions réduites d'un é1lément o(e-g en é1é-

ments primaux dont les résiduels maxima sont deux & deux incomparables ont le

méme nombre de composants avec les mémes résiduelg maxima (Lesieur, th.4.1).

I1 suffit de montrer que, pou- une décomposition satisfaisant & ces
conditions, les résiduels maxima my sont les résiduels & gauche propres
maximaux pj de o , En effet, tout my est contenu dans un pj d'aprés
la propriété 10 et tout P; est contenu dans un m d'aprés la propridété
9 . On en déduit facilement que tout my est un pj et réciproquement.

En particulier, 1la théorie de L. Fuchs (On Primal Ideals, Proc. of the Math.
Amer. Soc., 1 , 1950 , p. 1-6) aéja étendue por L. Lesieur (loc. cit.) au
cas des idéaux bilatéres d'un anneau non commutatif se trouve ainsi étendue
également au cas des idéaux & gouche dfun anneau (satisfaisant & 1a condition

de chafne ascendante ou descendante sur ces idéaux).

5.— Etude des éléments de ii primaires & droite.

a) Les hypothdses sont les mémes qu'au paragraphe 4. On suppose en outre

que S posséde un élément universel w .

DEFINITION : Un (lément T de 8, est dit primaire & droite, ou simple-

ment primaire si aucune confusion n'est & craindre, si x V) < T,
- i
,\.} $ﬂ = 1k , entier positif, tel que X W & [ .

Cette définition peut se metire aussi sous l'une des trois formes équi-

valentes suivantes en utilisant le -radical r de 1T -

xY&TT , (T = x<r
XTIl 5 X #{ T ? < 1T
x $§r =T."x= T .
DEFINITION : En particulier, [l est dit premier & droite, ou plus
simplement premier si aucune confusion n'est & craindre, si
xDéﬁ,"\)é&W = xw £TT |

PROPRIETE 12 + Si TT est primaire, les trois conditions suivantes sont

équivalentes :




(1)  TT est premier -
(2) T °. w est premier dans T ;
3) 71 ' W=r, w-radical de 1T .

(1) = (@) :abg T LW et DT .w=>
abw £ W et bwé’;ﬂ:;jaéﬁ‘.w .

Q) = 3): LT reTM @ .
(3) = (1) da'aprés la définition.

Lorsque T est asgociatif, on établit facilement la

PROPRIETE 12' : Si 17 est primsire (& droite) , 1T . (o est prinsice
& droite dans T (et le W-radical de [l coincide avec le radical de
M. wdans T).

PROPRIETE 13 : S8i T # w est primaire, son radical r —est un résiduel

4 gauche propre de | (Lesieur, prop. 6.1).

C'est évident si T1 est premier car r = 11°, W (propriété 12).
Sinon, il existe k > 1 tel que o < T et 251 X TT ; on a dene
r.o5t w £T qui implique r £ 1T °. 1 w=x et x rk_lcu <TT quk

k-1
r

entraine, compte tenu de r"‘s"—lw =N , x&r;dton r=11", w

avec rkﬁlw x 7).

PROPRIETE 14 : Si T # W est primaire, il est -rimal, son résidusl

meximum étant r (Lesieur, prop.6.2).

D'abord, r est un résiduel & gauche propre de 1T (propriété 13).
D'autre part, il." x= T si xﬁr . Done, s1 x est un résiduel &

gauche propre, cn a 17.° x > T1 {propriété 7) et, par suite, x <r .

PROPRIETE 15 : Si TT est primeire, r est 1'élément premier minimum

contenant M °. (v (Lesieur, prop. 6.3).
P> W= 1 {p=p r<p, p étant supposé premier.

PROPRIETE 16 : Si TT #tw est primeire, r est le_seul résiduel & gauche
propre premier de 11 (Lesieur, prop. 6.4).

Conséquence immédiate des propriétés 14 et 15.

THEOREME 6 : Pour que T # () soit primaire, il faut et il suffit au'il

admette un seul résiduel & fauche propre premier p gui soit élément premier
minimum contenant T °. W (Lesieur, th.6.1).
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La condition est nicegeaire d'aprés les propriétés 15 et 16 . Elle est
aussi suffisante. D'aprés la propriité 5, il existe un nombre fini d'éléments
premiers p; > TT *. v tels que ‘T(l P; w < M : il en résulte

— =
P < T
D'ailleurs, 711 est primal avec r comme résiduel maximum. Dtaprés la

d'ot p<r . D'autre part, r* WKW = rgcp, d'oh r=p.

propriété 7, x fr = TT.° x = T1 et 717 est primaire.

DﬁFII\IITIp;\I_S : Lorsque |1 est primaire, son -radical (que nous
appellerons simplement radical) étant p , nous dirons que IT est p-primaire
et nous appellerons exposant_de 1T le plus petit entier positif ¢ tel que
pfw < T .

REMARQUES : 1) 71T étant primaire, soh exposant est 1 si et seulement
si TV est premier.

2) Lorsque T est associatif, 1l'exposant de ﬂ- est égal
4 1'exposant de 1! °. (O dans T .
PROPRIETE 17 : Si aéi'(xfw)gi p € T sont tels gue :

1) bpX , B = b<p
2) JIn entier positif tel que p w & X 5

p est premier dangs T et X est p-primaire.

En effet, X est primaire car x’?é X, W? FX = x<Pp =>
xna) 2ol ., Soit p' le radical de X et k 1l'exposant de X . Si
=1,o0ona p' =«". {p (d'aprés 1) car (X' .w) WS X) ; si
k>1, ona p'k"lw $o< et p’op'k_l&)éd === p' < p . D'autre part,
dlaprés 2), ona p £ p' . Dot p' =p .

PROPRIETE 18 : L'intersection d'un nombre fini d'éléments de §

p-primaires est p-primaire.

Soient (xi ces éléments. On peut supposer 0<i Aw Vi . Il suffit

alors de vérifier les conditions 1) et 2) de la propriété 17 .

PROPRIETE 19 : Soient «; (i=1,2, ... k) des éléments p, ~Primai-

res en nombre fini au moing égal & 2 , les p; étant distinctg.Si & :/i\ 0<i

est_une décomposition gans {1ément superflu, & n'est pas primaire.

Supposons Py minimal parmi les P; - On a Py $ Py si i>1. La

décomposition étant sans élément superflu, on a D(l§ & = fi\(xi .

n-
Choisissons ng entier positif tel que pilu) < <><i si i>1.
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On a
p2 p33 v pk w¢ ,QlD(i s 4! ol
n n nk
p22p33.‘.pk &, & /i\,xi:o(.

ne n .
Si & était primaire, on aurait (p2z pkk)ew <X £ X , d'ol
P < P, pour une certaine valeur de i > 1 . Contradiction.

PROPRIﬁ‘I‘é 20 : L'intersection d'un nombre fini d'éléments de 8 pre-

miers de méme radical p est un élément premier de radical p..

En offet, X'Y)éf;di , ’T)¥@o<i;=,-__> 31 tel que M) ¥X; =>
x LKy .cu:(fi\oki) W

5 .
THEOREME 7 : Soit €< et p&T (p#u) un $lément premier

minimum cohtenant o« °.w (on suppose que p existe). Dans ces conditions,

il existe un résiduel & droite de X primaire (& droite) 7T de radical p

qui est de la forme .° { avec 4 ;{lfp s c'est le plus petit élément de

-

o}: primaire (& droite) contenant et de radical p ; c'est le plus grand
des éléments ’)7 de Y tels gue & °. )7 { p st le plus grand des éléments

de la forme «.° x avec x%p.

S8i o« , qui est distinect de <o , n'a pas de résiduel & gauche propre
premier différent de p , d'eprés la propriété 2, p est le seul résiduel
4 gauche propre premier de K et « est primaire de radical p d'apres

le théorsme 6. I1 stéerit o.'[ avee E=u ¢p .

Sinon, soit p; un résiducl & gauche propre vremier de X ( £ p) . On

a p;KPp (et méme p <p, ) . On a alors o(l::O(,’ P > X (Lemme 1) et

(X.* pl) ‘W < p car Dy [, " pl)'. W] <x"ewgp . Done, p est

~

premier mirimum contenant (,° pl) W o

Si 0(1 posséde un résiduel & gauche propre premier Py #p, on

0(1.' pQ>c><1 avec ng{;p et p

1l

recommence  sur 0(1 . D'ol X,
premier minimum contenant «, oW .
D'apres la condition de chaine ascendante sur les résiduels & droite
n
de KX , on trouve Tl = X ,° { avec ‘?ip ; P étant élément premier

minimum contenant [T °. w et seul résiduel & gauche propre premier de IT .

D'aprés le théoréme 6, Tl est primaire de radical p .
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D'autre part, soit é ‘»»X/ primaire de radical p et contenant o .
On a 21’[\(0(5?-_-:._;”153;: .

Soit X, M &p. Ona (x°.N) TN LXK Tl == Y] <TT. De plus,
ona &°. 71T £p car f(goz'; (¢."£) ¢ p entrafnerait { < P .

Soit /?:0(.'3«: avec X &P . Ona xﬁs XM =75 <¢T] -
b) Un suppose de plus que la condition (C) cst vérifide.

THEOREME & : 1T # w est primiire (& droite) si et seulement si il n'a

qu'un résiduel & gauche propre premicr (Lesieur, th. 6.2).

En effet, tout ¢lément premier minimal contenant T1 . est alors

un résiduel & gauche propre de TV . Il suffit donc d'appliquer le théoreme 6.

PROPRIATS 21 : 81 of gogt primaire de radieal p ot a £ X°. W
®,* a est orimaire de radical v . Si, de plus, 2 €p , on &

exposant (X.° a) £ exposant K -1,

I1 suffit de vérifier les conditions 1) et 2) de la propriété 17 et de
remarquer que, si a £ p , pk WL K == pk"1 w &£ X, a2 (on a nécessai-

rement k > 1 pulsque astrcx'.w) .

THI?IOR:EME 9 ¢« Le théoréme 7 est alors valable en remplacant minimum par

minimal {Losicur, th. 6.3).

La démonstration du théoréme 7 s'applique en remplagant minimum par

minimal et cn utilisant lc théordme & au lieu du théoréme 6.

Les résultats précédents appliqués au cas d'un  A-module redonnent une
partie de la théorie de Grundy qu'ils étendent au cas o A n'est pas
nécessairement commutatif. Ils s'appiquent de méme au cas d'un ensemble muni

d'un demi-groupe d'opérateurs. -

Dans le troisigéme cas de l'introduction, il y a lieu de remarquer que
" la définition d'un élément primaire (2 droite) gq €< équivaut aux suivan-
tes : '

1°) xkéT,yeg. s X Lad 5 VX Q=D 4k , entier positif tel que

X £ 9. A
2°0) xké.f/ 5 yé& , Xy €9 , ¥ § q == 3k , entier positif tel que
X £4q |

La premiéere forme est évidente et eclle est entrainée par la deuxiéme ;
réciproquement, si la condition 1°) a lieu et si on a x ey s Y cd s

Xy €9 , y§¥q, on en &duit (xuxu)y=xyuxuy=xy <q, d'od
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£ < (xux u)ks q pour un certain entier k .

La définition d'un &lément premicr (2 droite) (x €T,y e ,
€4, y£ == XU < q) ne coincide pas avee la définition la plus
naturelle ; clle se met aussi sous la forme : X €~§ 5 y'é-s s Xy £ 4
y %éq =2 xXu £4q.

En vertu d'une remarque déja foitc, on peut dans les énoncés de la
propriété 15 ot des théortmes 6, 7 et 9 , remplacer I1°.w(ou x'.w) par

17 (ou ®) . Il n'en cst pas de mémc dans 1'énoncé de la propriété 21 .

. 03 . ’
Ces considérations sont valables en particulier pour le cas des ideaux
4 gauche d'un anneau ou d'un demi-groupec avec zéro, cas pour lequel la

partie a) présente seule naturellement de 1'intérét.

. ) )
6.~ Théoremes d'unicité pour les décompositions d'éléments de = en_&léments

primaires & droite.

a) Les hypoth®ses sont les mémes qu'au paragraphe 5 , partie a).

2
\ .
On suppose, pour un élément o € & , l'existence d'une décomposition
comme intersection d'un nombre fini d'éléments primaires (& droite) appelés

composants_primaires. D'aprés la propriété 18, on peut toujours supposer que

les radicaux de deux éléments primaires distincts intervenant dans cette
décomposition sont distincts. De plus, en supprimant éventuellement des
éléments, on peut toujours supposer la décomposition sans élément superflu.
Une décomposition satisfaisant & ces deux conditions sera dite réduite. Les

radicaux des composants primaires seront appelés les éléments premiers asso-

ciés & la décomposition.

AP , P , . ~ rq 2
THEOREME 10 : Deux décompositions réduites d'un meme elément Y
en éléments primaires (& droite) ont méme nombre de composants primeires et mémes

é1éments premiers_associés (Lesieur, th. 10.1).

Soit X =T N...N TTmzv‘('lr\.,.n TT'n.

La propriété est vraie pour m = 1 , Démontrons la pour m en la sup-

posant établie pour m - 1,

Soient 1 le radical de [Ti et pj celui de TT& « Supposons que

py » par exemple, soit maximal dans 1l'ensemble {pi 5 pé} igm, j<n.

Montrons qu'il existe p5 =Py (d'otx pj = pl). En effet, s'il n'en était
pas ainsi, on aurait , Vj , T, . w &£ p, et TT! (T W) = TT& s
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aton . (T

1 ".Ww) = o , D'autre part, T, .’ (Wl L W) = L et
TTi.' (ﬂl'.w)=ﬂi pour i>2, d'ou «&.° (Wl'.w):iozni
_ M T

i1 i ce qui dontredit le fait que la décomposition Q }Ti est sans

élément superflu.

Soit, par excmple, pj = p; . Posons fB= —ITl ﬂ’_[‘l . 3 est primaire

de radicol p, (propriété 18). D'ou Wi C(Rrew) TTi pour i =2,

T o(pws=w, My (prew) =T pour j22,
T (f87.w) = W . On en déduit {;2 T = o (f.0) = jQZTTj ,

et il suffit d'appliquer l'hypoth&ése de récurrence.

W
Notation : Nous noterons, pour & €Y ot x€T P (X[x] le plus grand
des résiduels de X de la forme &.° %X (od n est un entier positif).

Son existence est assurée par la condition (B).
i = Svi = N, N .
Si X = o, N... N X 5 on a évidemment O(EX] Xy [x] %]

PROPRIETE 22 : Si o admet une_décomposition réduite en éléments pri-

maires (& droite) , & = TTlf\ cee ﬂ'n » les radicaux Stant py , «.. P, »

et si on a x:};pl,pz,...pm (0 €m<n) gt x<p ;s P, s ona:
(X [x]::ﬂl/\ooo ﬂ TTm (Sl m = O ) m[x]: Ld) .
En effet, on o I i[x] = ’Ti ou w selon que X $pi ou X< py

COROLLAIRE : X,® x > X &= ¥ €p; pour un i au moing.

DEFINITION : Un ensemble épi} i on (0<m <n) a'éléments premiers
associés & une décomposition réduite o = UERARTEEA T(n est dit isolé si

P; & P; » quels que soient 1<&m et jomel.

0(1/\ ces N & est alors dit un gomposant igolé de X .,

En particulier, pq est isolé et (><1 compesant isolé si et seulement

si p, est minimal parmi les ¢léments premiers associds & X .
7 \.
THEOREME 11 ¢ &' # w et # ® est un composant isolé de « si_et

seulement s'il existe x 1el que O<[x] = ' . Un_composant isolé est

uniquement déterminé par la connzissance des p; correspondants,

Soit fpi i iem (0< m <n) un ensemble isolé d'éléments premiers

associds & X , Posons x = Poei o Pp e On a x_é_p:j pour tout j =m+?
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et x §p; pour tout 1 <m. Dloh X 4= m e n M, et l'unicité.

Réciproquement, soit D([x:l = X' (£ et #£0 ) . Supposons qu'on
ailt x e‘f\;pi pour 1<nm et x<« pj pour j = m+l (toujours possible en
ordonnant convenablement los composants primaires). On a P; § P s 1'ensem-

isold =TT I 'aprés L
ble {piz i¢m est isolé, et on a a[x]_ \1r\,..m \m’ d'apres la

propriété 22 .

’ ‘ — ! )
PROPRIETE 23 @ Soient oK = 1, Ao n T =T A ATl deux

!
décompositions riduites de X en_¢léments primaires; TTi et Tri ayant
3 » aoe e - ﬂi ﬂ TT . f\ ﬂ N
pour radical p; - Ona: X= 1 AR n

Soient p, , Py 5 «.o P, <Py (m >1) et Po,q » o0r Ppg Py -
L'ensenble {pi} lcienm ©St isolé, ainsi quc 1'ensemble {pj_)} 1¢iem

(si m<n).

) \
On a : TTlﬂ,..(’\TTm=TT f\...r‘\ﬁm (si m<«n et si m=n)

1
\ '
' —_— I3 T“
My Neeemt = T, A ATl
. A — —_ / ' { -,T —
Drotr + 1T A M, NN T, = ”1 mﬂz r\.,,mTTm_ [ lﬁﬂzﬂ ceon 1l
i
! = I 00 ]
et TTlnTrzn f\,‘(n TTlml\Zn NTT,

COROLLAIRE ¢ Si o a_pour éléments premiers associés Py s +os Py et

si, qucl que soit 1 , il existe une décomposition réduite de o telle gque

le composant de radical p, soit TTi ,ona o= iQn TTi et_cette

décomposition est réduite.

Donnons un autre moyen d'obtcntion des composants primaires isolés de
< . Dans ce but, considérons d'abord un ensemble non vide H d'éléments
de T , multiplicativement fermé ou fermé par rapport & 1l'intersection, ou
plus généralement, filtrant inférieurement.Soit e 1l'ensemble des éléments
ge S tels qu'il existe h €H avec h § L o . Tout élément g’ e Zfﬁ
est tel que %’ <«."h e 46, D'autre part, si h<h Nh, , ona
X" h>." h) et «."h >X.° h, . I1 en résulte, d'aprés la condition
(B), que 1l'ensemble ¥ possede un élément maxirmum, que nous notons O(H .

Cas particuliers : 1°) H ost l'ensemble des puissances d'un élément x

de T . AlOI’S, 0<H = d[xj °

2°) Soit p #Zu un élément premier de T et H
1'ensemble des éléments h tels que h <p . Alors, h% N

0<°'E§Zh @Xﬂégp.
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. B
Réciproquenent, o('.%’éﬁ\_p = (9&°.%") fg’go( avee (. ‘%g*ep,
d'ol é € 4 . Nous avons donc la propriété suivante s

PROPRINTE 24 : p &tont un élément premier de T ( #u) gt x un

é1lément_de $ , l'cnsermble des_¢léments g €8 tels que . % =

posséde un élément maximum.

DéFINITION : Cot élément maximum sera appelé le p-composant de & .

THEOREME 12 : Soit & = ﬂl Neoa -ﬂn une décomposition réduite de

 en éléments primaires, p, le radical de LY k=1, ...1n),

s s N ]
{pii l'ensenble des P, Dinimaux, { pj )( 1l'ensemble des P, maximaux.

a) Chague p, &st un é1ément premier de T contenont X'. W gt

tout é1lément premier de T contenant X °. (o contient un des py -

pi\g est l'ensemble des éléments premiers de T gcontenant - o« . 0 gui

sont minimaux. q P; est le radical de « . Le composant igsolé de radical

Dy ( # u)(l) est le p,-composent de o .

b) {pjg est 1'ensemble_des résiduels & gauche propres maximaux de & .

Clest aussi 1'ensermblc des léménts moximsux parmi les é1éments £ tels que
o A #E '
a) Il suffit de montrer que ﬂi est le pi-composant de X , On a
[ i = 0<[X] avec X = z{;‘; Py (d(émonstration du théoréme 11), Or,
o e (R xh)¥ p; car xhé’F p;, . D'autre part, soit X', g’ xp; 3
on a é” éﬂi . (TTi %) é'ﬂi .' (0(%) = .ﬁi .
b) Il suffit d'appliquer la propriété 7 et le corollaire de la propriété

22. La propriété suivante généralise la propriété 22 :

PROPRIETE 25 : Si X admet une décomposition rdduite en éléments pri-
maires (& droite), o = [{; N...N TTn s les radicaux étant py 5, ... P
ebsiona hgp,, Py s Py (0gmgn) gquel ge soit he€H et
h spj pour un h €H guel gue soit j>m+l , on a ¢

n 3

XKy=Thno.nTl (si m=0, & =0W).

I1 suffit de remarquer o(H =ﬂ1H Neoan WnH ct que, gi 1T est
p-primuire, on a Ty = Tl ou ) selon que h %p Yh €H ouqu'il existe

(1)Le seul cas ol l'on puisse avoir p, = u est celui ou k=1 et p,~u. On
ne parlera pas alors de composant isoleé puisque n =1,
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h €H tel que h<p.
b) Supposons, de plus, que la condition (C) soit vérifide,

EI_{E_O_I_‘*@I__Q{[_E 13 ¢ S8i oKX admet une décomposition réduite en ¢léments primoi-

res (& droite) « = TTI Naoe N Tfn , les résiduels & gauche propres premiers

de & gsont les radicaux p; des T (Lesieur, th. 10.3).

La propriété est vraie pour n = 1 . Supposons la vraie pour n-1(>1).
Soit p, , par exemple, maximal parmi les p; . D'aprés le théoréme 12,
p; est un résiduel & gauche propre maximel de o« . D'aprés la propridté 3
et la condition (C), o et & .° P, admettent les mémes résiduels & gauche
1
propre premiers autres que p, ; il en est de néme de X et X,° p‘i avec
ko, .
p, w £ TTl . Mais ,
. k ”'T 1
= 1 . |
d L] pl — 2 /\ LA ) F\ \ n L]
I1 suffit d'appliquer 1'hypothése de récurrence.

Ces résultats sont valables dans les trois cas cités dans 1'introduction.
Dans le troisiéme cas, on peut remplacer &', (J par o dans l'énoncé du

théoreme 12,

)
7.~ Coractérisation de ceux des é1léments primaires & droite de 'iz qui sont

(1)

MN-irréductibles.

a) On suppose :

1°) que les conditions (A) et (B) sont vérifides ;
2°) que $ est un treillis complet{pour 1l'union, semi-modulaire,
N -continu ;

3°) que T est un treillis et qu'on a les régles de calcul :
Va, b et £ (aub)g:aé‘;—’ubé ,

Ux et o, ,x(txup)zxqux@ ;

£

4°) que tout élément de ¢ ost wion d'éléments T-principaux,

A étant dit T-principal si % ux => 1 x avec é: X X .

Les deux premiers cas de l'introduction vérifiant 1°), 2°), 3°)
(moyennant des conditions de chaine convenables); ils vérifient 4°) si
l'anneau A ou le demi-groupe D est commutatif., Dans le troisidme cas,

outre les conditions de chaine, il faut imposer 2°) et 4°),

(1) Ce puragraphe constitue une généralisction de 1'étudc faite par L.Lesieur
dans la conférence n® 11. Voir aussi L.Lesieur, Sur les idéaux irréductibles
d'un demi-groupc (Rend. cont. Sém. Mat. Univ. Padova. 24, 1955, p. 29-37.)

—
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Soit 1 un élément primeire de g de radical p £ u . On a alors
Ti'.w<p., Soit of un élément de & tel que TT¢ of et K'u (D < P .
L'élément p est alors premier minimum contenant & *. (J . D'apres le
théoréme 7, on peut associer & o un élément primaire minimum contenant
® et de radical p , de la forme .° 4 avec { £D le plus grand des
éléments de la forme & .° x avec x £ p . Dans 1'ensemble ordonné © de
ces éléments %, l'application o/ -~= & est une application de .fermeture,
1'ensemble < des éléments fermés étant l'ensémble des éléments p-primaires

de ¢ . J est un sous-/"-demi-treillis complet de S Posong, pour

X2 Tl et « g’f - , o = W , Nous étendons ainei 1'application de ferme-
ture au dual iddal $* =)7T( de & . Posons 5% =3 U{ } LS
est un treillis complet dans lequel nous désignons l'union par V ; on a

V&, = Ux. .

LT

PROPRIETE 26 : 3% est  semi-modulaire.

Soient trois élément E, 7’ 5 é de ,3* tels que

W E ¢ g T < “r) VG
na nut > ﬁ car V) U G =0 entrafnerait T &G et
)7 \V C = (‘: Q/ étant semJ.—-modula:Lre; il existe T tel que

77/7C< < R (§ ut) = §
On a g\/:Cz T g—“ul’{ avec (st.p (ceci résulte du

théoréme 7 si X = ékf T e S ; sinon, on a ', (W £ p et on peut
prendre {£= ol *. W) . Il en résulte A G <T & Y) et

(EVTInG=lE ve) 106 I=[(Fu )ALk
-

PROP2 IILTE

”\j

AR

JW\

T ¥ N
3" est M -continu.

N

"
On doit établir : g NV T)L) = \/(‘g N Y)L) , lorsque g’e g 5

1)

n. € 5%, 1'ensemble f M} étant £iltrant supérieurement.
VP U h e L
§n(Vma=(£. mnuum L1=0€n (UyT. 4 =
[ U (g AN M car ¥ st N -continu .

Cet élément est contenu dans \/ ( g N ’”) ) qui est lui-méme contenu
dans % ~ V"‘)L , d'oli 1'égalité & établir.
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o - .-
LIIE 3 ¢ Quels que soient “,ﬁeéx,ona XMNB =Np

On a &:0(.-9 avec Qﬁ‘gp’ /gzlg..ﬁy avec Q'¥p.

On en tire & =&.° {1 =, [l o g=p.U=p. 00 .
0=k = (.l ezl -
Ko lisoo=s (xr ) ol > 0=
Dot ot 0 = (o) = &
B &ng= (LD npo i) =(anpg) il ¢ TAR

Mals X NB & =@ . Dol 1'égalité.

PROPRIRTE 26 : 88 o €L  est T-principal, on &, dans S*

T U >/TTUP0<

Remarquons d'abord que T1 v = 7T uuo™ ., En effet,

-~

uxX <X == [T uux <K TTUQ(:(TT\JD().'Q(&VGC ié’Fp).D'oﬁ

'Qﬂu(x < JT UK et uE“lTuo( ZuTlouox € TT vux ¢ TTuua=>

TTuost € TTuuox car u0$p.

Soit alors /3633'E tel que TT ¢ « =B = T1 vpx

L'élément X étant T-principal, on peut poser B NAuk=bo .
Si b$p,b%$ﬁ --;o(g/g == 7o« g/s et v,’S:TTuO( .
Si b<p, bxX {px et PX £ uxNB =bo = px =bx , Ona

alors p < Tl uPx . Distinguons deux cas :

a) pX =17 upx d'ol ﬁépa{uo(_—:g uo(Eg* .

On peut alors écrire 1T up X :‘uxf\/s‘: uxX N p o= f car

S L TTvux =ux , d'oh p=T1 uPx .

b) px < -‘-T’I U pX . Supposons alors B> TT upx . On en déduit 2

p> TTupx >px= BNux et /3 VU o >4 car on peut

supposer u X N /5 £Auo s sinon, on auralt uw = px et la propriété
serait évidente,

“8 étant semi~modulaire, il existe un élément § tel que

pxX <‘5é uoX (Y peut s'éerire cw avee c#p » puisque o est

T-principal) vérifiant 1'égalité [co U T UpPX ] NA=T upX .
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Onaalors 1 UpX =c XU T upx N [3 .
Mais, cx u T]T upax = cxX uTi .De cXx & TTuwuexk et c{Fp,

résulte X £ 7T ucox et on a, compte tenude TT £ Tl uc o

TTuvok £ 71 vuei d'ot Tl e = 7T UX .

~

Il en résulte TT upx = T yx n fB= A . Contradiction.

PROPRIETE 29 : Le segment [ 77, T\.” p] de <* est un treillis
géométrique. '
Soit é € 5% tel que TT <§° 7.  p .
én(ﬂ p) . Onag ?nT é(LemmeB)

Urx (ol les o, sont "‘-prlnclpaux)_.

Posons %
On a %’ '

d'ot g’:g (cxiuTT) et E: %':\/o(iuﬁ .

i

Mais 77 o o_<: }, T uﬁ&; dans O (Propriété 28) .

! ] — —r
d'ailleurs, O(ié é < T, P = po<i <TT et TI1 Upx = .
d'ot TT UE >; 1 dans S* .

Par suite, tout élément du segment [ 1T, T_T-——-E] est union de points. Ce
segment étant, d'autre part, complet, semi-modulaire (Propriété 26),

M\ —continu (Propriété 27), il cst relativement 6Qmplémenté et c'est un
treillis ‘gédmétriqu& De plus, s'il vérifie une condition de chaine, il est

de longueur finie.

Df:FII\I‘I_:I‘_I'@_I_@-: On pose T17,° p(l) = T1.” p et, par récurrence,
.- p(n) - (T p(n—l)) Cp

L]

On voit immédiatement, par récurrence sur n , que 11,° p(n) > 17, pn

I1 en résulte qu'il existe une valeur minimum de l'entier n telle que

(n)

T . w . Cette valeur minimum p sera appelé 1'exposant, symbolique
de T\ . '

De la propriété 29, résulte le corollaire suivant :

COROLLAIRE : Si $ wérifie la_condition de chaine ascendante ou la

condition de chaine descendante affaiblie, tous les segments (de Y * )

[ﬂ.'p(n-'l) s 11.°Dp (n)] sont de longue » finie et b est de longuegx: finie.

(l)Cf Legons sur les treillis par M.L.Dubreil Jacotin, L.Lesieur, R.Croisot.

p. 289 et 272
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PROPRIETE 30 : 81 T =T. p T, gvec M, € 5" ,oma M=T,

Si T1.° p= W , la propriété est évidente, Nous pouvons donc supposer
1'exposant symbolique @ de TT supérieur & 1 ,

Nous démontrons la propriété pour T| en la supposant vraie pour les
éléments p-primaires d'exposant symbolique e- 1.

Soit 7T = 'T.'Dﬁ'f .
Dot M. p=T."p." )f‘)(ﬁl.'p) et (lemme 3)

.0 = (FEEOTE A My P

Mais, T1. (1) est d'exposant symbolique p- 1 et, par su:Lte, on doit
~avoir T . (1) P , ce qui entraine T1.° p H et Tl = ‘T .

1.
THEQREME 16 : Pour que TT , élément primaire de radicel p £ u , soit
N\ _irréductible, il faut ot il suffit qu'il n'existe aucun §lément p-pri-
maire entre 11 et T1.  p .
La condition est nécessaire : D'aprds la propriété 29, le segment
(7T, T1.° pl de S* est un treillis géométrique. S'il était de longueur
supérieure & 1 , Tl serait M -réductible (intefsection de deux points

distincts).

La condition est suffisante : Supposont que TT soit N -réductible.

On peut écrire 1] = D<1f\o<2 avec o<1€§f, ,cxze-ﬁ s X ST et

O(Z > 1T, d'ol résulte (lemme 3) 1T =X ﬂ&z avec 'IT = b-( > T
ot M, =0, >T ,puis TT=(TT,AT." p) N (T, A T p p)
élément TTlﬂ . p et nz N Tl.  p sont des éléments de O appar-

tenant au segment [ TT , T1.° pJ. Etant distincts de 11 , d'aprés la
propriété 30, ils sont égaux & T1.' p , ce qui est impossible car nous

aurions 1 =1N."p .

REMARQUE : L'étude qui précéde suppose p # u . Supposons maintenant
TT primaire de radical u (Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit
qu'il existe P tel que u pw < 11  ou encore que u soit le seul é1é-
ment premier de T contenant M *, W) ., Tout élément & > TT est pri-

maire de radical u et l'application ™ —s & n'est autre que l'applica-

tion identique ; on a S ¥ = 0¥ - YT . &* est semi-modulaire, complet et

N -continu mais il n'est pas nécessairement complémenté.
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Exemple : T = $ se compose de trois éléments Uy < 0y < W, le
produit de deux éléments étant toujours 0 (On peut interpréter cet
cxemple & 1l'aide des idéaux de 1l'anncau de carré nul sur le groupe cyclique
d'ordre 4). Ky ost alors primaire de radical u , il est N -irréductible
mais n'est pus couvert par X 0 . u= (v . La condition du théoréme 14

n'est pas nécessaire.

Lorsque p = u , la propriété 30 reste valable ainsi que la suffisance

de la condition du théoreme 14,

b) Lorsqu'on suppose, de plus, la condition (C) vérifiée, la propriété
21 montre que les résiduecls & droite de [ sont des éléments de S* . La

démonstration de la propriété 29 est légerement simplifiée

(M. p=1,"p, é) = g) s 1T, p(n) =TI, pn et l'exposant symbolique

coincide avec l'exposant.

REMARQUE : Dans le troisidmc cas cité dans l'introduction, on peut
remirquer que la condition ®°. W £ p utilioée pour la caractérisation

des éléments X de S équivaut & oL < p . J est alors le segment O
entre 1T et p ) auqucl on ajoute 1'élément W .

8.~ Etude de cas dang lesqucls chague élément de ,}/ cst _décomposable en

intersection d'élémentsprimaires & droite.

Rappelons d'abord le théoréme général suivant di & L.Lesieur.

THEORMME 15 ¢+ & &tant un treillis semi-modulaire, X un élément
Z-irréductible de ¥ , les relations

XN = X'nf o>

impliquent 3 £ &< .

Sionavait o' > >K NA et B>X N3, on déduirait
x ' < o()u/Z (car X '= o(/u/E.:_—;)o('; B =xXnp= D(/Aﬁ = ﬁ) H
le treillis étant semi-modulaire, on pourrait trouver X ¢ AS/ tel que
X MBLY LA et (XUY)NK'=o ,dlol XUY =« puisque
X est N -irréduptiblc, puis ‘5 4 X et 5{ & K Ny3 ce qui contredirait
X~ <K .

Par suite, on a certainement, soit «N B =, soit « N B = =

Dans le premier cas, on a X > 5 et, dans le deuxiéme 5 X' N A =
d'ol,; A étant N -irréductible, X = /3 .

.

9
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a) Nous faisons les hypothéses suivantes :

. . A(:) 3 . '
1°) les conditions (A) et (B) sont vérifiées, <« vérifiant néces-
. - . L
sairement soit la condition de chalne ascendante, solt la condition de chai-

ne descendante affaiblie ;

2 . . Ve
2°) < est un treillis semi-modulaire, N -continu, avec un é1é-

ment universel W

3°) T est un treillis et on 2 les régles de calcul :
Va, b etg,(aub)gzagubg ,
Vx et X, f3 , x(¥ L) =xxuUxp .

THE".ORE\_ME 16 : Les conditions ci-dessus étant réalisées, pour gue tout

élément de § soit intorsection d'un nombre fini d'éléments primeires (2

droite), il faut et il suffit gue la condition suivante soit vérifiée s

(D) Va e et - 8 6@ 5 ds ontier positif tel que a® w N 55 ad
(Lesieur, th. 7.1), |

La condition est nécessaire : Soit ad = rrl NoeeN TTn o les HK
sont primaires. Qucl que soit X , on a (S\ < TTK ou 3 Sy entier posi-

tif tel que o AN On peut donc partager les ﬂK en deux ensembles

K °
i Coem . S, 4 .
§ﬂi} et 3 ij§ tels que 5\<Hi R Vi et a w,ﬂj R \V/J , 8
étant pris assez grand, Il en résulte a® o N g £ a .
Lo condition est suffisantc : Les hypothdses 1°) et 2°) entrainent que

tout élément de v est intersection d'un nombre fini d'éléments N -irré-
ductibles ; il suffit done d'établir que tout élément /N -irréductible TT

est primeire, Soit ap < 7] et 4 & TT; en posant § = A UTT, ona
(\ .

3 =T et ad =af U a T £ 77 . I1 existe s entier positif tel que

a®wn §<cad , dtot 2fw n & £TT et fwnd=a%0nT . I1

en résulta d'aprés le théoréme 15, fwo2 T .

REMARQUE : Les conditions 1°), 2°), 3°) sont vérifides dans les trois
cas de l'introduction, moyennant des conditions de chaine convenables. Il
semblerait done que le théoréme 16, qui contient une condition nécessaire et
suffisante, puisse étre trés utile. Malheureusement, méme dans les cas les
plus classiques (idéaux d'un anneau commutatif & élément unité), il ne
parait guére facile de démontrer la condition (D) autrement qu'en utilisant

la décomposition comme intersection d'éléments primaires !



b) Aux hypothéses 1°), 2°), 3°), nous ajoutons la suivonte :

4°) Tout élément dc T est union d'éléments Sx—principaux, a
L4 : —orineln: : ' : ~ =
étant dit g principal si g gaf == 3 é“ £ tel que £= a? .
LEMME 4 ¢ Le produit d'un nombre fini d'éléments $ —principaux de T

est un élément 's—principalo

I1 suffit de le démontrer pour deux éléments, soient ay et 2y o Si
on a é‘é 2,9 3 il existe Y £ a ﬂ tel que %': alx s puis, il
existe gé/j tel que 5:2% ;dou g—alzg

THEOREME 17 : Si 1és conditions 1°).2°), 3°). 4°) sont réalisées, tout
élément de % ost interscction d'un nombre fini d'éléments primaires (&

droite) (Lesieur, th.56.1).

I1 suffit encore d'établir quc tout élément N-irrdductible T! est
primaire. Soit a A LT et f3 $ T1 . Supposons qu'on ait, quel que soit
n entier positif a” o f¥ 7T . On peut écrire a = QaL ol les a _ sont
S—principau.x ; on peut alors trouver un indice ¢ tel que atgt p , radical
de T . Par suite, il est possible de supposer

ap <17, ﬁ%‘l—l R aip et a & -principal.

Soit alors é\zﬂu'ﬂ' .oma &>T ot ad = apg wall £T1,
Soit X un entier positif tel que TT.° o = T, S ona

(9 N aK W \<aK to ., D'apres le lemme 4, aK est g/—principal et cTﬂ aKw

K, .
est de la forme a g’ ce qui montre qu'on a

K) . On 2 aussi

Sn aKc,J = aK((Sﬁ aK(,o) . aK) = aK(S.° a
K+1 . a)-aa(g ah)za(af’\aKuJ)éa;éTT,d'oﬁ
g.' a £ T1." a R aK(é\.' af £ 77 , cl'est-a-dire

K

K ~— N K N , N
Sﬂa w £ 11 et 5/\a W= TINna w, Daprés lc théoréme 16, on a

K .
aw LTV dtol ot <p et a <£p . Contradiction.

Le théoréme 17 est applicable aux deux premiers cas de l'introduction
si l'anneau A ou le demi-groupe D ost commutatif, les idéaux engendrés

par un scul élément de 4 ou D étant alors S/—principaux.
c) DEFINITIONS : a €T est dit __‘é_i_—esse‘rg_‘p“ig; si
puf mayug = sulfS A=Y Ul
K€Y  est dit T-essenticl si
bo(ué =co<u<§ — bu(é’.cx)zcu(é'.&).
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Exemple : Si Mo est un A-module unitaire sur un annesu A commut;tif,
tout idéal principal de A est -g/-cssentiel et tout sous-module monogéne

de W) est T-ecssenticl.

Nous imposons les hypothéses suivantes

1°) lcs conditions du paragraphe 4 sont vérifiées, Si vérifiant
nécessairecment la condition de chafne descendante affaiblie et ayant un
élément universel @ ;

2°) tout élément de T est union d!'éléménts pris dans un ensemble
A d'éléments Qi—eésentiels de T ;

3°) tout élément de & est union d'éléments pris dans un ensemble

06 atéléments T-cssontiels de o ;

4°) le produit d'un élément de A par un élément de UG est un
élément de (0.

50) '\'/o(ég s uX = &

Exemples : Ceci a lieu dans deux cas particuliers importants :
®) T = § est un demi-groupe réticulé, entier, résidué, satisfaisant
4 la condition de chaine descendante affaiblie, dans lequel tout élément
est union d'éléments essentiels. Ce cas a été étudié par L.Lesieur (loc. cit.)
f) On remplace les conditions 2°), 3°), 4°) par les suivantes :
20)' tout élément de T est union d'éléments L ~epsentiels ;
3°)' tout élément de £ ost union d'éléments T-essentiels : |

4°)' la condition (C) est vérifiée.

En effet, si la condition (C) est vérifide, si a € T est Sl—essentiel
et si oA ¢ g est T-essentiel, lc produit a « est T-esscntiel ¢
bao(ug‘:cauu§ __géb(xu(é’.'a):cp(u(g’.‘a)::@

b L»(%.' adl) = ¢c U (§°. ak) .
Ce cas contient colﬁi des sous-modules d'un A-module unitaire sur un

anneau commutatif (avec conditions de chaine convenables).

THEOREME 18 : Si los conditions 1°), 2°), 3°). 4°), 5°) sont réalisées,
tout élément de 8 est intersection d'un nombre fini d'éléments primaires
(& droite) (Lesicur, th, 9.1). '

En utilisant le théoréme 3, il suffit dc montrer que tout élément
primal T] de L est primaire. Soit a BETH, B3&£TT,atr ot r
est le radical de TT , D'aprés 2°), a est wunion d'éléménts de A dont

1'un au moins, soit ay s n'est pas contenu dans r . Il existe un entier K
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_ P _ 4 — K A .
positif tel que 1l1.° al*{ =11, alMl et ona W £TL." a,” . D'aprés 3°),
(> est union d'éléments de Y0 dont 1'un au noins n'est pas contenu dans
TT,' alK , soit Z . On peut donc supposer :

ap €T, f 470 ,ach, yeO , 8T,y .

- L'élément P est T-essenticl d'aprés 4°), quel que soit n .

.{j vérifiant la condition de chaine descendante affaiblie, il existe K
entier positif tel que TV o Y T uatt Y , ce qui s'écrit, d'aprés
5°), 1Tu u aKX = 71 va aKg ; d'ol, puisque aKK cst *-essentiel,

w=u u(T, Ky za u(TT. a%) et TT =T u

1

]

(M a)yn [TLo(TT ", KX)] . On en déduit, 1\ étant primal et

e a DTl
.o (7m0 -, aKX) = {| , d'ol ¥ < TT . Contradiction.

Lo théordme 18 cst complété par un théorgme dfunicité :

THEOREME 19 : Dangs les conditions du théoréme 18, tous les composants

primaires d'unc décompogition d'un élément de {, sont isolds (Lesieur, th.
10.4).

Nous montrons que le redical p de tout élément primaire T ;é Ww est

. couvert par u .

Soit y tel que p <y < u. L'élément p est de la forme TT'.T) .
Ona ym £ T dlot y v T1>T0 . £ vérifiant la condition de chai~
ne descendante affaiblie, il existe g tcl que y VA I %‘ > T ‘
On en déduit y%’uTT:é;eneffet,ona %;y”"uﬁ;"ﬁet
yé UIT = 11 entratnerait y % < T{ d'ol, puisque gi—ﬂ—’
Yy < ﬁ ..‘v =D .

g est union d'éléments T-essentiels dont 1'un, soit « , est tel que
yo(iﬂ,dloﬁ H<yo<uTY$y'§‘uTT=§::;, yduﬂ:%.

Mais, %;\o(zuo(;yM—_—;g > ux Ul > yxull =é=$ uauTl

=y UTI . L'élément  étant T-essentiel, ona u=u U (M. x)

:yu(ﬂ'.o().()r,ona .T]'°.O{§TT°.’\7 (car é(:uo<$TT
et (TT°.X) KX €11 ), d'ol '
u:yu(ﬁ.on)=y °

Problémes : 1- L'affirmation suivante est-elle exacte

oo

Dans un anneau commutatif sans condition de chalne, pour qu'un idéal
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primiire fort (au sens de Krull) q de radical p soit N ~irréductible,

i1 faut ot il suffit qu'il n'oxiste pas d'idéal p-primaire entre q et
q:p?

2— Peut-on généraliser le paragraphe 8 b) de fagon & obtenir un
théoréme d'existunce de décomposition en éléments primaires & droite s'appli-
quant aux idéaux & gauche d'un anneau non commutatif (& condition de chaine
convenable) ? On peut remarquer que la comnutativité n'intervient pas direc-
temont dans la démonstration du théorgme 17 ; olle intcrvient par 1'intermé-

diaire des éléments T-principaux.

3- Peut-on généraliser dans le méme but 1'étude du paragraphe 7 ?

Remarque analogue.

4— Peut-on étendre la méthode de L.Lesieur (loec. cit. et C.R.,
234, 1952, p. 1017) pour démontrer que la condition de chaine descendante
sur les sous-modules d'un A-module unitaire entraine la condition de chaine

ascendante ? (A commutatif et A non commutatif).




