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25-01

Exposé n° 25

SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DES A-MODULES DE GRUNDY.

(Exposé de R. CROISOT, le 16 mai 1955)

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire P. DUBREIL

(ALGEBRE et THÉORIE DES NOMBRES)
Année 1954/55

INTRODUCTION.

Dans un mémoirc ,en cours de publication (sur les demi-groupes réticulés

satisfaisant à une condition de chaîne, à paraître au Bull. Soc. Math.),
L. Lesieur a donné une théorie unifiée des idéaux bilatères d’un anneau A

ou d’un demi-groupe D . e En exploitant la même idée, on peut étendre la

théorie des À-modules de Grundy (A generalization of additive idéal theory,
Proc. of Cambridge o Soc. 38, ~94~ 9 p. 242 - Voir l’oxposé n° 14 de ce

séminaire, par J. Guérindon) aux ensembles munis d’un demi-groupe D d’opé-
rateurs. Une partie de l’étude ainsi envisagée est valable sans qu’il soit

imposé à l’anneau A ou au demi-groupe D d’être commutatif et conduit

ainsi, en particulier, à des propriétés qui semblent nouvelles des idéaux à

gauche d’un anneau ou d’un demi-groupe. Un autre cas particulier important
qui généralise d’ailleurs ces deux-ci et pour lequel cette étude fournit des
résultats intéressants est celui des demi-groupes réticulés résidués avec
élément universel, quasi-entiers à gauche.

Précisons ces divers points :

1°) Soit A un Anneau quelconque (pas nécessairement commutatif ni noe-
thérien, et n’ayant pas nécessairement d’élément unité) . Il est bien connu

que l’ensemble de ses idéaux bilatéres constitue un demi-groupe réticulé
complet T guasi-entier.

Soit un L’ensemble de ses sous-modules constitue un

treillis complet modulaire et ~ -continuo Les éléments de Topèrent
dans L, cette opération externe ayant les propriétés suivantes o

~ N2 ou représente naturellement la sonme des sous modu
les ~ et ~ ou des idéaux Il et I~ . .~ Ces deux formules s’étendent
à des familles infinies de sous-modules ou d’idéaux.

R. CROISOT,



De plus, et 2 étant deux sous-modules quelconques, l’ensemble des

éléments &#x26; de A tels que a est un idéal de A appelé rési-

gauche de 2 et noté 1 ’. 2 ;  étant un sous-
module quelconque et 1 un idéal quelconque, l’ensemble des éléments ~

. de tels que est un sous-module de appelé résiduel à

droite de K? p.ir 1 et noté . 1 . 2 peut être défini

comme étant le plus grand idéal l’ tel que I’-~(~K~ et L)’. 1

comme le plus grand sous-module tL 1 tel que 1 ’(~ *= tu .

Dans le cas où 4f~= A , ~ est l’ensemble des idéaux à gauche de A.

2°) Soit D un demi-groupe avec élément zéro z. L’ensemble de ses

idéaux bilatères constitue un demi-groupe réticulé complet T quasi-entier.

Soit 6 un ensemble ayant D comme domaine d’opérateurs. On impose :

b) l’existence de ~ C~ tel que d~= ~~ Vd~D et

z~= T; , V~ 6 ~ . 

’ 

.

L’ensemble des sous-ensembles stables de G constitue un treillis

complet ~ distributif et /~ -continu.

Les éléments de T opèrent dans ~ ~ les propriétés du 1~) ayant enco-.
re lieu. 

’

Si ~= D ~ É est l’ensemble des idéaux à gauche de D o

REMARQUE 1 s Si les éléments z et ~ n’existent pas dans D et G ~
on peut toujours les adjoindre, leur adjonction entraînant seulement l’ad-

jonction d’un élément zéro ~z~ à l’ensemble des idéaux de D et d’un élé-

ment nul ~~ à l’ensemble des sous-ensembles stables les résul-

tats des opérations existant préalablement n’étant pas modifiés.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que z et Ç existent et nous
ne le préciserons pas à nouveau.

REMARQUE 2 : Pour appliquer la théorie qui va suivre, l’associativité

dans D n’est pas indispensable (la condition (d.d~) ~ = d.(d~~) étant



maintenue) ; le produit de deux idéaux Il et 12 sera alors défini comme

étant le plus petit idéal contenant tous les produits il i~ avec i~ ~ Il
et i2 E 1~ . e En fait9 la généralisation est plutôt illusoire car on voit
aisément que l’élément d ~ ... de ~, est le même quelle que

soit la position des parenthèses permettant le calcul du produit

d 1 r~- ~‘~ , o . d n et que le quotient de D par l’équivalence .~L~ (régulière) :

est un demi-groupe. 0

De même, dans le cas du 1~)~ on pourrait supposer A non associatif y
l’associativité mixte étant toujours supposée vérifiée.

3°) Soit L un demi-groupe réticulé résidué avec élément universel u ,

quasi-entier à gauche (on a ua ~a ~ ~/ ) et soit T l’ensemble des

éléments quasi-entiers de L (x 6 T ~ xu  x) . T est alors un sous-

demi-groupe réticulé de L , contenant u et quasi-entier. Quels que

soient y , z le résiduel à gauche y B z est quasi-entier, donc

appartient à T et est, par suite le plus grand élément x de T tel que

xz ~y : en effet, (y B z) z ~y entraîne (y ’. z) u z ~ y , d’où

(y B z) B z .

EXn’TLES s a) ~/ est l’ensemble des idéaux à gauche d’un anneau ou

d’un demi-groupe avec zéro.

b) Si $ est quasi-entier, on a T = ~/ et on retrouve le

cas étudié par L. Lesieur.

L’étude qui suit étend pas à pas les résultats de L. Lesieur (loc. 
pour chaque propriété ainsi étendue~ mention est faite de la propriété cor-
respondante qui l’a inspirée.

l’" remarques préliminaires. e

Soient deux ensembles ordonnés T nous représentons les élé-
ments de T par des minuscules latines et les

éléments de L par des minuscules grecques 03B1 , 03B2 , 03BB, 03BE , ~ , ... ; la

relation d’ordre est notée, indifféremment dans T et dans $ ,  . .
. Dans tout ce qui suit? la condition suivante est supposée vérifiée :

Condition (A) : a) T est un groupoïde ordonné guasi-entier avec élément
ce qui impose >



B/x et x a  x b et a x~ 

3u telque~ x~u ~

et x u  x ,

b) Les éléments de T sont opérateurs dans 1, , le résultat de
l t opération de a E T sur 03B2 ~L étant noté simplement L ) ; on

impose de plus les propriétés suivantes t

et ~~ ~ ~ xo( ~x~ ~ ;

a   b  ;
et ) , ( ab)  =a(b~) ;

V~ . u~  ~ 
’

et 3 au moins un x tel que et l’ en-

semble des tels x possède un élément maximum noté cB ~ et appelé

résiduel à gauche de 03B1 par 03B2 ;

~03B1 et au moins un 03BE tel que b 03BE  03B1 et l’ensem-

ble des tels ~ possède un élément maximum noté o( .’ b et appelé résiduel

à droite de ex par b.

Cette condition (A) est naturellement vérifiée dans les trois cas cités

dans l’introduction.

THÉORÈME 1: 03B1 étant un élément quelconque de L , l’ensemble T03B1
des résiduels à gauche de c et l’ensemble 03B1 des résiduels à droite de

o sont deux ensembles ordonnés duaux de l’autre.
En effety l’application b ~ o.’ b de T dans L et l’applica-

tion 03B2 ~ (X B /3 de L dans T définissent une correspondance de

Galois(2) dont les éléments fermés sont ceux de T03B1 et de .

COROLLAIRE : La condition de chaîne descendante sur les résiduels à

gauche de 03B1 équivaut à la condition de chaîne ascendante sur les résiduels

à droite de 03B1 ; j la condition de chaîne ascendante sur les résiduels à

gauche de o équivaut à la condition de chaîne descendante sur les résiduels
à droite . 

Ceci est propriété de la "résiduation" sous sa
forme la plus générale.
~’Cf. P. Dubreil, Algèbre, p. 119 .



Dans toute la suite, nous supposons que la condition suivante est

également réalisée :

Condition (B) : Toute chaîne de résiduels 1à auche ou à droite d’un

élément 03B1 quelconque de L est finie.

D’après le corollaire du théorème 1 ~ ceci a lieu en particulier dans

l’un ou l’autre des cinq cas suivants : ’~

1°) T et ~l vérifient la condition de chaîne ascendante ;
2~) ~ vérifie la condition de chaîne descendante affaiblie et T la

. condition de chaîne descendante ;

3°) T vérifient la condition de chaîne descendante affaiblie et

1 possède un élément universel ; .

4°) Toutes les chaînes de T sont de longueur finie;

5~) Toutes les chaînes sont de longueur finie.

Dans les deux premiers cas cités dans l’introduction, la condition (B)

est réalisée moyennant l’une ou l’autre des hypothèses 1°)~ 3°) 9 4°) ; 5°) .

De plus, dans le cas d’un A-module sur un anneau commutatif, d’après le

théorème 3 de l’exposé 14, il suffit d’imposer la condition de chaîne ascen-

dante dans o 
. 

’

Dans le troisième cas cité dans l’introduction, la condition (B) est

réalisée si $. vérifie la condition de chaîne ascendante ou la condition de

chaîne descendante affaiblie ou si T a toutes ses chaînes de longueur finie.

Parmi les résultats qui vont suivre, certains peuvent être précisés dans

le cas où la condition supplémentaire suivante est réalisée :

Condition (C) ~ i Va, b ( ab ) ~ ~ (ba) ~ . ,
Dans les cas cités dans l’introduction, ceci a lieu si l’anneau A p le

demi-groupe D ou le sous-treillis T sont commutatifs.

On n’a pas imposé l’associativité dans T mais on utilisera

fréquemment le fait que l’élément (a. a ... a ) ~ est le même quelle que
soit la position des parenthèses permettant le calcul de al a~ o e o an .
Ceci résulte de la loi (ab) ~ = a(b~) . En Effet9 soit ~,, l’équivalence
définie dans T par b( ~;) est régu-
lière à droite et à gauche par. rapport à la multiplication de T et T/R
est un demi-groupe Car, b , c ~ a(bc) = ( ab) c ( ~;) 9 la propriété
énoncée en résulte.



D’ailleurs, (~ est régulière par rapport à la relation d’ordre T
En effet, si ~=a~ (~) a~~ . ~ ~~2 ~~ ’ "’ ° ~n~~n~~ ’
a’ on en déduit, quel que soit ~ ,

a~ = a~~ ~ ~~=~2~ ~ - - ° ~~ ~n ~ ~ ~1~ ~ 
~~ ~~2~ ~ ~" ~ ~1~~2~ ~’ ° 

Il en résulte qu’on peut~ dans certaines parties de la théorie, remplacer T

par T/R . Néanmoins, il semble que certaines conditions introduites ulté-

rieurement ne se transfèrent pas de T à T/?u; c’est pourquoi nous préfé-

rons éviter de supposer T associatif.

2.- Etude des. résiduels à gauche premiers d’un élément c~ ~/ . .

Dans tout ce paragraphe, les conditions imposées sont les conditions

(A) et (B) .

Un élément est dit premier si ab   ===~ ou b~x . 0

DÉFINITION : Un résiduel à gauche de est dit propre s’il est de

la forme ce ° . /3 avec 03B2 $ 03B1 (Lesieur, déf. 11).

LEMI’0152 1 s x~T soit un résiduel à gauche propre de 

il faut et il suffit que l’on ait :
x = 03B1. (03B1. x) avec ce . 

° 

x > 03B1 (Lesieur, lemme 1.1). 0

La condition est évidemment suffisante. 0 Réciproquement, si on a

x= oB~) avec ~ ~ ~ ~ on a d’abord x = ~’. (C.* x) , d’après une
propriété classique du calcul des résiduels; do plus~ on a x X qui

entraîne B)~ o(.’ x et, 
° 

x~ X ~ donc 0(." 
° 

x >o .

PROPRIÉTÉ 1 : Pour tout 03B1~L , tout résiduel à gauche propre de o

maximal (en tant que résiduel à gauche propre de est premier.

Soit p = ~ B ~ maximal parmi les /3 ( ~ ~x) . Supposons
p non premier il existe b et c tels que b ~Cp ~ et bc ~p . -
Considérons alors cB de o(B et de ~B c ~~p ~
résulte (X ’. c ~ > p . 0 De plus.9 o( B c B) est un résiduel à gauche propre

de o~ car ce entraînerait c  (X ’. B) = p . Donc, p ne serait pas

maximal. 

PROPRIETE 2 : Tout 03B1 ~L , qui n’est pas élément universel de L ,
possède un résiduel à gauche propre premier. (Lesieur, propc 1.2) .

Voir Equivalences régulières dans un ensemble ordonné par M.L. Dubreil
Jacotin et R. Croisot, Bull. Soc. Math., 80/ 1952 p 11-35.



Il suffit de considérer, diaprés la propriété 1 , un résiduel à gauche

propre maximal de « , dont Inexistence est assurée par 
la condition (B).

PROPRIETE 3 1 Si p est un résiduel à gauche propre premier de 03B1 ~ L

et si b ~ p , p est un résiduel à gauche propre (promier) de 03B1 .  b

(Lesieur, prop.l.3).

Posons fi p 0 D’autre part,

ce ./ bn = (~.’ 
la 

b).’ 
° 

m = (~ b).’ 
° 

p = 
° 

bp ~~.’ P ; il en

résulte bm ~ ~B (~~ bm) B (~~ p) = p , puisque p est

premier et m~p . Par suite, on a m=p . 0 ,

De plus? p est un résiduel à gauche propre de 03B1 o 
° 

b car, dans le

cas contraire, on aurait , d’après le lemme 1 ~ (~.’ 
° 

b).’ 
° 

p = (X.* b 

o(.’p~~~b et b~~B(~~b)oB(~.’p)-=p soit 

qui est impossible. 
’

~;

Tout élément 03B1 ~L ne peut admettre Qu’un nombre fini

de résiduels à gauche propres premiers ( Lesieur, propol04).

Supposons que (X admette un ensemble infini T~ de résiduels à gau-

che propres premiers (distincts). .. ’

Soit b un élément maximal de (condition (B)). Considérons

~ 
i 
= (X.* b. ; on a o( le lemme 1 D’aPrès la propriété 3 ~

tout élément de 
, 

autre que b. est résiduel à gauche propre (premier)
de ~.. °

Soit b~ un élément maximal de et

~ 
2 
= o(.~ b b = ~ ~2~~i "

Le raisonnement se poursuit et conduit à une chaîne strictement crois-

sante infinie de résiduels à droite ce qui contredit la condition

(B) .
PROPRIETE 5 : 03C9 étant un élément fixé par exemple 

universel existe, on peut trouver quel que soit 03B1~L un nombre fini

d’éléments premiers p. de T (i = 1 , 2 , ... k) tels Que

o  03C9 B/ i et (JT p. ) X . o (Lesieur, prop. 1.5).

Si on a 03C9 , il suffit de prendre K=l et p.=u. Sinon,
soit Pi = ~’. ~~ un résiduel à gauche propre maximal de parmi ceux

qui sont supérieurs ou égaux ’. 03C9 ; il est premier (propriété l).



Posons o~ = ~ Pi > ce ; si ~~ ~ (u, on prend k= 1 et p~ .

Sinon, soit p~ = o~. ~~ un résiduel à gauche propre maximal de ~~ ,
parmi ceux--qui-s.ont. supérieurs ou égaux à o(~ B (J .

Posons ~~ =0~ Pi?~ =~i.’ p~ ~~i . °

Le procédé se poursuit tant qu’on a o~~ ~ CJ . D’après la condition
(B) , ceci ne peut avoir lieu indéfiniment et il existe un ~(~ ~ soit c~
tel que (X :=> ~ . On prendra alors ... 

REMARQUE : Si 03B1 ~ 03C9 , les pi sont tous des éléments ’de T de la

forme (o.* B /~. ( résiduels mixtes de ’X ) : c’est immédiat pour

i ~.2 ; pour i = 1 ~ ceci résulte du que Pi == 0*. ° /3~ = (~.’u)B /~ .
PROPRIÉTÉ 6 : ° p de T contenant 03B1. 03C9 ,

il en existe un nombre fini p2 , ... , pk tels que chaque p contien-

ne au moins un p. (i= 1 2 ...k). Les pi sont des résiduels mixtes

d.g o( si c~ ~ (~ . (Lesieur, prop.1.6). 
’

Il est immédiat que les p. de la propriété 5 répondent à la question.

COROLLAIRE s Les éléments minimaux parmi ].es pi de la propriété 5
’ sont les éléments premiers de T contenant o( B c~ qui sont minimaux. Par

suite, ils sont déterminés d’une manière unique.

PROPRIÉTÉ 7 s Pour tout o~ la condition 
’

o( .’ n = o .

équivaut à la condition

n ~ m ~m , résiduel à gauche propre maximal de 03B1 (Lesieur, prop.l.7).

Si 03B1 est élément universel la propriété est évidente puis-

qu’il n’y a pas de résiduel à gauche propre.

. Sinon, il existe des résiduels à gauche propres et parmi eux il en

existe qui sont premiers (propriété 2). Si n ~ p ~ où p est un résiduel

à gauche propre premier de on a (lemme 1) ~.’n~~.’p>~ . 0

Réciproquement, si (X .’ n > a~ = ~B(X.’ n) ~.n . Soit p

un résiduel à gauche propre de o~ maximal parmi ceux qui cohtiennent al;
il est premier d’après la propriété 1 et on a n  p .

On obtient la propriété 7 en remarquant que les résiduels à gauche

propres maximaux de (X ne sont autres que les éléments maximaux parmi les

résiduels à gauche propres premiers de 



Application aux 3 cas de l’introduction.

, 1~) Ce qui procède s’applique à un A-module Dans les propriétés 5

et 6~ on prend ’«u pour élément 
2°) C’est valable également pour un ensemble G muni d’un demi-groupe

d’opérateurs D . cr Dans les propriétés 5 et 6, on prend G pour élément 

3°) C’est valable enfin lorsque ~ est un demi-groupe réticulé résidué

avec élément universel u ~ quasi-entier à gauche~ T ét...mt l’ensemble des

éléments quasi-entiers, en particulier lorsque $ est l’ensemble des idéaux
à gauche d’un anneau ou d’un demi-groupe avec zéro. Les propriétés 5 et 6
entraînent alors, en prenant u pour élément ~ : 

’

PROPRIETE 5’ s Quel pue soit on peut trouver un nombre fini

d’éléments premiers p. de T(i=1 , 2, ..., k) tels ue a

k 
~ .. ~ ’

et 03A0 pi  a . 
.

En effet, pi  a . 0 u entraîne pi  a . D’autre part, u est premier.

PROPRIÉTÉ 6’ : Parmi les éléments premiers p de T contenant a , il
en existe un nombre fini ... , pK tels que chaque p contienne au
moins un p. (i = 1 ~ K) . Les p. sont des résiduels mixtes de a

si , 
,

En effet~ p étant premier, P ~ a B u équivaut à p ~ a .

REMARQUE : D’après ce qui précède, un élément p de T est dit premier
si ===~ a ~ p ou b ~ p . 0

Mais, cette définition est équivalente à la suivante s

2014~ p ou b ~ p .

En effet, cette seconde définition entraîne manifestement la première.
Réciproquement, supposons que la première soit vérifiée et qu’on ait
ae0/ déduit

= ab~aub~abu~aubu  ab~ab~abu~abu = ab~abup~pu = p .
a’u au et b~bu sont entiers. D’où p ou b

, 

’ 

Cette remarque est valable, en p»rticulier, dans le cas des idéaux à
gauche d’un anneau ou d’un demi-groupe avec zéro.

3.- Etude du radical d’un élément 03B1

a) On impose d’abord les conditions (A), (B) et le fait que T soit un



~-demi-treillis, fait réalisé dans les 3 cas de l’ introduction..

THÉORÈME 2 : 1 étant doux éléments de- L , les éléments, 

tels qu’il existe un entier positif m tel que

c

ait un élément maximum r , appelé 03C9-radical de Cet élément 

premiers minimaux de T contenant ~’. ~ . (Le-

sieur, th.2.1 et th.2.2).(1)
. Considérons, en effet, les p~ définis à la propriété 5 .On a, quel

que soit i = 1 , 2 , .... k et en désignant par x~ un produit de n

facteurs égaux à x associés arbitrairement,

.

On en déduit x / fl p.. ~ D’autre part, on a
1=~.

ce qui prouve que 1 = rB p. est l’élément maximum possédant la propriété

envisagée.
Il suffit alors d’appliquer le corollaire de la propriété 6 .

b) Supposons y de plus, réalisée la condition (C) et le fait que ~
soit un ~-demi-treillis, la règle de calcul suivante étant vérifiée :

Vx et / ~/3 ) = x ce u .

Sous ces hypothèses, si 03B1 ~ cj , r est un résiduel à gauche propre

de 
. 

X . En effet, pi = (o( .’ li)  03B2i = 03B1  li 03B2i entraîne

r = ~ p. = o ~ l. 03B2 , et ce résiduel est propre.
i=l 1 i=l 1 1

Ces propriétés du radical s’appliquent immédiatement aux trois cas de

l’introduction en prenant pour 03C9 l’élément universel de L . Dans le

troisième cas, on peut définir le radical r de a C ~ comme étant le

plus grand des éléments x de T tel qu’il existe un entier positif r-

vérifiant x" ~ a .

(1)Lorsque T est associatif et résidué, le ©-radical de 03B1 n’est autre

que le radical de c B CJ dans T et le théorème 2 n’est qu’un cas parti-
culier des théorèmes 2.1 et 2.2 de L. Lesieur. .



4.- Etude des éléments de L primaux à droite et dos décompositions en de
tels éléments.

Dans ce paragraphe, on suppose :

1~) que les conditions (A) et (B) sont réalisées ;
2~) que ~ est un treillis

3~) que T est un treillis et qu’on a la règle de calcul s

, ~ ~ ~

DÉFINITION : o( 6 L est dit primai à droite, ou simplement primai

s’il n’y a pas de confusion à craindre, si o(.’ n. > 03B1 et 03B1  n2 > o
impliquant ( n~) ~(o.* n~) ~~.

Il est immédiat que tout élément de É ~-irréductible est primal.

PROPRIETE 8 : Pour que 03B1 (élément de L non universel) soit primai,
il faut et il suffit qu’il admette un seul résiduel à gauche propre maximal

(Lesieur, ..

La condition est suffisante : si 03B1 admet un seul résiduel à gauche

propre maximal m , d’après la propriété 7 , la condition (X.* n > 03B1

équivaut à donc, ~.* n. >(X et ~.’ 
° 

n~ 2014~. et

et (~.’ n~)~(c~.’ n~) = ~.’(n.un~) ~ ~ °

La condition est nécessaire : si 03B1 admettait deux résiduels à gauche
propres maximaux distincts, m. et m? ~ on aurait? toujours d’après la

. propriété 7, o.’ 
° 

o ~ 

° 

; ~o. et (~.* m.) ~(~.’ m~)
. = o(.*(m~um~) = ~ .

DÉFINITION : 03B1 étant un élément de L non universel primai, son unique
résiduel à gauche propre maximal sera appelé le résiduel maximum de ce et

sera noté m03B1 .

THÉORÈME 3 : Tout élément 03B1 ~ L est. c; soit primai, Q soit intersection

d’un nombre fini d’éléments primaux qui soht des résiduels à droite de ce

(Lesieurth. 3.1). ,

Soit 03B1 ~ L . Considérons l’ensemble  des éléments 03BE ~  qui
sont égaux à ~ ou à un résiduel à droite Supposons que le théorème
ne soit pas vrai pour (X et soit 03BE ~  un élément maximal parmi les 

.

éléments de c.L ne vérifiant pas le théorème (son existence est assurée par
. 

la condition (B)). Par suite, ~ n’est pas primai et 
’ 

~ ~ ~ 5~’ n-l)~(~.’ ~) avec ~.’ ni -~~ et ~.’ ~2~~ ’ Mais ,



1 . ° n1 et ( . . ° n 2 sont des éléments de .. ’;1, vérifiant le théorème, d_i où

une contradiction~

PROPRIÉTÉ 9 : Soit 03B1 = 03B11 ~ 03B12 ~ . . . ~ 03B1m . Tout résiduel à gauche propre

premier de 03B1 est résiduel à gauche propre de l’un des 03B1i (Lesieur, prop.4. 1) c

Il suffit de faire la démonstration pour n = 2 . Soit donc 03B1 = 03B11
F a~ et P Un résiduel à propre premier de " ° On 1 t

p = « ° . ( « . 
° 

p) = « ~ ° . 0 l ( c~ ~ o ’ p ) r~ ( « ~ . P) 1 m «~ ° . l ( £~ 1 
° 

P) m ( "~ ; 
° 

Pl 1 ,

d-’ où p X î « ~ ° o ( « ~ ° . ( « ~ o ’ P) 1 * p . 0

L ’ élément P étant Premier , On doit avoir P = °li ° . ( " 1 0 P) .ou

p = 03B12  (03B12 . "p) . c Dans le premier cas, par exemple, si P n’est Pas Un

résiduel propre de on a

= «i et u = p = fi (03B12 . 0 p) . Si P n’était pas non plus un

résiduel propre de 03B12 , On 03B12 . p = % et

= ( « ~m «~ ) e ° p = (« ~ . ° P ) ~-°~~ (« ~ . ° P) = « i m «~ = " , ce qui Contre-
dit l’hypothèse.

Une "l ’ 03B12 ~ . . . ~ 03B1 
m 

est dite

réduite si aucun 1Z. i r’ est élément universel de L et si « i .. 
° 

n > oen i
pour un 1 au moins implique 03B1. ° n £ 03B1.

PROPRIÉTÉ ,à0 1 Pour qu’une décomposition .« = d 
i 
m 03B12 ~ ... ? 03B1m

Où aucun 03B1i n’est $§ soit réduite, il et il

suffit que tout résiduel à gauche propre (maximal) de 03B1i soit, pour tout

1 , contenu dans l’un au moins des résiduels @ gauche propres (maximaux) de
OE (Lesieur, prop. 4.2).

’ 

La condition est suffisante : « .. ° n >Ci . implique, d’après lai i

propriété 7, que n est contenu dans un résiduel à gauche propre maximal de

fl . , donc dans. un résiduel à gauche propre maximal de d’ où ce . ,°n >03B1 .i . i

La Condition est nécessaire : soit pi un résiduel à gauche propre
maximal de É>l~ j On a. X~ . ° p~ ) g~ d’où « . p~ > c4 et, sui.te, 
est contenu dans un résiduel à gauche propre maximal de o . 

’

PROPRIÉTÉ 11 t S’il existe une, décomposition réduite de 03B1 en éléments

primaux, on peut trouver une décomposition réduite de cw en éléments primaux

dont les résiduels maxima sont deux à deux incomparables (Lesieur, prop. 4.3 ) o 



Soient m. les éléments maximaux de l’ensemble {m03B1i} des résiduels

maxima. des 03B1i . Posons 03B1j = ~ 03B1i . On a 03B1 = ~ 03B1j . D’après la

propriété 10~, il suffit d f éta.blir que o. J est son résiduel maximum

étant m.. Or, la propriété 9 ? tout résiduel à gauche propre de
J .

est contenu dans un m~. ~- tel que m~.~ i donc dans m.. J ° Si m_ J
n’était pas alors un résiduel à gauche propre de 03B1j , on aurait

0 .. ’ m. = 0 . ; mais pour J ~ j , on a aussi 03B1j’ . 
° 

m. = 03B1’ , d’où
J J J J J J

(X .’ m . = « , ce qui contredirait le fait que la décomposition donnée
est réduite.

LEMME 2 : r Tout, élément o( ~ L non primai admet une décomposition ’

réduite en deux résiduels à droite de 03B1 (Losieur, lemme 4.1).
. X étant supposé non primai y on = (~.’ (~ .’ n?) avec

0 .’ n. ~- X et ci..’ n~ ~ ~ . "
Si un résiduel à gauche propre maximal p. de 

° 

ni vérifie

(X .’ p~ = ~ , on a ~ = (c~ ni n(~.- n~ Pl) = (o(.’ n~p~)~(o.’n~) ,
avec ~ ~ ~ . ’ ni  p.. °

En appliquant ce procédé autant de fois qui il est possible de le faire,
on obtient une décomposition ~ ~ (~." ni) ~(~.’ n?) dans

laquelle tous les résiduels à gauche propres maximaux p de 03B1 .’ n!
vérifient c.’ 

° 

p > 0

En opérant ensuite de même sur n~ ~ on obtient une décomposition
réduite.

THÉORÈME 4 : Tout élément 03B1 ~ L est primai ou admet une décomposi-
tion réduite en éléments primaux ui sont des résiduels à droite de ce et
dont les résiduels, maxima sont incomparables deux à deux (Lesieur, th.4.2).

Soit 03B1 ~ . Considérons l’ensemble  des éléments 03BE ~  qui
sont égaux à o ou à un résiduel à droite Supposons que le théo-
rème ne soit pas vrai pour 0 et soit ~ ~ ~G un élément maximal parmi les
éléments de db ne vérifiant pas lE théorème. Par suite~ ~ n’est pas
maximal et, le lemme 2, ~ = (~.’ (~.* n~) > ~

’ 

et ~.’ n~ ~> ~ ~ , la décomposition étant réduite. Mais ~.’ 
° 

n. et ) ° ° n~
sont des éléments de JU vérifiant le théorème. On obtient donc une



décomposition de ) en éléments primaux qui sont des résiduels à droite de

03BE. Cette décomposition est réduite d’après la propriété 10 et conduit,

par application de la propriété 11 , à une décomposition satisfaisant aux

conditions imposées, d’où la contradiction.

Deux décompositions réduites d’un élément 03B1 ~ L en élé-

ments primaux dont les résiduels maxima sont deux à deux incomparables ont le

même nombre de composants avec les mêmes résiduels maxima (Lesieur, th.4.1).

Il suffit de montrer que, pour une décomposition satisfaisant à ces

conditions, les résiduels maxima m. sont les résiduels à gauche propres

maximaux p. J , En effet, tout est contenu dans un p. J d’après
la propriété 10 et tout p. est contenu dans un m. 1 diaprés la propriété
9 . On en déduit facilement que tout est un et réciproquement.
En particulier la théorie de L. Fuchs (On Primai Ideals, Proc. of the Math.

Amer. 0 1 ~ 1950 ~ p. 1-6) déjà étendue par L. Lesieur (lac. au

cas des idéaux bilatères d’un anneau non commutatif se trouve ainsi étendue

également au cas des idéaux à gauche d’un anneau (satisfaisant à la condition

de chaîne ascendante ou descendante sur ces idéaux).

5.- Etude des éléments de / primaires à droite.

a) Les hypothèses sont les mêmes qu’au paragraphe 4. On suppose en outre

que ~ possède un élément universel .

DÉFINITION : Un élément 03C0 de  est dit primaire à droite, ou simple-
ment primaire si aucune confusion nfest à craindre, si x 03C0,

~  03C0 ~  k , entier positif, tel que xk 03C9  03A0 .
Cette définition peut se mettre aussi sous l’une des trois formes équi-

valentes suivantes en utilisant le r de fi ’

DÉFINITION s En particulier, Il est dit premier à droite, ou plus

simplement premier si aucune confusion n’est à craindre, si

x ~  H , n ~ x 03C9  rr 
. 

’

PROPRIÉTÉ 12 ? Si TT est primaire, les trois conditions suivantes sont
équivalentes :



(l) TI est premier i

(2) tt 1 B « 6J est premier dans T ;

(3) T! ~ CJ ==r, ~-radical de H .

(1) ~ (2) : 1 ab  03C0 Bco et b  03C0  03C9 ~
ab 03C9  03C0 et b 03C9 ~ 03C0 ~ aTT  03C9 .

(2) 2014~ (3) ~ r~~~~ =~ ~~ ..

(3) ==-~ (l) diaprés la définition,

Lorsque T est on établit facilement la

PROPRIÉTÉ 12’ : 1 Si n est primaire (à droite) , TT  03C9

a droite dans T (et le 03C9-radical de n coïncide avec le radical de

T ). ..

PROPRIÉTÉ 13 : Si 03C0 ~ 03C9 est primaire, son. radical r est un résiduel
à gauche propre de 17 (Lesieur, prop 6.1).

C’est évident si ÎT est premier car r == 03C0  03C9 (propriété 12). ..

Sinon, il existe k >1 tel que r IT et rk-1 03C9  03C0 ; on a donc

r.r " (j  03C0 qui implique r  03A0 . rk-1 03C9 = x et x rk-1 03C9  03C0 qui

entraîne, compte tenu de r"" r= 03C0 rk-1 03C9

avec Ff).

PROPRIÉTÉ 14 : Si 03C0 ~ Cj est primaire, il est primai, son résiduel

maximum étant r (Lesieur,

D’abord, r est un résiduel à gauche propre de H (propriété 13).
D’autre part, n.’x=n si Donc, si x est un résiduel à

gauche propre, on a TT . .’ x ~ TI (propriété 7) et, par suite, x ~r .

PROPRIÉTÉ 15 : Si n est primaire, r l’élément premier 
contenant Ff B 03C9 (Lesieur, prop. 6.3).

P ~ ~T’. ~ ==~ i ~ p 2014~ r~ P ~ P étant supposé premier.

PROPRIÉTÉ :Si 03C0 ~ 03C9 est primaire, r est le seul résiduel à gauche
propre premier de TT ( Lesi eur , prop , 6.4).

Conséquence immédiate des propriétés 14 et 15.

THÉORÈME 6 s Pour aue 03C0~03C9 soit primaire, il faut et il 
admette un seul résiduel à gauche propre premier p qui soit élément premier
minimum contenant H B M (Lesieur, th.6.1).



La condition est nécessaire d’après les propriétés 15 et 16 0 Elle est

aussi suffisante. D’après la propriété 5? il existe un nombre fini d’éléments

premiers Pi  03C0  03C9 tels que 03C0 pi 03C9  03C0 ; il en résulte

pk 03C9  03C0 d’où p  r . D’autre part, = r  p , d’où r = p .

D’ailleurs, n est primai avec r comme résiduel maximum. 0 D’après la

propriété 7, x ~ r - FT.’ x = H et f) est primaire.

DÉFINITIONS x Lorsque 1T est primaire, son 03C9-radical (que nous

appellerons simplement radical) étant p , nous dirons que 03C0 est p-primaire
et nous appellerons exposant de FT le plus petit entier positif ~ tel que

~

REMARQUES : t 1) 03C0 étant primaire, soh exposant est 1 si et seulement

si 03C0 est premier.

2) Lorsque T est associatif, l’exposant de U est égal
à l’exposant de CO dans T . 0

PROPRIÉTÉ 17 : Si T sont tels que :

1) b~ ~~ , /3 ~ ~ ==~ b ~p

2) 3 n entier positif tel ue ~

P est premier dans T et 0 est p-primaire.

En effet, ~ est primaire car x ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ==~ x ~ p ===~
Soit p~ le radical de cK et k l’exposant Si

k= 1 ~ on a p’ = (xB6u ~ P ( d’après l) car (XBaj) L~~X) ~ si 
’ 

.

k > 1 , on a et ==~ p’~ p . D’autre part,

d’après 2)~ on a p ~p~ . . D’où p~ =p .

PROPRIÉTÉ 18 s L’intersection d’un nombre fini d’éléments de ~
p-primaires est p-primaire .

Soient ~. ces éléments. On peut supposer ~. /~~ ~ Il suffit

alors de vérifier les conditions 1) et 2) de la propriété 17 .

PROPRIÉTÉ 19 : Soient (i= 1 , 2 , ... k) des éléments pi-primai-
res en nombre fini au p. étant distincts. Si 03B1=~ 03B1i
est une décomposition sans élément superflu, 03B1 n’est pas primaire.

Supposons p. minimal parmi les Pi. On a Pi si i > 1 . La

décomposition étant sans élément superflu, on a 03B11  03B1 = ~03B1i .
Choisissons n. entier positif tel que p. 03B1i si i J>1 .



On a

Si ce était primaire, on aurait (p~ ... ~~ d’où

pi  p1 pour une certaine valeur de i > 1 . Contradiction.

PROPRIETE 20 : L’intersection d’un nombre fini d’éléments de  pre-

miers de même radical p est un élément premier de radical p ...

THEOREME 7 s Soit 03B1 ~ L et p ~ T ( p ~ u ) un élément premier

minimum cohtenant X BoJ (on suppose que p existe). Dans ces conditions $

il existe un résiduel à droite de 03B1 primaire à droite) T de radical p

qui est de la forme 03B1 . l avec 1 c’est le plus petit élément de

~ primaire (à droite) contenant ~ et de radical p ; c’est le plus rand

des éléments ~ de  tels que 03B1 . ~  p et le plus grand des éléments

~.’ x avec 

Si o~ ~ qui est distinct de pas de résiduel à gauche propre

premier différent de p , d’après la propriété 2, p est le seul résiduel

à gauche propre premier de o( et cx est primaire de radical p d’après
le théorème 6. Il s’écrit cx.’L avec l= u o

Sinon, soit p. un résiduel à gauche propre premier de 03B1 ( ~ p) . On

a (et même P p. ) . On a alors X. = ~.’ p~ ~ ~ (lemme l) et .

(~.* *.cJ ~ P car p~[(~.’ p~)B Donc, pest

premier minimum contenant (03B1 . p1) B eu . .

Si (X. possède un résiduel à gauche propre premier P , on

recommence, sur D’où = X..’ 
° 

p~~~i avec et P

premier minimum contenant (~~ ’. o CJ .

Diaprés la condition de chaîne ascendante sur les résiduels à droite
de c~ , on trouve H = X . ’ ~ avec ~ -~ étant élément premier
minimum contenant H ". * 6c) et seul résiduel à gauche propre premier de Ff .

D’après le théorème 6, H est primaire de radical p . 0



D’ autre part, soit ( é É primaire de radi cal p et contenant fK .
On a l 03C0 03B1  03BE ~ 03C0  03BE o

soit 03B1 . ~  p . On a (03B1 . ~ ) ~ $ 03B1  03C0 ~ ~  03C0 De plus,

on Il ôl ° . R $ p car Î ( ..w ° . ( iXf o ° É ) £ p entraînerait É  p .
Soit /Î = £>l. ° x avec x ( p o On a x .x £ Q + 03B2 £ m .

b) un suppose de plus que condition (G) est vérifiée.

i fl / O est primaire (à droite) sà__ et seulement si il n’,L

résiduel à gauche propre premier (Lesieur, tho É>? ) .

En effet, tout élément premier minimal contenant "Î’’Î ° . 03C9 est alors

un résiduel à gauche propre de 03C0 . 0 Il suffit donc d’appliquer le théorème 6.

PROPRIÉTÉ 21 : §1 c£ est primaire de p st OE ° . GJ ,
Él. ° a est p o Si, de plus, a £ p , on a

( b* o 
° 

éà ) £ osa.nt Vl - 1 >

Il suffit de vérifier les conditions 1) et 2 ) de la propriété 17 et de

remarquer que, si a £’ p , pk 03C9 £. @ o 1 lA. 
° 

ét (on a nécessai-

rement k > 1 pui sque a $ cK ° . 
, 

Le théorème 7 est alors valable cn remplaçant minimum ar

minimal (Lesieur, th. 6. 3 ) .

La démonstration du théorème 7 s’applique en remplaçant minimum par
minimal et on utilisant le théorème à au lieu du théorème 6.

Les résultats précédents appliqués au cas d’un À-module redonnent une

partie de la théorie de Grundy qu’ ils étendent au cas où À n’est pas

nécessairement commutatif. Ils s’appiquent de môme au cas d’un ensemble muni

d’un demi-groupe d’opérateurs.

Dans le troisième cas de l’ introduction, il y a lieu de remarquer que
. 

la définition d’un élément primaire (à droite) q OE équivaut a.ux sui van-
tes: 

’

1°) X é T , y É É , q , y fi q ) d k , entier posi tif tcl quek ’
q . ,

2 ° ) xk ~ L y y é é , xy  q , y § q ~ 3 k y entier positif tel que
x  q 

.

La première forme est évidente et elle est entraînée par la deuxième;
réciproquement, si la condition 1°) a lieu et si on a x a Àù , y OE É ,

q , y Éç q , on en dédui t (x wx u)y = xy wx u y = xy  q , d ’ où



x~  (xux u) ( q pour un certain entier k.

La définition d’un élément premier (à droite) (x y =. ~ ~

xy  q , y  q ~ xu  q) ne coincide. pas avec la définition la plus

naturelle ; elle se met aussi sous la forne i x ~: ~ ~ xy ~ q ,

y ~q =~ q °

En vertu d’une remarque déjà faite~ on peut dans les énoncés de la

propriété 15 et des théorèmes 6~ 7 et 9 ~ remplacer HBcu(ou oBL~) par

Tî (ou ce ) . Il n’en est pas de même dans l’énoncé de la propriété 21 o

Ces considérations sont valables en particulier pour le cas des idéaux

à gauche d’un anneau ou d’un demi-groupe avec zéro~ cas pour lequel la

partie a) présente seule naturellement de l’intérêt.

6.- Théorèmes d’unicité pour les décompositions d’éléments en éléments

primaires à droite. 
’

a) Les hypothèses sont les mêmes qu’au paragraphe 5 , partie a).

On suppose, pour un élément 03B1 ~ L , l’existence d’une décomposition
comme intersection d’un nombre fini d’éléments primaires (à droite) appelés

composants primaires. D’après la propriété 18, on peut toujours supposer que

les radicaux de deux éléments primaires distincts intervenant dans cette

décomposition sont distincts. De plus, en supprimant éventuellement des

éléments, on peut toujours supposer la décomposition sans élément superflu.
Une décomposition satisfaisant à ces deux conditions sera dite réduite. Les

radicaux des composants primaires seront appelés les éléments premiers asso-
ciés à la décomposition.

THÉORÈME 10 s Deux décompositions réduites d’un même élément 03B1 ~ L
en éléments primaires (à droite) ont même nombre de composants primaires et même’=
éléments premiers associés (Lesieur, tho 10.l).

soit ~=n~...~nm=n’~...rB ~’~’ .

La propriété est vraie pour m = 1 . 0 Démontrons la pour m en la sup-

posant établie pour m - 1 .

Soient p. le radical de FFi et p ’j celui de Supposons que

par exemple, soit maximal dans l’ensemble {pi , p’j} i  m , j  n o

Montrons qu’il .existe p’ (d’où p’. = p.). o En effet, s’il n’en était

pas ainsi, on aurait, ~j ~ FF.". ° p’ et rf’.’(TT~’.~)= H’ ~



d’où (/.’ ° (f~ ’.CJ) = ~ . D’autre part, ~~ .’ (F~ ’.~) = ~ et

03C0 i . (03C0i -.D) = 03C0i pour i  2 , d’où 03B1 . (03C01 ’. 03C9) =~ 03C0i
= ~ 03C0 i , ce qui dontredit le fait que la décomposition ~ 03C0i est sans

élément superflu.

Soit, par exemple, p. = p.. Posons 03B2 = 03C01 ~ 03C0i o 03B2 est primaire

de radical p. (propriété 18). D’où IT..’ (03B2  03C9) = 03C0i pour i  2 ,

~ ~. .’ (~*.6J) = CJ , .’ (~’.~) =~. J 
~i .’ (~B~) = ~ . On en déduit .Q~~~ =~~ (~B~) = Q~~j ~
et il suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence.

’ 

Notation : Nous noterons, pour 03B1 ~  et x 6 T , 03B1[x] le plus grand

des résiduels de 03B1 de la forme (X." 
° 

x (où n est un entier positif).
Son existence est assurée par la condition (B).

Si X = o ...~BX ~ évidemment ~r 1=~irx1~’~’~~nfx1’ °
PROPRIÉTÉ 22 s Si c admet une décomposition réduite en éléments pri-

03B1 =03C01 ~ ... ~ 03C0n , les radicaux étant ... o pn ,

et si on a p~ ~ ... (O~m~n) ~ x~p . ~ ... p 

En effet, on 1ir F 
,j j 

= J l . ou 03C9 selon que x $ p. ou x x pii x i , 1

GOROLLAIRE : £X . 
° 

x > 03B1 ~ x  p. 1 au moins.

DÉFINITION : Un ensemble {pi} im (0 4 m  n) 
. 

d’éléments premiers
associés à Une décomposition réduite ÙÙ * Tl’i ~. o o " 03C0n est dit Si

p . J ÉÇ p . 1 , quels quo soient 1 -. m et j  m+1 .

03B11 /h o o . fh 03B1m est alors dit un composant isolé de U .

En particulier, Pi est isolé et "1 composant isolé si et seulement

si p1 est minimal parmi les éléments premiers associés à 03B1 .

THÉORÈME 11 t CK’ f / hJ et ~ OE est un composant isolé de ce si et

seulement s’il exi st e x tel que ££ j j = cx ’ . Un composant isolé est

uniquement déterminé Dar 1?v connaissance des pi correspondants.

Soit {pi} im (0  m 4 n) un ensemble isolé d’ éléments premiersl ]. S i , m

associés à 03B1 ° = Pm+1 ° ° ° pn . On a x ~ pj pour tout j  m+1



et pour tout im . o D’où ~r -1= TY~~,~~ et l’unicité.

Réciproquement~ soit -i 
= ~’ ( ~ ~ et ~~ ) . Supposons qu’on

ait pour et pour j  m+1 (toujours possible en
T -L 

’ ° 

J
ordonnant convenablement les composants primaires). On a p-  pi , l ’ ens em-

ble 
.. 

est isolée et on a 03B1[ - = TT i ~ ... ~ 03C0m , d’après la
propriété 22 .

PROPRIÉTÉ 23 : Soient 03B1 = 03C01 ~ ... ~ 03C0n = 03C0’1 ~ ... ~ 03C0’n deux

décoinpositions réduites de 03B1 en, éléments primaires. ’TT. et TT. [ ayant

pour radical pi . On a : 03B1 = 03C0’1 n 03C02 ~ ... ~ 03C0n .
Soient p1 , p2 , ... (m  1) et pm+1 , ... pn  p1 .

L’ensemble {?-( 1  i  m 
est isolé, ainsi que l’ensemble { 1  i  m

( si m " n) .

COROLLAIRE s Si 03B1 a pour éléments premiers associés ... p et

si, quel que soit i . il existe une décomposition réduite de c telle que

le composant de radical p. soit a 03B1 = ~ 03C0i. et cette

décomposition est réduite. 

Donnons un autre moyen d’obtention des composants primaires isolés de

~ . Dans ce but considérons d’abord un ensemble non vide H d’éléments
de T , multiplicativement fermé ou fermé par rapport à l’intersection ou

plus généralement, filtrant inférieurement. Soit  l’ensemble des éléments
tels qu’il existe h ~H avec h 03BE  03B1 . Tout élément $ 6. 

est tel h E ~0 . D’autre part , si h S h. h~ ~ on a

9 .’ 
° 

h ~(/.* 
° 

h~ et 
° 

h ~ ~." 
° 

h~ . Il en résulte~ d’après la condition
(B)~ que l’ensemble cG possède un élément maximum, que nous notons 

’ 

Cas particuliers s 1°) H est l’ensemble des puissances d’un élément x

de T. Alors, ~~ =~r 1 "

2°) Soit p ~ u un élément premier de T et H

l’ensemble des éléments h tels que h  p . Alors, h 03BE  03B1 ~

03B1  03BE  h ~ 03B1  03BE ~ p.



Réciproquement, ==~ (~.~) ~~~ avec ~B ~ ~P ~
Nous avons donc la propriété suivante s

PROPRIETE 24 : p étant un élément premier de T ( ~ u) et x Un

élément de  , l’ensemble des éléments 03BE ~  tels ue 03B1  03BE ~ P
possède un élément maximum.

DEFINITION: Cet élément maximum sera appelé le p-composant de 03B1 .

THÉORÈME 12 ? Soit o = 1T ~ ... ~ 03C0n une décomposition réduite de

ce en éléments primaires p. le radical de (k = 1 ~ ... n) ,
{pi} l’ensemble des p. minimaux, {pj} l’ensemble des pk maximaux.
~ ~ 

2014.~ ~ .~ ( J J 
~ 

"

a) Chaque p.. est un élément premier de T contenant (X*. GD et

tout élément premier de T contenant X ’. 03C9 contient un des pk .

~P.( est l’ensemble des éléments premiers de T contenant ~B ~J ~S

sont minimaux. ~ p. est le radical de 0(.. Le composant isolé de radical

p. (~ u) est le pi-composant de 03B1 .

b) est l’ensemble des résiduels à gauche propres maximaux de 03B1 .

C’est aussi l’ensemble des éléments maximaux parmi les éléments l tels que

~ .’~ ~ ~ . 0 .

a) Il suffit de montrer que 03C0. est le p. 1 -composant de (X . On a

H . = == ’J. p~ (démonstration du théorème 11). ° Or,

~ B ( (X .’ 
° 

p. car p.. D’autre part, soit ~". ~ ~p. ;
on a 03BE  03C0i  (03C0i  03BE)  03C0i o 

° 

(03B1  03BE) = .

b) Il suffit d’appliquer la propriété 7 et le corollaire de la propriété
220 La propriété suivante généralise la propriété 22 :

PROPRIETE 25 : Si 03B1 admet une décomposition réduite en éléments ri-

maires cE = fL les radicaux étant p., ~ ... p ~
et si on a h ~p1 , p2 , ... P (0  m  n) quel que soit h ~ H et

h ~ pj pour un h == H quel que soit j  m+1 , on a 3

== ... /~ 7T 
~ 

(si m = 0 ~ (~~ = Cu) . o

Il suffit de remarquer 03B1H =03C01H ~ ... ~ 03C0nH et est

p-primaire, on a == 03C0 ou cj selon que h H ou qu’il existe

seul cas où l’on puisse avoir p. = u est celui et On

ne parlera pas alors de composant isole puisque n = 1 a



h 6 H tel que 

b) Supposons, de plus, que la condition (G) soit vérifiée.

THÉORÈME 13 : .Si (X admet une décomposition réduite en éléments primai-
res (à droite) 03B1 = TL les résiduels à gauche propres premiers
de 03B1 sont les radicaux p. des TT. (Lesieur, th. 10.3).

La propriété est vraie pour n == 1 . Supposons la vraie pour 

Soit par exemple~ maximal parmi les p.. D’après le théorème 12~

p. est un résiduel à gauche propre maximal de o . D’après la propriété 3
et la condition (C)~ o~ et (X .’ p. admettent les marnes résiduels à gauche

propre premiers autres que p. ; il en est de de 03B1 et 03B1  pk1 avec

pk1 03C9  03C01 . Mais

Il suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence.

Ces résultats sont valables dans les trois cas cités dans l’introduction.

Dans le troisième cas, on peut remplacer XB GJ par c dans l’énoncé du 
’

théorème 12.

7.- Caractérisation de ceux des éléments primaires à droite de L qui sont
~-irréductibles. ~~~

a) On suppose 1 ,

1~) que les conditions (A) et (B) sont vérifiées ; , 
.

2°) que L est un treillis comi?leljpour l’union, semi-modulaire,
(B -continu;

3~) que T est un treillis et qu’on a les règles de calcul :

4°) que tout élément de L est union d’éléments T-principaux,
uC étant dit T-principal si 03BE  u 03B1 ~ ~ x avec 03BE = x 03B1 .

Les deux premiers cas de l’introduction vérifiant 1°)~ 2 °)9 3 0)
(moyennant des conditions de chaîne convenables); ils vérifient 4°) si

l’anneau A ou le demi-groupe D est commutatif. Dans le troisième 

outre les conditions de chaîne~ il faut imposer 2°) et 4°),

Ce paragraphe constitue une généralisation de l’étude faite par L.Lesieur
dans la conférence n° 110 Voir aussi L.Lesieur, Sur les idéaux irréductibles
d’un demi-groupe (Rendo cont. Sém. Mat. Univo Padova, 24, 1955, po 29-37.)



Soit 03A0 un élément primaire de É de radical p / u o On a alors

F ° . p . Soit d un élément de É§ tel que / et d ° . O £ p .

L’élément p est alors premier minimum contenant 03B1  03C9 . c D’après le
théorème 7, on peut associer à 03B1 un élément 03B1 primaire minimum contenant

ce et de radical p , de la forme 03B1  l avec l , p , le plus grand des
éléments de la forme 03B1  

° 

x avec x ( p . Dans l’ensemble ordonné à ,, de

ces éléments 03B1 , l’application 8/ .-.=-a CR est une application de fermeture,
l’ ensemble 1 des éléments fermés étant l’ensemble des éléments p-primaires
de À , S est un sous-~-demi-treillis complet de S . 0 Posons, pour

et Îl. 
, 

OE = .b,Ù . Flous étendons ainsi l’application de ferme-
ture au dual idéal l§’* = ) V ’ ( de’ ÔÎ§ Posons S* = S jfl ( 03C9 } . J’*
est un treillis complet dans lequel nous désignons l’union par V j on a

.= U« 
L- 

.

L. L L

PROPRIÉTÉ 2 6 1 ,$ * est çemi-modulairo ;

Soient trois. élément © , ?q , Q de ’ $* tels que

On a ~L/~>~ car °?) =~ entraînerait ’n (~et
h B/ 03B6 =03B6 .  étant semi-modulaire, il existe % tel que

Un a ( V i§ = % Ô l t = ( w "t. ° É avec .i ig p (ceci résulte du

théorème 7 si CX = # ’Lù ’C C à j sinon, on a cK ° . CJ $ p et on peut
Prendre É = 03B1 ° . £J ) o Il en résulte ">.) ? Ç  ’r s .% et

5* est 
On doit établir : 03BE n ( )/ ~ ) = Ù ( ) m ~ ) , lorsque # c ,$* ,

~  é S*, l ’ ensemble )"’ÎJl j ) étant filtrant supérieurement.

Cet élément est contenu dans V ( 03BE ~ ~) qui est lui-même contenu
dans ~’ ~ ( ~~ ~ ) 9 d’où l’égalité à établir.



Quels que soient 03B1 , 03B2 ~ S* , on a x ~ /3 = ce 

PROPRIÉTÉ 28 ô O Si 03B1 ~ L est T-- principal g on a fl dans .. .....~,.~.~...n.,,...~....~, .~,...,.". "~ " " ’~ 

i- -’ p --w -.-.J - p u 9 J"r ’ > ~’- 
~’ 9 ---o«

Remarquons d’abord effet,

Soit al ors ~3 C ~ t el .~ ~ ~ u p ~ ,

L’ élément o’ étant T-principal, on peut poser /3 b cx a

On peut alors écrire TT ~p (3( = u ~ r~~ = u~( ~ /3 = /3 car

supposer u 03B1 ~03B2 ~ u 03B1 ; sinon, on aurait u 03B1 = pc. et la propriété
serait évidente 0

L étant semi-modulaire, il existe un élément 03B3 tel que

p 03B1  03B3  uo ( y peut s’écrire c03B1 avec c ~ p ,puisque 03B1 est

T-principal) vérifiant l’égalité [c ~ u ~} ~/? 



Il en résulte Ff ~ p 03B1 = Tl n/3= 03B2 . Contradiction.

PROPRIETE 29 : 1 Le segment [03C0, n." 
° 

p] de S* est un treillis

géométrique.

Posons 03BE = ( n (il.’ ° p) o Un a 03BE’ ’= f m T = 03BE (Lemme 3) .
0n a SE’ = U« (où les K sont ~" principaux) 0 

’

Ç ~ i 1 1 
~~ .°

Par suite, tout élément du segment p] est union de points. Ce

segment étant, d’autre part, complet, semi-modulaire (Propriété 26) ,
~ -continu (Propriété 27), il est relativement complémenté et c’est un
treillis géométrique. De plus, s’il vérifie une condition de chaîne, il est
de longueur finie.

DÉFINITIONS : On pose 03C0  p(1) = 
° 

p et, par récurrence,

P~="(~~’~~~ .
On voit immédiatement, par récurrence sur n ~ que T7 .’ p~~ ~TT.’ 
Il en résulte qu’il existe une valeur minimum de l’entier n telle que

03C0  p = w o Cette valeur minimum f sera appelé l’exposant symbolique
~ TB . 0 

’

De la propriété 29, résulte le corollaire suivant s

COROLLAIRE : vérifie la condition de chaîne ascendante ou la
condition de chaîne descendante affaiblie, tous les segments (de S * )

~~’P ~ ] sont de longueur finie et ~~ est de longueur fini~.

Levons sur les treillis par Jacotin. L. Lesieur, R.Croisot.
p. 289 et 272 .



H = avec 03C01 ~S* , on a 03C0=03C01 .
Si ’TC. ’ 

° 

p = ~ ~ la propriété est évidente. Nous pouvons donc supposer

l’exposant symbolique p de T~ supérieur à 1 .
Nous démontrons la propriété pour Ff en la supposant vraie pour les

éléments p-primaires d’exposant symbolique f - 1 .

Mais, H ." 
° 

est d’exposant symbolique p - 1 et, par suite, on doit
. avoir FT .’ p~~ =1T.~ p , ce qui entraîne et 71 =1~~ .

Pour que 03C0 , élément primaire de radical p ~ u , soit
~ -irréductible, il faut et il suffit qu’il n’existe aucun élément p-pri-

maire entre .

La condition est nécessaire: D’après la propriété 29~ le segment
[n ~ il.’ ° p] est un treillis géométrique. S’il était de longueur

supérieure à 1 y 03C0 serait ~-réductible (intersection de deux points
distincts). 

’ 

,

La condition est suffisante s Supposent que TT soit ~-réductible.

On peut écrire Tf = ~~0 avec c~ ~~/ ~(X e~ ~ ~ ~TT et

o~ ~> Tf ~ résulte (lemme 3) T~ =~( n ~ avec TT == 
et ~~ =~~n , puis TT= (Ti ~ (n~~ n.~ p) . Les
élément et sont des éléments de ~~ appar-

tenant au segment [Tf ~ H’.’ p] . Etant distincts de d’après la

propriété 30, ils sont égaux à TT .’ p ~ ce qui est impossible car nous 
°

aurions TT = 

REMARQUE : L’étude qui précède suppose p ~ u . Supposons maintenant
TT primaire de radical u (Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit
qu’il existe p tel que u TT ou encore que u soit le seul élé-

ment premier de T contenant ~ B 0 C~)) . Tout élément ~ ~ TT est pri-
maire de radical u et l’application ~X 2014~ ~ n’est autre que l’applica-

tion identique ; on a S* = S* =) 03C0 ( . S* est semi-modulaire, complet et
(B -continu mais il n’est pas nécessairement complémenté.



Exemple : T - se compose de trois éléments 03B10  03B11 
1 

 03C9, le

produit de deux éléments étant toujours ~ (On peut interpréter cet

exemple à l’aide des idéaux de l’anneau de carré nul sur le groupe cyclique

d’ordre 4). 03B10 est alors primaire de radical u , il est ~ -irréductible

mais n’est pas couvert par (X 
0 

.’ u = La condition du théorème 14

n’est pas nécessaire.

Lorsque p = u y la propriété 30 reste valable ainsi que la suffisance

de la condition du théorème 14.

b) Lorsqu’on suppose, de plus, la condition (C) vérifiée~ la propriété
21 montre que les résiduels à droite de f t sont des éléments de J .La
démonstration de la propriété 29 est légèrement simplifiée

( 
° 

p = p , ~’ 
1 

= ~) ; n~ p~ = p~ et l’exposant symbolique
coïncide avec l’exposant.

REMARQUE : Dans le troisième cas cité dans l’introduction, on peut

remarquer que la condition C~B ~ ~- p utilisée pour la caractérisation

des éléments 03B1 de S équivaut à 03B1 p . S* est alors le segment 5

entre Ff et p ) auquel on ajoute Isolément ~ .

8.- Etude de cas dans lesquels chaque élément de L est décomposable en
intersection d’éléments primaires à droite.

Rappelons d’abord le théorème général suivant dû à L.Lesieur.

THÉORÈME 15 : L étant un treillis semi-modulaire, X un élément

~-irréductible de L, les relations

impliquent

Si on avait o~ > o :> o ~ /~ et /~ :> :X n /~ ~ on déduirait

~ ~ ~ (car c~== o( ~ô ~=~ ~~ /~ =~ ~ ~~ = = /3 ) ?
le treillis étant semi-modulaire, on pourrait trouver 03B3 ~ L tel que

(X ~ /~  ~ ~ /3 et ( c U ~ ) ~ c ~ = o( ~ .d ’ où (X U ~ = (X puisque
0 est ~-irréductible, puis B ~ 03B1 et Y  03B1 ~ 03B2 ce qui contredirait

~ ~ /~ ~ ~ O

Par suite, on a certainement, soit 03B1 ~ /3 = soit o( ~ 03B2 == 03B1 .

Dans le premier cas, on a 03B2 
’ 

et, dans le deuxième , 03B1’ ~ 03B2 = 03B1 ,
c étant ~-irréductible, 03B1 = 03B2 .



a) Nous faisons les hypothèses suivantes ~ i

1°) les conditions (A) et (B) sont vérifiées, L vérifiant néces-

sairement soit la condition de chaîne ascendante, soit la condition de chaî-
ne descendante affaiblie ~

2°) L est un treillis semi-modulaire, ~ -continu, avec un élé-
ment universel ~ ~

3~) T est un treillis et on a les règles de calcul ?
° ~ a , b et 03BE , (a u b) 03BE = a 03BE U b 03BE , .

Vx et 03B1 , 03B2 , x( 03B1 ~ 03B2 ) = x /3 . 
.

THÉORÈME 16 : Les conditions ci-dessus étant réalisées, pour que tout
élément de L soit intersection d’un nombre fini d’éléments primaires (à
droite), il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée s

(D) entier positif tel que a~ ce ~ 3 ~ a ~
(Lesieur, th. 7.1).

La condition est nécessaire : Soit a 03B4 = 03C01 ~ ... ~ 03C0n où les 03C0K
sont primaires. Quel que soit K , on a 03B4  03C0K ou ~ sK entier posi-
tif tel que cJ  03C0K . On peut donc partager les 03C0K en deux ensembles

{03C0i} et {03C0j} tels que 03B4  03C01 , ~i et as 03C9 ~ 03C0 
j, 

~j , s
étant pris assez grand. Il en résulte a~ eu ~ o ~ a J

La condition est suffisante s Les hypothèses 1~) et 2~) entraînent que
tout élément de L est intersection d’un nombre fini d’éléments ~-irré-

ductibles ; il suffit donc d’établir que tout élément ~-irréductible TT
est primaire. Soit T{ et 03B2 ~ 03C0 ; en posant 03B4 = ./S U 03C0 , on a

03B4 > 03C0 et existe s entier positif tel que
as 03C9 03B4 ~ a 03B4 , d’où as cj n 03B4  TT et as 03C9 ~ 03B4 = as 03C9 ~ TI .11 .

en résulte d’après le théorème 15, as 03C9 ~ 03C0 .

s Les conditions f), 2"), 30) sont vérifiées dans les trois

cas de l’introduction, moyennant des conditions de chaîne convenables. Il

semblerait donc que le théorème 16~ qui contient une condition nécessaire et

suffisante~, puisse être très utile. Malheureusement~ m5me dans les cas les

plus classiques (idéaux d’un anneau commutatif a élément unité), il ne
parait guère facile de démontrer la condition (D) autrement qu’en utilisant
la décomposition comme intersection d’éléments primaires !



b) Aux hypothèses 1~), 2~ 3~ nous ajoutons la suivante s

4°) Tout élément de T est union d’éléments L-principaux, a

étant dit L-principal si 03BE ~ 03B1 03B2 ~ ~ 03BE  03B2 tel que 03BE’ = a03BE .
LEMME 4 : Le produit d’ un nombre fini d’éléments L-principaux de T

est un élément ’~’ -principal.

Il suffit de le démontrer pour deux éléments, soient a1 et a2 . o Si

~ ~ ~3 , il existe ~ ~ a~ ~ tel que ~= a~ ; puis, il
existe ~ ~/5 que ~ == a~~ j d’où ~= a~ ~ .

THÉORÈME 17 : Si l&#x26;s conditions 1°). 2°), 3°), 4°) sont réalisées tout

élément de L est intersection d’un nombre fini d’éléments primaires (à

droite) (Lesieur, th.8.1). 

Il suffit encore d’établir que tout élément ~-irréductible TT est

primaire. Soit n et /3 ~ 03C0 . Supposons qu’on ait, quel que soit

n entier positif a~~o ~ ~ . On peut écrire a == U a~ où les a~ sont

~-principaux ; on peut alors trouver un indice 6 tel que a~ p ~ radical
de H . Par suite, il est possible de supposer

.TT ? y ~~P et a ~-principal.
Soit alors ~= /3L~n . On a T>!~ et a~= a/3 ~a 11 ~-11 .

Soit K un entier positif tel que =n.’a .On a

03B4 ~ a Lj . Diaprés le lemme 4, a est L-principal et 03B4~aK uj
est de la forme aK 03BE ce qui montre qu’on a .

= a~((~n a~~) .’ a~) = ~(~~ On a aussi

a~(dB’ a~) = a.a~(~’ a~) = a(~ n aj" ~TT ~ d’où

03B4  aK  n.’ aK+1 = 03C0  aK et aK(03B4  aK) ~ 03C0 , c ’ est-à-dire

03B4 ~ aK 03C9 ~ 03C0 et 03C0~ a 03C9. D’après le théorème 16, on a

a ~p et Contradiction.

Le théorème 17 est applicable aux deux premiers cas de l’introduction

si l’anneau A ou le demi-groupe D est commutatif, les idéaux engendrés
par un seul élément de A ou D étant alors L-principaux

c) DEFINITIONS : a~T est dit L-essentiel si

03B1 ~  est dit T-essentiel si



Exemple : Si est un A-module unitaire sur un anneau A commutatif,
tout idéal principal de A est ~~-essentiel et tout sous-module monogène
de est T-essentiel.

Nous imposons les hypothèses suivantes ~

1°) les conditions du paragraphe 4 sont vérifiées, ~/ vérifiant

nécessairement la condition de chaîne descendante affaiblie et ayant un

élément universel 

2°) tout élément de T est union pris dans un ensemble

A d’éléments ~-essentiels de T ~

. 3°) tout élément de .~ est union d’éléments pris dans un ensemble

05 d’éléments T-essentiels de
4°) le produit d’un élément de A par un élément de C~ est un

élément de (X? . 0

5°) vloC ~ ~/ 9 .

Exemples : Ceci a lieu dans deux cas particuliers importants ?

o~) T = ~ est un demi-groupe réticulé, entier, résidué, satisfaisant
à la condition de chaîne descendante affaiblie, dans lequel tout élément

est union d’éléments essentiels. Ce cas a été étudié par L.Lesieur (loc. cit.)

~) On remplace les conditions z°) ~ 3°) 9 4°) par les suivantes s .

2°)’ tout élément de T est union d’éléments L-essentiels ;
3 ° ) ’ f tout élément de ~ est union d’éléments T-essentiels ; °

4°)’ la condition (C) est vérifiée, .

En effet, si la condition (C) est vérifiée~ si â ~ T est ~ -essentiel
et est T-essentiel, le produit a 03B1 est T-essentiel :

u ~ = ça o ’J ~ o b ()( U (~ .’ a) = U ( ~.* a) :=~
b U (~~ = c u (~’ ~, pC ° 

’

Ce cas contient celui des sous-modules d’un A-module unitaire sur un

anneau commutatif (avec conditions de chaîne convenables).

THEOREME 18 s Si les conditions 1°), 2°), 3°) , 4°), 5°) sont réalisées.
tout élément de L est intersection d’un nombre fini d’éléments p rimaires

(à droite) (Lesieur, th. 901) o

En utilisant le théorème 3, il suffit de montrer que tout élément
primal de L est primaire. o Soit a 03B2 ~ 03C0 , /3 . 03C0 , a ~ r où r

est le radical de 03C0 . D’après 2°), a est union d’éléments de A dont

l’un au moins, soit n’est pas contenu dans r . Il existe un entier K



positif tel que 03C0  0 a1K = TL’ a1K+1 1 et on a 03C9 ~ 03C0  0 a1K . D’après 3"),
03C9 est union d’éléments de N dont l’un au poins n’est pas contenu dans

03C0  a1K , soit 03B3 . On peut donc supposer s

a~  n, T~ , a 6A , a"~~ H . 
L’élément a 0 est T-essentiel d’après 4~)~ quel que soit n .

L vérifiant la condition de chaîne descendante affaiblie, il existe K

entier positif tel que 03C0 ~ a 0= jT 03B3 , ce qui s’écrit, diaprés

5°), Tfu u aK 03B3 = 03C0 ~a aK 03B3 ; d’où, puisque aK 03B3 est essentiel,
- 

u = u u(rTB a~ ) =: a u(rf B a~~) et ’H = n.’ u

== (n.’ a)n [n.’( H B aK 03B3 )] . On en déduit, il étant primai et

TL’ 
n~(T~ ~ = H , d’où a~~  TT . Contradiction..

Le théorème 18 est complété par un théorème d’unicité :

THÉORÈME 19 ? Dans les conditions du théorème 18. tous les composants
primaires d’une décomposition d’un élément de L sont isolés (Lesieur, th.

10.4).
Nous montrons que le radical p de tout élément primaire 03C9 est

. couvert par u . 0

Soit y tel que p y ~ u . L’élément p est de la forme TT’.~)
On a y~ ~ ~ d’où y ~ > T! . ~ vérifiant la condition de chaî-

ne descendante affaiblie, il existe 5 tel que .

On en déduit y 03BE ~ TT == 03BE ; en effet, on a 03BE  y 03BE u 03C0 et

y ~ u n == H entraînerai t y 6 ~ T[ puisque ~ ~TT~
y ~ Tî B ~ = P .

03BE est union d’éléments T-essentiels dont soit 03B1 , est tel que

y ~ ~ TI , d’où ~T)=r ~~ ~TB = ~ ,
Mais, 03BE  03B1 = u03B1  y03B1 ~ 03BE  u 03B1 ~ 03C0  y 03B1 ~ 03C0 = 03BE ~ u 03B1 ~ 03C0

= y 03B1 ~ 03C0 . L’élément (X étant T-essentiel, on a u = u U ( n*. x)

= y ~ ( n B o() . Or , on a .TT B 0( TT B ~ (car 03B1 = u (x  TT

et (H Bo() (X ~ il ) , d’où

Problème’s : 1- L’affirmation suivante est-elle exacte i

Dans un anneau commutatif sans condition de chaine, pour qu’un idéal
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fort (au sens de Krull) q de radical p soit ~-irréductible,

il faut et il suffit qu’il n’existe pas d’idéal p-primaire entre q et

q : p ? .

2- Peut-on généraliser le paragraphe 8 b) de façon à obtenir un

théorème d’existence de décomposition en éléments primaires à droite s’appli-

quant aux idéaux à gauche d’un anneau non commutatif (à condition de chaîne

convenable) ? On peut remarquer que la commutativité n’intervient pas direc-

temont dans la démonstration du théorème 17 ; elle intervient par l’intermé-

diaire des éléments T-principaux.

3- Peut-on généraliser dans le même but l’étude du paragraphe 7 ?

Remarque analogue. ..

4- Peut-on étendre la méthode de L.Lesieur (loc. cit. et C.Ro,

234, 1952, p. 1017) pour démontrer que la condition de chaîne descendante

sur les sous-modules d’un A-module unitaire entraîne la condition de chaîne

ascendante ? (A commutatif et A non commutatif).


