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Séminaire ,P. DUBREIL
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Année 1954/55
T Exposé n® 1

SUR_UN_PROBLEME D'APPROXTHATION DIOPHANTIENNE NON HOMOGENE,

(Exposé de R. DESCOMBES, le 8 novembre 1954)

1.~ Introduction : Enoncé du probléme.

Dans tout cet exposé, g désigne un nombre irrationnel et Y un nombre
réel arbitrairement choisis tels que 1'équation v&- u +7 = 0 n'ait aucune

solution en u , v entiers ordinaires,

L'étude des petites valeurs de la forme v&-u + M a été abordée par
Minkowski qui a établi (Ann. Fc. Norm. Sup., 1893) que, pour tout choix de §
et n (avec les restrictions ci-dessus, évidemment destindes & écarter les cas
triviaux), on a

1

Lin |[v(vi-u +9)| sz (uy, v entiers quelconques, v # 0).
Grace a montré par exemple . (Proc. London Math. Soc. 1918) que la valeur % est

atteinte pour certains couples E s N1 .

Or on a

lim \V(VE~ u +N)| = inf[ lim vivE - u + 1, ;L__i_r_nv‘vg—u -yl
ol les limites infé rieures sont prises, au premier membre, pour tous les cou-
ples d'entiers u , v avec v £ 0 et au second membre pour tous les couples
u, v avec v > 0 ., Cette remarque évidente introduit le probléme dont nous
allons nous occuper : celui de 1'étude des petites ﬁaleursAde la forme
vg ~u + ¥ lorsque u prend toutes les vdeurs entiéres et v toutes les va-
leurs entiéres positives. Ce probléme n'est identique & celui de Minkowski que
dans le cas ot N = % (mod, 1).

2.~ Indication des résultats.

Posons

(2.1) K(f V) = lim vﬁvrf-u.+ nl  (u, v entiers quelconques, v >0 )y
ot u,v

(7.3 K = max k(E,n)
ol le maximum est pris pour tous les irrationnels s et tous les réels 1

avec v§-t1+-q # 0 pour tout couple d'entiers u, v .
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La recherche de la constante K , jouant pour notre probléme le réle de la

constante % pour celui de Minkowski, a donné ieu aux encadrements suivents :
3 (Prasad, Proc. London 1 (Knintchine, Math,
52 €K “Math, Soc., 1951) K g\/;s—* 0,447 c0 “yim., 1935)

0,354+ ';”‘—‘27—"‘€K<-‘§' = 0,4..-({Poitou et Descombes
10 /110 C.R. Acad. Sc., 1952)
Enfin Cassels, dans un article (Math. Ann., 1954) qui est la source principale
de cet exposé, vient de montrer que
2L - 0,3644
28 /7

et que ce maximum est "isolé", c'est-a-dire que

K=

K(g, 1) < K entreine k(g,n) (f‘l‘ = 0,3636...

3.~ Indication de la méthode.

La néthode utilisée par Cassels consiste essentiellement 3 ctoisir pafmi
1'ensemble de tous les couples d'entiers u , v (v> 0) deux suites récurren—
tes -de couples u_ , v. et u', v! telles que

n n n n
o - s r - 1! -~ ' +
G.1) k&M = lin [vivE~u +nl , vlviE-ul «ql],
n-> +
En outre, pour parvenir & un calcul commode des quantités entre crochets on
rattache u_ , v. et u', v! & la réduite p /g de rang n dans le déve-
n n n n n’ “n
loppement de i en fraction continue. Rappelons donc briévement les résultats

de cette derniére théorie, afin de préeciser les notations,

4.~ Rappel de la théorie des fractions continues.

Pour alléger le langage, nous supposerons dans toute la suite % >0, ce .

qul ne restreint pas la généralité.

p .
Soit {q——z} " (n=-1,0, 1, 2, ...) la suite des réduites de E , rangées

dans l’ordrg des ﬂ'qng - P, dgcroigsants, en commencant par la réduite pré-

liminaire —=t = & s suivie de — =2 y O a. = [g] (partie entidre de & ).
-1 0 q0 1 0

La propriété fondamentale des réduites s'exprime par s

sauf si les entiers p
et g sont tous deux
nuls.

() Vg8 -pi<{q8-p | entratne laldq
d'ol il résulte que

4.1 1j - = i -
(4.1) Linja(a5 - p) Lin | (@8 - Pyl
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oh la limite inférieure du premier membre est prise pour tous les couples d'en-
tiers p, a (a #0) .
Posant E_n :q_nZ —~P, »On2 En> 0 pour n pair, 5n< 0 pour n
impair, et

(4.2) €n 1 " Ep1 =P 4 " P4 T (-1)% 2
de plus

(4.3) Pnsl = Znel Pp * Pp et = %ps1 9 * 9pa

ol les entiers a s tous strictement positifs pour n >1 , sont, avec aq s
les quotients inconplets de )S‘ s ce qu'on note
(4.4) es' = (ao 8 8y eee 8 cee) o

En introduisant enfin les quantités

£ A % ~P_ 9 |
(4.5) Xn:6n2:~n2g_n2s, ynz__._l’.l.._?. (nz1) ,
n-1 -1 Pp-1 -1
on a
(4.6) x,>1 , -1<y <0 (sauf y, = 0, et, peut-8tre, y, = ~1)
et : _ '
1 1 .
(4.7) el 5 x_ - a » Ini Ty —a >’ “n” [an
n  ‘n n n
d'ol, avec la notation (4.4)
(408) Xn = (an an+1 ooo) (n > 1)
et, d'aprées (4.2)
-1)2
(4.10) q & " Tn+l T Vnwl
d'ou non
(4.11)  umlq(e§- )l = .
: = 14 T 1lin (xn ~y,) "
: n

5.~ Consgtruction d'un algorithne.

Ces résultats étant rappelés, la suite {un’ ’ Vn} annoncée au paragraphe
3 sera caractérisée par le thiordme suivant, aprés avoir posé par définition
A(Dnzb'ng—un+q:
Théoréme 1. Pour tout n >0, il existe un couple d'entiers wos YV et un
seul tel que : . .
q - En—-l< f’n< O si n est impair

ou bien @
(An) 0 \<‘vn <gq, avec {

0< Fn<—8n_1' si n est pair
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<p,<0 si n est impair
n n

ou bien : (B.) Q. <V, <q +g avec{f
n n= ‘n o ol 0<p <t  sin est pair
n n
Unicité de Wy Ve Démontrons-la dans le cas n impair, pour fixer les

idéeSo

- S'il cxistait deux couples solutions de A‘n , on en—déduirait par différen-

ce un couple u , v satisfaisant aux conditions
-
0<v<a, | vE u\<€n_l
qui contredisent (P) sauf pour u=v =20,

~ S'il existait deux couples solutions de Bn s on en déduireit par différen-

ce un ccuple sctisfaisant aux conditions
0gv<q 4 \vE—u\<\Enl
qui contredisent (P) sauf pour u=v =20,

~ 8'il existait un couplec solution de An et un couple solution de Bn s ON

en déduirait de méme un couple u , v satisfaisant aux conditions

<
O\v<qn+q n-1

n-1 En<v§’—-u<€

qui, compte tenu de 1l'alternance du signe de En , contredisent aussi (P)

sauf pour u=v =0,
Existence de Uy s Vo On la prouve par récurrence.

Pour n =0, les conditions irmposées & Vq par BO somt contradictoi-~

res, Au contraire AO adret le solution unique Vo = o, Uq = [r]] o

Supposons que U sV, existe ;

~Siona Bn s on vérifie que le couple

(5bl) u

v
n+l

R R nel = Vn T 9
est une solution de An+1 y car @ <V, < q, *+ implique

0< Vne1 < 9pog <94 ¢

| P
. n .
- Siona A , posons b ., = [xn+l - é_n_] . Comme € a le signe de En

Pn
avec P < | gn_ﬂ sona 0<% £ <xn+l d'ol 0K bn,+'1< a ,1 3 on vérifie
~alors que le couple n
(5.2) Ynel T Uy ¥ bn+l Pn *Ppag 2 Vpa T Vn t bn+1 Iy + U

egt une solution @e A4 ., si b g # & ,4 etde B , si b ,=a

n+ » GO

n+l
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qui achéve la démonstration du théoréme 1,
Remargue. Le cas Bn n'intervicnt donc qu'encadré par An—l et An+1
et il inplique

Y T U1 * 8 Pry P % g tPy 2 VTVt Yy
d'ou

(5.3) Unel S TPy T W1 2 Va1 TV T 9% T Vpa
et, d'aprés (5.3) et lo définition de A
Pp-
(5.4) o<—€§”1=_—3i<1
_ 1 n
d'ol 1'on tire encore
P Foep tE, P
o<t < e o<—r—1i-1-<-:——r-¥=g@<1.
© Cn-l “n n

L'inégalité (5.4) montre qu'on ne peut pas avoir une alternance indéfinie
de cas A et de cas B puisque Ek -> 0 avec 1/k ; comme Bn implique

v

n—l=v

nel et que A implique Vel > v, o il en résulte que

(5.5) lim V. = + 00
n~>+Q n

Formules de récurrence. En posant

v e
- ._g —_ -—Q | I
(5.6) thet = 4, VS € (dfot 0 <Zn.1 <Xn+1)
on peut traduire ces résultats par les formules de récurrence

- . 1 _x.A3
Si A 4 (ctest-a-dire 0 < t, < 1)
Z t
(5.7) xn*lzxn_zn"bn » ol o n TP s
n+l yn+1

0 ébn = [xn - zn] <a,

_ as et 534 _ _
Si B, (clest~a-dire 1 < t, <1l-y,,ouencore b _,=a ,
(5.8) Zn-:-l__l._Z tn+l-l—t . 1 <1

) Xl n ’ Vpa1 N A
. _n-1nj _
. avec @ z, = E- %] et tl =0

6.~ Propriétés d'approximation de 1'slgorithme,

Comparons 1'ensemble des couples d'entiers u , v (v > 0) & l'ensemble

des couples u v
p n? Vn *
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Etant donnés wun couple d'entiers u , v et un indice n » 0 quelcon-

ques, on peut, en vertu de | P19, = Py qn—l\ = 1, définir les nombres
I s Py F s /3 par les égali}tés )
Uy~ =y Py By Py U =Xpy g PPy
(6.1) - -
n —un -1 +/3n Y vEAQ gt P’ 94

et, puisque u sV, U,V sont entiers, on obtient par ces formules tous

n
les couples d'entiers u , v en donnant & o , [3 tous les couples de valeurs

définis per

(6.2) X = o N f= ﬂn (nod. 1)
Posons
oA~ = A = .
a =r /3 /31'1 = s (r , s entiers)
et étudions pour n fixé les couples u , v satisfaisant 2
(6.3) 9, €V <Qqy,q *

Si on est dans le cas A clest-a~dire si 0 < v, <9, (6,3) entraine

O<Ir -1 ¥ 5 9 < %4
c'est-a-dire d'aprés (4.5)

(6.4) O<s-r Tnel <841 7 Tnat
qui implique que r et s ne peuvent pas 8tre tous deux négatifs ou nuls.

Si v =vy=0 (ce qui n'arrive d'aprés (5.5) que pwrun nombre fini
" de valeurs de n ), on a éviderment vivE —u+nl> v \en\ « En écartant

ce cas trivial, on a d'aprds (6.1), (4.5) et (5.6) :

S T Vny1 I‘Xn-r-l"s__l

vivE - u +nl - (14
vn \ Pn‘ tn+1 Zn+1

. Le premier terme du second membre est supérieur & 1 d'aprés (6.4) et tn+1 <1

exaninons le second terme.
- Si r est négatif ou nul et s positif, le second terme est supérieur 3 1,

~S8i r>»2, les inégalités X 1> % et (6.4) entrainent (en omettant

n+l
1'indice n+l pour X,y , a €t z ) 3
— — - - —-\ -
rx 81| - LX s _ > nlx=y) (av‘-1>(r.~1u—-1
z : z z z

qui est supérieur & 1 dés que r» 3 .

En résumé, les inégalités
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qrzxg‘V(q:wl | vwg—u*‘q]‘{vn\Pn\
nc peuvent &tre satisfaites simultenément que pour r=1ouz,

-8 r=1, 1'expression

vlvg~u+n!_&+s~yn+1‘ xn+1”s_1
vt P T 2z z
nt'n +1

n
-prend pour les entiers s définis par (6.4) c'est-a~dire par 0 < s < a0l

n+l

une valeur au roins égele & la plus petite de celles qui correspondent &- -

=0,8=0D) et s:bn+1+1'(carx -8 ~ 2

hel el n+l change de signe
quand on passe de s=Db , & s=b , +1).0r: '
~pour r=1 et s= b, ona d'aprés (5.2)
wEvy t bn+l Pp * Ppo1 = Yo V= Ve 3

-pour r=1 et s =0, nous poserons

- — ot - I T - | .
(6.5) us=u +p =W o, V=V +q 4=V , fn..vn?:'J wo+n s
-~pour r=1 et s=b , +1, onadonc, d'aprés (6.5)
- ! t
U=t V= Vnet

-Si r =2, enfin, des calculs analogues permettent de montrer que les va-
leurs entiéres s définies par (6.4) correspondent & des valeurs de

vivg - u +n| supérieures au plus petit des deux produits v, [Pyl et

Y+l ‘ Pn+l! ¢
En résumé, les inégalités O v, <aq, (cas An) et q g v<a,,,
(6.3) entrainent, en tenant compte de la définition (6.5) : '

vlvg—- u + rl‘ > inf[vnﬁ’n\ ’ vx;\e" > Vnal \Pn-s-l\ ’ n+1 lP +1\ 1.

Si on est dans le cas B , clest-a-dire si a, v <q +q, 0

avec Vn 17

nent d'étre faites pour le cas A montrent que (6.3) entraine

a

=V,1 TV, qn ’ des comparsisons analogues celles qui vien-

vivE ~u +w\pinflv |P )\ , v 4 |Ppild - |
En rassemblant tous ces résultats, on peut donc énoncer le théoréme
suivant, analogue & la propriété (P) des réduites :
Théoréme 2. A tout couple d'entiers u , v (v > 0) , on peut associer un in-
dice n » 0 tel que
- Y
vivE-u 4> ilr-lf[vn WPnl 2 ¥y lPﬁlJ *
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Comme, d'aprés (5.5) et (6.5) ona lim v, = lin v!= + o,
' n-» +00 . n->+®

il en résulte, corme il a été annoncé par (3.1), le

Théoréne 3.

K(E,m) = Lm (v, \f | » va\PaY]e

n->+4+w
7.- Caleul de v, \p,| etde v!|Pl|.

On a, d'aprés les définitions (4.5), (5.6) et (6.5) et la formule (4.10) 3

=t _ tn+1 nsl
Vn \Pnl' n+l Zn+l qn\grﬁ T x -

n+l n+l
B RSP (g = Ynu) 0y = 20
Vol fnl = g 41/ | Pn n-1] = X1 = Vet *

D'aprés le théorsme 3, ces formules permettent donc le calcul de k(E,h)

en utilisent les relations de récurrence (5.7) et (5.8).

8.~ Exclusion de B, pour k(E,q) _assez grand,

Supposons qu'au rang n on soit dons le cas Bn s c'est-a-dire que

1<t ~ ¥p41 ¢ On @ alors d'aprés (5.8) 0<z , <1 et, d'aprés (5.1)

n+l <l

(tn+l -0 - Zn+l>qn\€n\
- 1)1 -2z

Vnst \Ppa1l = (vn B qn) ‘Fh =&

(t

n+l n+l)

—

' *n+1 n+l
En sous-entendant 1'indiece n+l pour x ,y , 2z et t , les deux fonctions

de z, toutes deux positives

] _ (=10 - g)
n\Fn‘"x——y et Vn+t \Cnatl = X -y :

sont, pour 0 <z €1, 1l'une croissante, l'autre décroissante, la premiére

s'annulant pour 2z = O et la seconde pour 2z = 1 ; la plus petite d'entre
elles est donc au plus égale, quel que soit 2z dans cet intervalle, & la va-

leur commune unique qu'elles prennent pour z = 2€ — f
t(t - 1) )
(x -y)(et - 1) *

Cette derniére fonction de t est croissante pour 1 €t < 1-y ; donec :

et qui vaut

t(t - 1) -yl - v) < =X (l
(x -y)(t - 1) ° (X—Y)(l—Zy) I ~2y 3

puisque x>1 et y> ~1 ,
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Ainsi, d'aprés le théoréme 3, la réalisation du cas B, pour une infi-
nité de valeurs de n implique k(f,n)=€'% ; d'aprés les encadrements donnés

au paragrophe 2, k(§,Y) est alors assez éloigné de K .

9.~ Caractérisation de k(&,%) par les suites {?n} , {bnz.

Les expressions (4.8) et (4.9) de X, et Ty nontrent que les valeurs
dtaccurulation de X, Ty lorsque n = + ® ne sont pas influencées par les
p prenmiers quotients incomplets, quel que soit p arbitrairement fixé. De
méme, si, pour n p , on a toujours An , comne les prodults Xnel** Fnk
et T yh—l"'yp+l tendent respectiverent vers + oo et 0 avec k et i/n ,
les forrmles déduites de (5.7)

Z
x . -p . - okl
s =% -b - X4l T Poal . Xn42 = Pnap _ . (_1)k nk kX
n n n Xn+l Xn+l *na2 Xn+l"'xn+k
. _ B _ _ n-p+1
tn - yn(yn--l bn—l) In yn—l(yn—-Z bn—2) *eee + (-1 Ip oo
X "b —'t
p+1(yp 0 10).

nontrent que les valeurs d'accurmumlation de 2. et tn ne sont pas influen-
cées par les p premiercs valeurs de a, et b .

Puisque k(f,n)>> % implique qu'on a A ~ pour tout n assez grand,

il en résulte que dans cctte hypothése k(§,1) est entiérement déterminé par
la donnée, & partir d'un certain rang, de deux suites d'entiers positifs a,

et bn avec an> bn;. 0 et

X .= V.= —— e =[x_]
ntl T x - a ntl Ty - a n “"n
n n n. n
‘nal X -2_-Db Eﬁil = -t -b b =[x z_ ]
X1 T n n n Vet = n n n- -n n
O<zn<'xn —1<’yn<0<'tn<1

et d'une manidre analogue & (4,11) :

(b, -y ), - 2)

t 2
k(%,9) = Lln [28 , 5
ne+0 n ~ In S N

10.~ Conséquences : Détermination de K ,

En comperant, & l'cide des formules du paragraphe 7 et des formules de

récurrence (5.7), les valcurs des produits Vo Pl s vﬂ ‘fﬁ\ relatifs & des
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indices n différents entre eux de quelques unitds, on est conduit & des cal-
culs plus compliqués mais analogues & celul par lequel nous avons établi que
k(5,4) > % est, & partir d'un certein rang, incompatible avec B , C'est par
cette voie que Cassels prouve que 1l'hypothése k(g,q)2> I% exige que les
suites des a, et des bn soient exclusivement constituées, & 1'exception
d'un nombre fini de termes, par la répétition indéfinic de la période suivan-

te, désignée par S

% T 4 Sn+1
S

I

= a =1

an+2 n+3

b 2 4, b =b =b

n n+l n+2 n+3 0

1

En fzit, les nombres ‘g et N corrcspondant aux développements de ce
" type sont ceux de la forme
§=AC7+B “:—35[’7—’7+E\ﬁ+F
C\/-'7+D 14(CW+D)

ot A, B, C, D sont des entiers arbitraires tels que AD - BC =

i

Parmi eux se trouvent les couples notables
- _ .3/ _ 7= \7 R
S=vr M=t o £ > N=-1e
Pour tous ces couples on a k(f,q) = —2L 5.4 ; par suite @

28\/’7 11 |
Théoreme 4, ”

L
2

K = — 0,3644-.1

27
28 V7

11,~ Autres valeurs remarquables de k(g,ﬂ) .

o

La valecur de k(g;q) irmédiatement inférieure & K (ou la borne supé-
rieure de ces valeurs), donc inféricurc a 4 y n'est pas connue, Citons ce-
} 3 11
pendant la valcur —— = 0,3528.,. qui correspond aux couples Z > N
10 /110

dont le développement par 1'algorithme précédent est exclusivemsnt constitué,

4 partir d'un certain rang, par la répétition indéfinie de la période
4 1 1 1 1 1

a
T '{.b 2 0 0 0 0 o0

et aussi la valeur 2QI§E§JZE = 0,3505... qui est une valeur d'accumulation

pour 1l'ensemble des k(§,n) et qui correspond aux couples g » | dont le

I

A

développement ewt constitué & partir d'un certain rang par les groupements &

et T de la fagon suivante :

eee TS 000 8T8 060 STS eeeees STS 2.0 S TS oen
ny fois S.m2 fois S _ iy fois S
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ou les entiers o augrentent indéfiniment avec k .

On peut se demander si ces deux veleurs sont respectivement la valeur
immédiatement inféfieure & K et la plus petite valcur d'accumulation des
k(£,1) . L'algorithme qui vieht d'&tre décrit pourrait permettre d'en déci-
der. Au prix de quelques modifications, il pourrait aussi 8tre utilisé pour

1'étude diophantienne de la forme vg -u + ¥, sans la restriction v >0,



