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13-01

SUR LES ANNEAUX NON COMMUTATIFS.

I. RADICAL

par Claude JOULAIN

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
15e année, 1961/62, n° 13 5 mars 1962

In:troduction... On considère, dans cet exposée des idéaux d’un anneau A ~ non
nécessairement commutatif, non nécessairement unitaire, et les idéaux d’un demi-

groupe non commutatif, sans élément unités La première partie est consacrée à
l’étude des idéaux premiers, et du radical de Baer et McCoy, d’un idéal bilatère
dans un anneau A ~ ou dans un demi-groupe D. La seconde partie, traite des

idéaux primitifs, et du radical de Jacobson, d’un idéal bilatère, dans un anneau
A . Les références bibliographiques sont indiquées au cours de l’exposé qui

reprend, dans ses grandes lignes, un chapitre de l’ouvrage C ~0~.

1. Idéaux remiers . R ad ical de Baer et 

DEFINITION 1. 1. - L’idéal bilatère P est dit premier dans l’anneau A ,
s’il vérifie la propriété

remarque. - Cette définition équivaut à la suivante

qui n’ en diffère qu’ apparemment, lorsque A n’est pas unitaire.

r

DEFINITION 1.2. - Un idéel bilatère P , nst dit complètement premier, s’il
vérifie la propriété

(cf. FITTING [5J). .

Dans le cas commutatif, cette notion coïncide avec celle d’idéal premier.



Dans le cas non commutatif, tout idéal complètement premier, est premier, 
la remarque précédente. Mais la réciproque est fausse : dans l’anneau 14~ des

matrices carrées d’ordre 2 sur un corps, l’idéal nul est un idéal bilatère

premier, mais non complètement premier.
, ,

PROPRIETE 1.1.... Pour qu’un idéal bilatère P soit premier, il faut et il

suffit qu’on ait la propriété

Cette propriété, portant sur le produit des idéaux bilatères, fournit une défi-
nition d’un idéal premier, équivalente à celle de N. H. McCOY ; c’est la défini-

tion donnée par lv. JACOBSON (cf. No JACOBSON ~7~ ~ .

Démonstration. -’ Soit @ un idéal bilatère prernier, et soient B et C deux

idéaux bilatères tels que : B ~. 6~ ~ b et c , sont deux éléments

de B et C tels que 

Or BC ~ il en résulte

Réciproquement, soit P un idéal bilatère, vérifiant la propriété
BC ~ P => ou C S P . Soient b et c tels que On a

Soit P ; si (b) est l’idéal bilatère engendré par b , on a

1

DEFINITION 1.3. - Un idéal bilatère § est dit semi-premier, s’il vérifie la

propriété



( J idéal bilatère) (cf. A. CHATELET [4]).

Un idéal premier est semi-premier, d’après la propriété 1 . 1.

Une intersection d’idéaux semi-premiers est un idéal semi-premier.

Toutes ces notions s’appliquent sans modification à un demi-groupe D .

DÉFINITION 1.4. - Un anneau A est dit premier (resp. semi-premier), si
l t idéal nul est premier (resp. 

Un anneau d’ intégrité est un anneau dans lequel l’ idéal nul est complètement
première ,

Si P est un idéal complètement premier propre, d’un anneau 1. (resp. d’un
demi-groupe D ~ ~ ~ le complément (resp. D - 6~ ~ est multiplicativement
fermée

Si P est un idéal premier propre d’un (resp. d’un demi-groupe D ),
le complément 6~ (resp. D ~ (P ) est un rn-système, conformément à la défi-
nition suivante.

i

DEFINITION 1.5. - On appelle m-système d’un anneau h (resp. d’un demi-groupe
D ) , un sous-ensemble non vide ?TL (resp. de D ~ ~ tel que

b x ~ A (resp. D ) avec bxc ~ M .

Cette notion généra:Lise celle de système multiplicativement fermé ; elle permet
d’étendre au cas non commutatif, des résultats démontrés par W. KRULL dans le

cas commutatif (cf. W. KRULL [8]).

THEOREME 1.1. - J étant un idéal bilatère d’un Î. (resp. d’un demi-
groupe D ~ ~ il y a identité entre les idéaux bilatères suivants

a. l’intersection S des idéaux premiers contenant 

b. l’ensemble S b des éléments x , tels que tout m-système, contenant x ~
rencontre 

Ce l’intersection S c des idéaux semi-premiers contenant J , c’est-à-dire,
le plus petit idéal semi-premier conten~.~t ~ .

Démonstration.

1° Tout idéal premier étant semi-premier, on a S o



2° On a Sb ~ Sc . Sont 03B2 ~ Sb , 03B2 ~ S . II existe un idéal semi-premier
§ , contenant tel que 03B2 ~ S . On a (03B2) ~ § et par conséquent (?) 

3 ~ § .

Il en résulte que et, por suite, il existe B ~ A (resp. D ) tel

que 6. = § ~ De il existe X.. ~ ~ (resp. D ) avec

On définit ainsi, de proche en pro che, un m-système (? ~ p~~ ... , ’**)

qui ne rencontre pas S , donc qui ne rencontre pas J , et qui contient 03B2 ;
ce qui est contraire à p ~ S .

3~ On a Soit a ~ S , a ~ Sb ; alors, il existe un 

contenant 03B1 , et ne rencontrant pas 3 . L’ensemble dos idéaux bilatères, con-
tenant 3 et ne rencontrent pas n’est pas vide, et c’est un ensemble induc-

tif. D’après le théorème de Zorn, cet ensemble possède un élément maximale soit

~ ; montrons que P est premier.

Soient B et C deux idéaux bilatères non contenus dans P ; pour montrer

que (P ~ il suffit de montrer que (B + P)(C + (P) ~ (P . On peut alors sup-

poser que BD(P et existe donc et X

tel que b03BBc ~ M ; et, par suite, P , ce qui implique P . L’idéal

P est donc un idéal premier~ contenant 3 ~ et ne contenant pas ce qui est

contraire à a ~ S . 
’

a

On a établi S &#x26; S ~ S ~ s d’où le théorème 
a b c a ’ 

’

COROLLAIRE. - Pour qu’un idéal soit semi-premier, il faut et il suffit qu’il
soit l*intersection (finie ou infinie) d’idéaux premiers.

DEFINITION 1.6. - L’idéal bilatère S = S . déterminé dans le théorème

1.1, s’appelle le radical de Baer et McCoy, de l’idéal bilatère J , et se note
c

La démonstration du théorème, utilisant les m-systèmes, est duc en substance à
N. H. McCOY [11].

En particulier, pour qu’un anneau A soit semi-premier, il faut et il suffit
que le radical de Baer et McCoy de 1 t idéal nul soit nul.

L’application 3 -~ ?(3) ~ vérifie les propriétés suivantes :



Ces propriétés sont mises en évidence par S. A. AMITSUR [1] dans sa théorie

générale dos ra,dicaux $ on les déduit facilement du théorème 1. 1.

On étend la notion de radical aux idéaux à gauche X d’un anneau A , d’ un

demi-groupe D ~ ou aux sous-modules X d’un ~~»module en considérant les

idéaux bilatères

( X °. 1. est le résiduel à gauche de X par x. ? c’est l’ ensemble des x E A

tels que 

DÉFINITION 1.7. - On appelle radical de Baer et McCoy de l’idéal à gauche X

de l’anneau A (resp. de 1 idéal à gauche X du demi-groupe D avec O , du
sous-module X du ~~~.nodule le radical de Baer et ilcCoy de l’idéal bilatère
X ° . ~: (resp. de l’idéal bilatère X ~ ~ D , de l’idéal bilatère X ~ . M ).

2. Idéaux p rimitifs. Radical de Jacobson.

DÉFINITION 2.1. - X étant un idéal à gauchc d’un anneau A , on dit que e

est élément unité à droite modulo X , si on ~,~ pour tout a E A ,

S’ il existe un élément unité à droite modulo X , 1~ idéal à gauche X est dit

régulier (cf. N. Ji.COBSON [7], N. BOURBAKI [3]).

Si l’ anneau A est unitaire, tou t idéal à gauche est régulier; l’ élément

unité de l’ est élément unité à droite modulo X , quel que soit l’idéal
à gaucho X 0 .

, ,
PRQPRIETE 2.1. - Soit X un idéal à gauche propre, régulier, et soit e ,

élément unité à droite module X . On peut trouver un idéal à gauche Y ~ maximale
contenant X ~ tel que e soit élément unité à droite modulo Y .



On a e ~ X , sinon a- d a entraînerait ce qui est

contraire à X propre. L’ensemble des idéaux à gauche, contenant X et ne conte-

nant pas e ~ est inductif, et, diaprés le théorème de Zorn, possède un élément

maximal Y. Montrons que Y est maximal dans lt ensemble des idéaux à gauche

de l’anneau li .

D’ autre part, soit Y c Z ; alors e ~ Z et on a, V 

Enfila V a E ~~ ? a - ae E Y donc e est élément unité à droite modulo Y ~
et Y est régulier.

2.2. - Un idéal bilatère G’ est dit primitif à g°a uche! s’il est de

la forme

eu M est un idéal maximal régulier de l’ anneau A .

Une définition équivalente d’ un idéal primitif à gauche est la suivante :

P est l’ dt un A-module à gauche M , simple, ot tel que 0

(cf. JACOBSON [7]).

Le est le module quotient ~y étant considéré comme

~~.mod~.e à gauche.

PROPRIÉTÉ 2.2. - Tout idéal primitif à gauche, est premier.

Soit @ un idéal primitif à ga.uche ; on s, ~’ ~ 0 ~. ~ ~ où ~ est un A-module

à gauche, simple, tel que AM ~ 0 .

Soient B D ~’ = C ~ 4~’ deux idéaux bilatères ; il existe x tel que

Cx ~ 0 , d’ou Cx = m. De on a Bm ~ 0 , d’ où BCX / 0 et 

PROPRIETE 2.3. - a étant un élément n’ appartenant pas à l’idéal à gauche maxi-

mal l’ idéal à M -’ . a : ~ x E 1. ; x a E est :



ou bien 1’idéal A ~

ou bien un idéal à gauche maximal régulier.

et soit 1~ ~ w a.

On a M ? iY1 étant maximal, si est l’idéal à gauche engendré par
ba , on a

Il existe donc e E (b) tel que

Si x est un élément quelconque on a

d’où x - xe ~ X , ce qui montre que e est élément unité à droite modulo X ,
et que X est régulier.

De plus, x E X + ~ b ! ~ ce qui montre que X ;st 

THEOREME 2.1. - 3 étant un idéal bilatère de l’anneau A , il y a identité
entre les idéaux suivants :

a. l’intersection des idéaux primitifs à gauche contenant J ,
b. l’intersection S~ des idéaux à gauche maximaux réguliers contenant 3 .

Déinonstrationo

1° S b . ~ Nous allons montrer que tout idéal à gauche, maximal régulier
contenant J , contient un idéal primitif à gauche contenant 3 .

Soit M un idéal à gauche maximal régulier, et soit e élément unité à
droite module l~ ~. il est primitif à gauche.

Si on a et xeeM d’où x ~ M et 

De plus, ~~~ ,~ > ~ ~ ~’ .

Il en résulte :



S est donc l’ intersection d’ idéaux à gauche maximaux réguliers contenant 3
a

(propriété 2.3) ; il en résulte

DEFINITION 2.3. - L’idéal bilatère défini dans le théorème 2.1,
s’appelle le radical de Jacobson (à gauche) de S dans h ~ et se note ?-(3) .
On définit de façon analogue, le radical do Jacobson à droite de l’idéal  .

Un résultat remarquable est l’identité du radical de Jocobson à gauche et du

radical de Jacobson à droite.

Il suffit de démontrer cette identité pour l’idéal nul, et de considérer ensuite
l’anneau quotient A/J . On introduit pour cela la notion d’élément quasi-régulier.

/

DEFINITION 2.4. - Un élément a i d’un anneau A , est dit quasi-régulier à

gauche, s’il existe un élément b tel que a. + b .. ba = a 8

Dans un anneau unitaire, on a la définition équivalente : a est quasi-régu-
lier à gauche, si 1 - a est inversible à gauche.

En effet,

On définit de même un élément quasi-régulier à droite.

Un élément a est quasi-régulier, s’il existe b E l~ tel que



Cette notion va nous permettre de caractériser le radical de Jacobson à gauche de

l’idéal nul, appelé également radical de l’ anneau.

PROPRIETE 2c4. - Le radical de Jacobson à gauche de l’idéal 0 t est le plus

grand idéal à gauche, constitué d’ éléments quasi-réguliers à gauche.

10 Tout élément est quasi-régulier à gauche.

Soit a E ~ J ( Cj . Les éléments de la forme b ~ ~i ~ forment un

idéal à gauche X 9 cet idéal est x ~ ~~ .d En effet, supposons Xi 1‘: . X est

régulier et a est élément unité à droite module X . D’ après la propriété 2.1,
il existe un idéal à gauche Y maximal régulier contenant X ~ tel que a soit

élément unité à droite module Y . On a : ~(0)~Y~

ce qui est contraire à Y maximal*

Il en résulte X = ~~ ~ et il existe tel que

2° Réciproquement, soit X un idéal à gauche dont tous les éléments sont

quasi-réguliers à gauche, montrons 

Soit alors il existe un idéal à gauche maximal régulier
M tel que a ~ On a

Si e est élément unité à droite module on a :



il existe donc b tel que c ~ ’b ~ bc .~ 0 , soit

ce qui est contraire à maximal.

PROPRIETE 2.5. - Un idéal à gauche X , dont tous les éléments sont quasi-régu..
liers à gauche, a tous ses éléments quasi-réguliers.

Soit a EX; il existe b tel que

Il en résulte

et a est quasi-régulier.

Des propriétés 2.4 et 2.5, on déduit la caractérisation suivante du radical
de Jacobson à gauche de l’idéal 0 .

1 / .

PROPRIETE 2.6. - Le radical de Jacobson, à gauche de 0 ~ est le plus grand
idéal à gauche, constitué d’ éléments quasi-réguliers.



Le radical de Jacobson étant un idéal bilatère, cette propriété 2.6 entraîne
l’identité du radical de Jacobson à gauche et du radical de Jacobson à droite.

On a également le corollaire suivante

Tout nil...idéa.l, à gauche, est contenu dans le radical de
Jacobson de 1’ anneau.

En effet, si a est un élément d’un nil-idéal, on a an = 0 .

En posant 

b - ’ba = a + b.~ ab = 0 o

a est donc quasi-régulier et a E ( 0) .
PROPRIÉTÉ 2.70 - Le radical de Baer et d’un idéal bilatère J est con-

tenu dans le radical de Jacobson de 3 .

Ceci résulte du fait que tout idéal primitif à gauche est premiero

En générale il n’y a pas égalité entre le radical de Baer et et le radi-

cal de Jacobson, comme le montre l’exemple suivant dans le cas commutatif.

On considère un anneau d’intégrité commutatif, local et unitaire? dont l’idéal
maximal n’est pas nul. On a dans ce cas ~( 0) : 0 ~ ~ J ( 0) ~ 1T ~

Exemples o

Anneau des fractions a b , où a et b sont entiers, b n’étant pas multiple
du nonbre premier p.

Anneau des fractions f (x). ~ ou g( 0) ~ 0 ~ f(x) , g(x) E K[x] .
Les anneaux, pour lesquels on a pour tout idéal bilatère J ,

sont appelés anneaux de Jacobson ( cf. 4. et W. KRULL ~9~) o
On verra, dans l’exposé suivante un exemple intéressant d’ anneau de Jacobson,

constitué par les anneaux unitaires artiniens.

L~ application ~ .~ ~(3) satisfait aux propriétés déjà signalées pour le radi-
cal de Baer et McCoy (cf. S. A. 

On peut étendre la notion de radical de Jacobson à un idéal à gauche X de
~.q anneau ou à un sous-module X d’un à gauche en considérant
les idéaux bilatères X °. A et X . M .



DEFINITION 2.5. - On appelle radical de Jacobson d’un idéal à gauche X d’un

anneau Ei , (respo d’un sous-module X d’ un A-module M ) le radical de

Jacobson de l’idéal bilatère X ~ . j~ (resp. de l’idéal bilatère X ~ . ~~ ~ .

Dans le cas des anneaux unitaires, certains auteurs considèrent un autre radi-
cal de l’idéal à gauche X de l’ anneau A (resp. du sous-module X du A-module

14 ~~ égal à l’intersection des idéaux à gauche maximaux contenant X (resp. des
sous-modules maximaux contenant X ). (cf. N. BOURBAKI [3]) a

Il s’agit bien d’ un autre radical ; en ef f et~ dans un anneau unitaire, tout idéal
à gauche étant régulier? le radical de Jacobson d’un idéal à gauche X coïncide

avec l’intersection des idéaux à gauche maximaux contenant X °. h ; mais, si X

n’est pas un idéal bilatère, le radical de Jacobson ne coïncide pas nécessairement

avec l’intersection des idéaux à gauche maximaux contenant X o

, 

On peut définir également le radical de Jacobson à gauche d’un idéal à gauche
d’un demi-groupe D à élément unité, comme l’intersection des idéaux à gauche
maximaux de D contenant Dans le cas où X est un idéal bilatère, le radi-

cal de Jacobson à gauche ne coïncide pas avec le radical de Jacobson à droite,
contrairement à ce qui se passe dans le cas d’un anneau~ Il en est ainsi pour le

demi-groupe des applications d’un ensemble infini dans 
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