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10-01

LES HYPERTAS

par Maurice KOSKAS

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
16e année, 1962/63, n° 10 28 janvier 1963

Introduction.

La notion de tas a été étudiée par P. GRILIET, dont j’ai adopté la terminologie.
J’ai retrouvé indépendamment cette notion que j’ai ensuite généralisée en intro-
duisant des applications multivoques, c’est-à-dire la notion d’hypertas.

Les parties les plus importantes de cet exposée sont d’une part celle consacrée
à l’étude de la régularité, d’autre part celle dans laquelle j’introduis la notion

d’hypertas inverse. Cette notion domine cet exposée son emploi judicieux permet,
d’une part d’ unifier, donc de simplifier la théorie des demi-groupes, d’autre part
d’obtenir des résultats nouveaux.

1. Définitions générales, exem les.

Définition. - On appelle tas la donnée d’un ensemble E , et d’un demi-groupe
d’applications de E dans E ~ noté ~ o

On appelle hypertas, la donnée d’un ensemble E ~ et d’un demi-groupe d’appli-
cations de E dans P(E), noté D. Un hypertas sera noté (E, D), (F ,
etc.

Un pseudo-tas est un hypertas ~E ~ c) tel que ait au plus un seul élé-

ment, quel que soit O ~ D,

Un hypertas ~E ~ a) est plein si on a :

Exemples.

a. D étant un demi-groupe, soient ~ le demi-groupe des translations à droite
de D ~ ~ le demi-groupe des translations à gauche, ~. le demi-groupe engendré
par R et  , n le demi-groupe engendré par les applications

x -~ t’u~ ~ xv) ( u ! v éléments fixes de D ~ ,

(D, R), (D , ) , (D , (D, ) jouent un fondamental dans différents

travaux de la théorie des demi-groupes.



On peut également considérer le cas eu G est un groupolde, et généraliser ces

exemples.

Il est clair que la notion d’espace homogène est un cas particulier de tas.

c. Soit H un demi...hypergroupe. Soit ~ le demi-groupe engendré par les tran,s.»

lations y -~ y * x ( x E H fixe). On définit de Les hypertas

~ H ~ ~~ ~ ~ H ! un r~le important en théorie des

demi-hypergroupes.

d. Soit E un ensemble, dont A est une équivalence. Soit û la fermeture

associée à R . ~E ~ 0) est un hypertas dont 11 étude permet celle Cet

exemple peut être généralisé au cas où R est une relation binaire transitive,
en par-ticulier ~ peut ~tre une relation d’ordre.

e. Soit G un groupo~de~ dont 0 est la fermeture associative ; soient A le

demi-groupe engendré par les translations à droite, E le demi-groupe engendré
par lea translations à gauche, X le demi-groupe engendré par R et S .

Soit R1 le demi-groupe engendré par R et O . On définit de même E. et

Les ~G ~ ~~ ~ permettent d’interpréter certains
résultats que nous avons obtenus dans la première partie de notre exposé précédent.

2. Etude catégoFique.

A. Définition des morphismes, propriétés générales.

Définitions. - Soient (E , 0) et D’) deux hypertas. On appelle morphisme
(ou homomorphisme) de (E , D) dans (E’ , D’) tout couple (f , (p) où f est

une application de E dans E’ ~ cp est une application de 0 dans f

et tp vérifient de plus les conditions suivantes :

- cp est un homomorphisme de p dans ~’ .

Remarques. - Si cette dernière condition est remplacée par V 0 E x E E
on a :

le couple ~ ~ ~ (p) est appelé quasi-homomorphisme.



On vérifie d’autre part aisément que si f est un homomorphisme de D dans D’

( D et D’ sont des demi-groupes), on peut définir canoniquement un homomorphisme
de l’hypertas (D, (respo (D ~ ~~ ~ (D , ~’~~ ~ dans l’ hypertas (DI, 
(resp. ~t ~ ~ a

On définit facilement les notions d’isomorphisme, homomorphisme injectif, homo-

morphisme surjectif.

B. Sous-hypertas.

Définitiono - Soit un hypertas. On dira qu’un hypertas 
est un sous-hypertas de (E; 6~ ~ si on a :

Il est clair que dans ces conditions on peut définir un homomorphisme injectif
de (E ~ ~~ dans ~Et ~ 6~t ~ o 

.

Notons que la famille des sous-hypertas d’un hypertas (E J aj est une ~-famille

de Moore, la fermeture de 1.bore pouvant être construite par un processus dénom-
brable 0

Go Produits directs.

On peut définir très aisément le produit direct d= une famille quelconque d’ hyper-
tas (E ~ G~ ~ a a ~~ .., Coproduit vérifie les axiomes produits directs tels qu’on les
établit en théorie de la catégorie.

3. L’hypertas inverse d’un hypertas fixé.

La notion que nous allons définir a un caractère fondamental.

Définition de inverse. ~ Soit ~E ~ ~~ un hypertas. Soit 4 

Nous allons définir une application JT de E dans de la façon suivante :
soit x E E

Nous poserons

PROPOSITION 5’~. ~. est un demi-groupe anti-isomorphe à ~ï . L’application
0 -~ ~r est un anti~isomorphisme involutife



L’hypertas (E ~ D’) est appelé hypertas inverse de (E ~ &#x26;) . Il est clair que

1’ hypertas inverse de (E ~ S’) est (E ~ S) ~ On considérera souvent, également
l’ hypertas O") où. D" est le demi-groupe engendré par 0 et 0’ . On véri-

fie aisément que (E ~ O") coïncide avec son inverse ; (E ~ O") est appelé
hypertas stable associé à (E ~ D) . Qh vérifiera aisément d’autre part que, si on

prend pour morphisme% les quasi-homomorphismes définis plus haut, la correspon-
dance (E~(B)-~(E~O’) aun caractère fonctoriel.

Etant donnés un demi-groupe Dp ou un groupoïde G , et les hypertas
(D ~R) ~ (D , E) , (D , Il.) , (G, P) , (G , E) , (G ~JR) ~ nous noterons les
hypertas inverses (D ~ ~) ~ (D ~ E’) ~ etc. Un élément du demi-groupe des trans-
lations de D, sera noté ~ ~ (~(y) = yx ~ = xy , = 

Un élément du demi-groupe "inverse" sera noté i~ uv 
*Qna;

Nous considérerons également les hypertas stables, (DEfi) , etc.

4. Les notions de résiduation dans un h ertas.

Soit ~E ~ S) un hypertas ; nous noterons (E , ~~ ~ l’hypertas inverse de
(E , ~~ . Soient A et B des complexes de E ~ A un com lexe de Nous

posons :

On établit un certain nombre de propriétés élémentaires de ces résiduels. En
voici quelques-unes 1



etc.

Plus importante est la transformation par hypertas inverse de ces résidus.

Notons 3 l’application canonique 6J’ .

PROPOSITION 58. - On a :

( est l’ ensemble des y e E qui sont tels qu’ il existe O: E ~; ~ x e CA

avec yE0’x).

Ce théorème permet de simplifier les démonstrations des différentes formules que
l’on peut établir, ainsi de la formule A ~ .. (U B. ~ ~ U ~k ’ !. et de la

0 i â~ i

découle immédiatement que l’on a
C S’

de plus ce théorème fournit une interprétation "multiplicative" de certains résidus.

5. Equivalences dans un hypertas.

Ce paragraphe est fondamental dans l’exposé.

~. Equivalences régulières.

Définition. ~ Soit ~E ~ c) un hypertas. Soit ? une équivalence définie sur
E . On dira que ? est régulière si on a

Remarque. - Soit 0 1! équivalence définie sur E de la façon suivante t

Si R est régulière on 0 . Nous noterons S la famille des équivalences
régulières de ~E ~ ~ ~ ~



Exemples.
a. Soit E un ensemble dont p est une équivalence ; soit 0 la fermeture

associée à p ~ soit ~ ~ ~ ~} ~ et soit l’hypertas ~E ~ ~) .

Etant donnée une équivalence ~ définie sur E ~ ~ est régulière dans

(E , a) si et seulement si elle permute avec p.

b. Soit D un demi-groupe, et soient les et (D , m) .
Les équivalences régulières de ~D ~ ~) sont les équivalences régulières à droite
de D o On interprète de même les équivalences régulières de (D , si) et (D , 

c. Soit H un demi-hypergroupe et soient les hypertas {H 9 ~) f ~H y ~) ~
~H ~ ?)!) . Les équivalences régulières de (H , (R) sont les équivalences réguliè-
res à droite de H ~

do Soit E un ensembles soit A une famille d’applications de E dans f~E) ~
soit 0 le demi-groupe engendré par A o Soit ? une équivalence sur E véri-

fiant la condition :

Alors ? est une équivalence régulière de (E p 
e. Soit (E ~ (0) un hypertas ; soit p une relation symétrique, réflexive,

définie sur E ^ vérifiant :

La fermeture transitive de p est alors régulière dans ~E ~ ~~ ,
f. Si (E ~ E) est un tas, les équivalences régulières de ~E ~ E~ sont les

équivalences ¿ compatibles au sens de Po GRILLETo

g. Les équivalences régulières d’un hypertas (E , D) sont les équivalences
d’homomorphismes. Plus précisément 3

, ,

THEOREME 59. - Soit ? une équivalence régulière d’un hypertas (E , D) . Qn
peut définir sur un demi-groupe d’ applications en général multivoques, noté
â~~ i de telle sorte que l’on ait un homomorphisme canonique de (E ~ sur

(B/R ~ S) . ~E~~~i ~ ~ ~ est noté (E ~ o

Réciproquement est un homomorphisme de ~E ~ ~ ~ sur un hypertas
(E’ , D’), l’équivalence R définie par x R y ==> f(x) = f(y) est ré -.
lière et on a



Deuxième théorème d’isomorphisme.

THÉORÈME 60. - Soit (f , p) ’un homomorphisme d’un hypertas (E y B) dans un

hypertas (E’ , 8~ ) . Soit sous-hypertas de (E , 0) , dont

(E* , 0’) est l’image par (f , p) . Soit (E~ ,0~) l’image réciproque de

(E~ ~ (E~ 0~) ~ (E~ ~ 0~) ).
Soit p l’équivalence d’homomorphisme associée à (f, 03C6); soit 03C1i sa res-

triction à (E. ~ 0~) (i = 1 , 2) . Qti a

Si ~f ~ (p) est surjectif, pour que 0 E a laisse invariant il faut et il

~ suffit que laisse invariant El .

Etude d e l’ ensemble 3 .
PROPOSITION 61. - Soit (E , D) un hypertas, soit S la famille des équi-

valences régulières de ~E ~ 

r est une de Moore, admettant l’égalité pour plus fin élément,
et si (E , D) est plein, l’équivalence universelle pour plus grossier élé-

mente 5 r est un treillis complets

Etant donnée une équivalence p définie sur E ~ on peut se proposer de déter-

miner la plus grosse équivalence régulière contenue dans p. Nous avons pu le

faire lorsque 0(x) est toujours un ensemble fini.

PROPOSITION b2 0 ~. Soit p une équivalence définie sur E ~ Si 0(x) est un

ensemble fini quel que soit x e E , la plus groose équivalence conte-
nue dars p est

~ W * est le demi-groupe t~ auquel on adjoint la transformation identique de E ~ .

Le procédé ainsi défini peut être appliqué au cas où p est l’équi-
valence universelle de E , et fournit Isolément le plus grossier du treillis 5r.

Lorsque 0(x) est toujours fini, toute équivalence



est régulière. Donc r. est ~-inductif.

E étant un ensemble fini dont ? et R~ sont des équivalences, on peut donc
par un processus dénombrable déterminer la plus grossière équivalence qui permute
avec 01. et qui est contenue dans R’ . 

B. Equivalences fortement régulières.

Définition. - Soit (E , D) un hypertas, et soit R une équivalence définie
sur E . On dit que ? est quasi fortement régulière si 1

Nous poserons : famille des équivalences quasi fortement régulières.r

Notons que l’on peut avoir si

Nous dirons d’autre part que ~R est fortement régulière si on a :

Nous poserons 3~ = famille des équivalences fortement régulières. Il est clair
que l’on a ~ = g~ n S~ . Notons que S" peut parfois être vide ’ et que lorsque
(E~O) est plein, S"= S’ .

r r

Exemples.

a. Soit E un ensemble dont p est une équivalence, soit 9 la fermeture
associée à p ~ soit 0 = {p} . Soit R une équivalence définie sur E. Pour
que ? soit fortement régulière dans (E ~ B) , il faut et il suffit que l’on
ait 03C1 ~ R. Soit alors A un complexe de E , et soit OA l’application définie
sur E ainsi

Pour que ? soit fortement régulière dans (E ~ o) il faut et
il suffit que R laisse indivisible A .

Ce dernier exemple peut ~tre généralisé au cas où l’on a une famille de 
plexes 

ieI 
de E .



Soit D le demi-groupe engendré par les OA. . Pour que R soit fortement

régulière dans (E, D), il faut et il suffit que ? laisse indivisible chaque
complexe A. z c

b. Si est un tas, la régularité forte coïncide avec la régularité.

Co Soit H un demi-hypergroupe, et soit R le demi-groupe engendré par les
translations à droite de H ~y .~ y * x) . Pour qu’ une équivalence ? définie sur

H soit fortement régulière dans (H ~ ~~ ~ il faut et il suffit qu’elle soit for-
tement régulière à droite dans H c

d. Soient E un ensemble) et A une famille d’applications de E dans 

Soit 0 le demi-groupe engendré par D ~ soit ~ une équivalence définie sur E.

~ est quasi fortement régulière dans (E 1 
On a une analogue pour la régularité forte de R ~

e. Soit ~E ,~ a) un hypertas dont ~f ~ cp~ est un homomorphisme à valeur dans
un pseudo-tas (E’ , D’) . Alors l’ équivalence associée à (f, 03C6) est fortement

régulière. Inversement si (E , a j est un hypertas dont R est une équivalence
fortement régulière:1 (E , est un pseudo-tas.

f. Cet exemple est important car il montre comment on peut ramener la simpli-
fiabilité d’une équivalence, à la régularité.

Définition. - Soit ~E ~ a ~ un hypertas dont ~ est une équivalence. On dira
que R est simplifiable si

Il est clair que lorsque (E ~ ~~ est un tas, cette définition redonne la notion
de simplifiabilité introduite par Eo GRILIET dans l’étude des tas. De même cette
définition permet d’étudier les équivalences simplifiables dans les demi-hyper-
groupes.

Définition..... Un hypertas (E , o) est injectif si Ox  Qr => x = y .
On vérifie aisément que les équivalences régulières et simplifiables d’un hyper-

tas, sont celles qui fournissent, par passage au quotientt un hypertas injectif.

THÉORÈME 63. - Soit s) un hypertas, soient (E, (D’) son inverse, et
(E ~ O") l’hypertas stable associé à CE, 6;) 0
x. Les équivalences simplifiables de (E, p ~ sont les équivalences quasi for-

tement régulières de (E ~ ~ ~ ~ ~



~i. Les équivalences quasi fortement régulières et simplifiables de (E J ~~
sont les équivalences quasi fortement régulières de (E ~ (Du) .

COROLLAIRE b3 ~ 1 ~ ~ Soit (E ~~ ~~ un tas, dont (E ~ ~~ ~ est Ithypertas inversa
(E , ~"~ l’hypertas stable associée

Les équivalences simplifiables de (E 9 ~~ sont les équivalences quasi forte-
ment régulières de (E ~ ~ ~ ~ ~ les équivalences simplifiables et régulières de

(E ~ ~~ sont les équivalences quasi fortement régulières de (E ~ r 0

Soit E un demi-groupe, ou un groupoïdeo Soit R le demi-groupe engendré par
les translations à droit.e de E o On définit de même  (translations à gauche) p
et M lequel est engendré par R et  , ce que nous notons M = R v f . Soient

(E ~ ~’ ~ rhypertas inverse de (E , ~~ ~ (E p l’hypertas stable associé à

(E , ~~ (~" ~ ~ v o On définit de même Nous donnons un

tableau qui fournit quel est demi-groupe d’applications que l’on doit faire
intervenir lorsque l’ on veut ramener une certaine propriété? à une propriété de
quasi régularité fortec

Ce tableau n’est pas complet, mais on peut le compléter aisément.

propriété Demi-groupe d’applications

Régularité à droite ~,

Simplifiabilité à droite E’

Régularité ~L

Simplifiabilité M’

Régularité à droite et

simplifiabilité à droite R" = R v. ?’

Régularité à gauche et

simplifiabilité à droite E v ?’

Régularité et simplifiabilité M v M’
etc.

Remarque. - On peut aussi considérer le cas où E est un demi-hypergroupe et
étudier les équivalences de E qui sont fortement régulier ou simplifiables.

g~ Soit (E ; 0) un hypertas et soit p une relation réflexive, symétrique
définie sur E ~ dont ~ est la fermeture transitive. Si

alors ~ est fortement régulièreo



Par contre si x p y ~ ===> Oc p 0y , on ne peut conclure en général que
R soit quasi fortement régulière (car 0x peut parfois ttre vide).

On peut se demander, si un hypertas ~E ~ ad) tel que la fermeture transitive

de toute relation réflexive, symétrique, quasi fortement régulière, soit quasi
fortement régulière? n’est pas plein, moyennant éventuellement certaines condi-
tions supplémentaireso

A cette interrogation sont liées la proposition, et la conjecture suivantes.

PROPOSITION 6~4 Q .» Soit D un semi-groupe abélien. Pour que D soit un groupe,
il faut et il suffit que la fermeture transitive de toute relation réflexive symé-
trique et simplifiable de D , soit simplifiable.

Démonstrationo - Dans un sens la démonstration est triviale. Supposons que D

soit un semi-groupe abélien tel que la fermeture transitive de toute relation

réflexive symétrique, simplifiable, soit simplifiable. Supposons de plus que D

ne soit pas un groupe.

Soient u E D ~ a E D tels que car a = a ====> u = au.

Posons x = a2, y ^ a . 3 N ous définissons une relation p sur D de la façon
suivante : p est réflexive, et de plus on a :

Soit D le demi-groupe auquel on adjoint l’unité. Soit p’ la relation suivante

Il est clair que p’ est réflexive, symétrique, simplifiable. Soit R la ferme-

ture transitive de e st simplifiable. Ona x p u ~, u p y , donc
x ? y , c’est-à-dire e, . Donc on a a R a . Ceci entraîne qu’il existe
des éléments c1 ... c n tels que :

Il existe alors a E D: On a donc, soit 03B1a=03B1c1 , soit a=ci,
soit l’une des possibilités suivantes x = aa , u = ac ; u = aa , x = ac
y = (ta, u = u = y = acl . Compte tenu que u i aD , ces possibili-
tés sont à exclure, et on a nécessairement a . En refaisant ce raisonnement,
on en conclut finalement que a = ce qui est absurde.

C. Q. F. D.



Conjecture. - Soit D un semi-groupe tel que la fermeture transitive de toute

relation réflexive, symétrique simplifiable à gauche, soit simplifiable à gauche.
Alors D est simple à droite.

La réciproque de cette proposition est évidente.

Famille des équivalences quasi fortement régulières et fortement régulières. -

(E , D) étant un hypertas fixé, nous allons étudier ’r et "r.

PROPOSITION 65. - est une n-famille de dont le plus grossier 
ment est l’équivalence universelle. C’est un treillis complet.

La proposition suivante montre comment on obtient le plus fin élément de ’r.

Bien entendu la construction permet d’obtenir la plus fine équivalence simplifia-

ble, ou régulière d’un demi-groupe D.

00

PROPOSITION 66. - Le plus fin élément de F’ est p = ~ (03C1n), où p appar-
r n n

tient à la suite définie par récurrence : p~ est

l’égalité ;

(demi-groupe 0 auquel on adjoint l’identité)~ et u v , est la

fermeture transitive de p~ ~ Si (E ~ c) est plein, p est la fermeture tram

sitive de p? *

PROPOSITION 67. - Si g" n’est pas vide, c’ est une ~-famille de Moore, et une
u-famille de Moore.

Rappel. ’- Nous avons défini sur E une équivalence

PROPOS ITi ON b8 .

a.. Soit 01. une équivalence définie sur E . E ~~t ~ il faut et il suffitr

que R ~ 0 et R E F’.
... 

x

Y* Pour que S" soit non vide, il faut et il suffit que le plus fin élément p
de F’r appartienne à F"r, c’est-à-dire que p S 0 . Alors S" et F’r ont même

plus fin élément ; S" a le même plus grossier élément que S 



Remarque. - On peut à partir de cette dernière proposition, obtenir des résul-

tats concernant les équivalences permutables obtenus par P. DUBREIL et M.-Le

DUBREIL-JACOTIN dans leur mémoire intitulé "Théorie algébrique des équivalences".

PROPOSITION 69. - Une condition nécessaire pour que ~r soit non vide est que

l’on ait

Lorsque ~E ~ &#x26;?~ est l’ hypertas ~D ~ inverse du tas ~D ~ ~~ ( D demi-

groupe fixé, 0{ famille des translations à droite de D ~ ~, cette condition est

de plus suffisante.

Démonstration. - Interprétons l’ équivalence 0 lorsque (E , D) = (D, R’).
On a aisément

en posant

Quant à la condition x ~ y ~ 0u ===> x 0 y , elle s~ écrit :

Supposons cette condition réalisée, et démontrons que F’r est non vide. Pour

cela il faut établir que la plus fine équivalence simplifiable à droite p.
appartient à ~n ~ c’est-à-dire vérifie x p y ~ u/x => u/y.

~r

On a 03C1=03C1n ; 03C11 est 03C12n y => ~ a: xa 03C12n-1 ya ,

est la fermeture transitive de P2n.
Supposons que l’on ait x y ~ U/X -=ns=:> u/y ; montrons que cette pro-

priété est vérifiée pour 2n + 2 .

On a donc

On a ya=:cua~ et par suite y 6 Du.

C.Q. F.D.



Remarque. - LI équivalence u/x ===> u/y peut être interprétée à l’équi-
valence de Green. .Plus précisément :

Si pour tout x 6 D , il existe a e D tel que x = ax , 1’équivalence
x 0 y ~> (u/x => u/y , V u ~ D) coïncide avec l’équivalence de Green à
gauche E e.

On peut se proposer d’étudier les demi-groupes D vérifiant la condition :
xa = ya ==> x f y . Je n’ai pas fait cette étude.

Nous allons maintenant généraliser le problème de la recherche des plus fins
ou plus grossiers éléments de S~ où 

r r

Plus précisément étant donnés un hypertas (E ~ 0) et une équivalence p défi-
nie sur E , nous allons construire certains éléments de F’ et S" astreints à
être plus fins ou plus grossiers que 03C1 , et à une condition de maximalité ou
minimalité.

PROPOSITION 70.

a. Soit p une équivalence définie sur E. Le plus fin élément de 3~ conte-
nant p est égal à 

r

(demi-groupe D auquel on adjoint la transformation identique de E ), u e E ,
V E E tels que

De plus P2n+1 est la fermeture transitive de ~2n °

p, pour qu’ il existe un plus fin élément de contenant p .il faut et il
suffit que U ° . Alors le plus fin élément Cherché est U Pn .n 

n 

n 
n

EROPOEITION 71 0 - Pour qu’ il existe un plus grossier élément de lJ" contenu
rdans une équivalence p fixée, définie sur E , àl faut et il suffit que p con-

tienne le plus fin élément de Alors le plus grossier élément de 3" con-r 
rtenu dans p est le plus grossier élément de F contenu dans p .r

Ces propositions permettent de déterminer en particulier, étant donnés un demi-
groupe D , et une équivalence p définie sur D , l’équivalence simplifiable,
ou régulière engendrée par p o



C. Equivalences vérifiant des conditions de régularité et laissant indivi-

sible une famille de complexes 3 caractérisation des classes module une équi-
valence vérifiant des conditions de régularité.

Soit (E , D) un hypertas, soit (Ai)i~I une famille de complexes de E . Nous

nous proposons d’étudier les équivalences de E ! laissant chaque Ai indivisi-

et vérifiant une condition de régularité 
,

Soit B le demi-groupe engendre par S et par les OAi . On a la proposition
suivante :

PROPOSITION 72. - Las équivalences de E quasi fortement régulières dans

(E ~ (D) (resp. fortement régulières) qui laissent les complexes A. indivisibles

sont les équivalences quasi fortement régulières (resp. fortement régulières) de

l’hypertas (E ~ 

Remarque. - Il est fort possible qu’il existe des équivalences fortement régu-
lières dans (E p S) ~ mais qu’il n’en existe pas dans (E ~ s) . Une condition
nécessaire pour qu’il en existe, est que toutes les parties 0(A.) (0 ~ o)
soient indivisibles modulo If équivlllence 0 : x 0 y (Ox ==> ~~
V 0 o Je ne pense pas que cette condition soit suffisante.

COROLLAIRE 72.1. ~ L’ensemble des équivalences de E ~ quasi fortement régulières
dans (E , D), laissant indivisibles les complexes Ai , est une n-famille de

Moore, dont on peut déterminer par un processus dénombrable le plus fin élément,
dont le plus grossier élément est l’équivalence universelle. C’est un treillis 
plet noté Fr(03A6) ( 03A6 désignant la famille des complexes 

COROLLAIRE 72.2. - L’ensemble des équivalences de E ~ fortement régulières dans
(E , 0) ~ laissant indivisibles les complexes A. de la famille ~ ~ s’il n’est
pas vide, est une n-famille de Moore, et une ~-famille de Moore. C’est un treil-

lis couplet noté F"r(03A6) . F"r(03A6) admet pour plus fin élément, le plus fin élé-
ment de F’r(03A6).
Remarques. - Etant donnés un hypertas (E , D) , une famille 03A6 de complexes

A~ et une équivalence p définie sur E ~ on peut construire la plus
fine équivalence de E ~ contenant p quasi fortement régulière, laissant indi...
visibles les complexes de la famille ~ .



Etant donnés un hypertas (E , D) , et une famille 03A6 de complexes Ai de E ,
on peut étudier la famille des équivalences régulières de E , laissant indi-

visible ; on vérifie aisément que ces équivalences sont régulières dans ~E ~ p~ ~
mais que plus généralement les équivalences régulières de (E ~ (~) sont celles

qui laissent indivisibles ou saturent les complexes Aj , et qui sont régulières
dans (E , 0) .

D’autre part, on peut noter que la famille des équivalences régulières de

(E p laissant indivisibles les complexes (Ai) est une ~-famille de 

lorsque O(x) est un ensemble fini quels que soient 0 e B y x E E , cette famille

possède des éléments minimaux.

La proposition ’~i et ses corollaires s’applique immédiatement à l’étude du pro-
blème suivant :

E est un demi-groupe, ou un groupoïde, ou un demi-hypergroupe est

une famille de complexes de E . Détermination des équivalences de E laissant

les complexes A indivisibles, et possédant des propriétés de régularité et de
simplifiabilité.

Les problèmes de Marianne TEISSIER.

Soit (E , S) un hypertas dont A est un complexe. A quelles conditions existe-
t-il une équivalence p de E , possédant des propriétés de régularité (le cas
où p est quasi fortement régulière étant le cas le plus important), telles que
A soit une classe modulo p ?

ao Cas des équivalences quasi fortement régulières. - Dans le cas où l’hypertas
~E ~ 4~~ est plein, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 73... Soit un hypertas plein. Soit A un complexe de E o

Pour que A soit une classe modulo une équivalence p ’ p E ~~ r~ il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

Démonstration. - Si A est une classe modulo p ~ F’r, il est clair que les
conditions écrites sont réalisées. Réciproquement supposons ces conditions réali-
sées et soit ~ l’ équivalence suivante :



( 0 désigne le demi-groupe D auquel on adjoint la transformation identique de

E ). Il est clair que A est une classe module ~. A

Onadonc 

C. Q. F. D.

Cette proposition s’applique immédiatement aux cas suivants :

- D est un demi-groupe, dont A est un complexe. Détermination des conditions

que doit vérifier le complexe A pour qu’il soit une classe modulo une équi-
valence régulière d’un ou bilatèrement.

- H est un demi-hypergroupe, dont A est un complexe. Détermination des con-

ditions que doit vérifier A pour qu’il soit une classe modulo une équivalence
fortement régulière d’un côté ou des deux.

Ceci dit, dans le cas général où ~E ~ p~ nt est pas forcément plein, les con-
ditions de la proposition 73 ne sont que nécessaires (mais pas suffisantes en
général) . Ainsi lorsque (E , S) coïncide avec un hypertas de la forme (D , R’),
ces conditions se traduisent pour un complexe A de D ~ ainsi :

a ~ A ~ xEA; xuEA, aEE ~ xeA.

Il est bien connu que ces conditions ne sont pas suffisantes, en général pour que
A soit une classe modulo une équivalence simplifiable à droite.

Notations. - 0) étant un hypertas quelconque, dont A est un complexe,
nous posons : p = plus fin élément p, = plus fin élément de Fr lais-

sant A indivisible. (Rappelons que PA peut être obtenu par un processus dénom-

brable.)

PROPOSITION 74 . - Une condition nécessaire pour que A soit une classe module
une équivalence quasi fortement régulière de ~E ~ a~ est que l’on ait : A

saturé modulo p ~

Cette condition n’est pas suffisante en général. Une condition nécessaire et suf-
fisante pour que A soit une clause modulo une équivalence quasi fortement
régulière de ~E ~ o) est que ~~ soit saturé module p. ~



Remarques. - Cette proposition s’applique aux cas d’ équivalences régulières,
simplifiables, définies dans un demi-groupe D , ou un groupoide G , ou un demi-

hypergroupe H (à condition de remplacer dans ce dernier cas la régularité par
la régularité forte) .

Malheureusement la condition nécessaire et suffisante de la proposition 74 n’est

guère maniable.

P. GRILLET a donné une condition nécessaire et suffisante pour que dans un demi-

groupe D l un complexe A soit une classe modulo une équivalence régulière et

simplifiable.

J’ ai moi-même donné une condition qui diffère d’une part de celle donnée par
P. GRILLET, d’ autre part de celle de la proposition 74 (qui englobe des cas plus
généraux) *

PROPOSITION 75. - Soit A un complexe de E ~ classe modulo une équivalence
p quasi fortement régulière dans (E ~ L’ ensemble des équivalences quasi
fortement régulières de ~E ~ ~~ ~ dont ~~ est une classe, est stable par inter-

section ; son plus fin élément est p..

b. Cas des équivalences fortement régulières. » Le problème se simplifie consi-
dérablement ici.

Soit (E , D) un hypertas ; nous supposons que F"r est non vide. Soit A un

complexe de E . Nous désignons par p, le plus fin élément de qui laisse
A indivisible*

PROPOSITION 76. - Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
- A est une classe modulo une équivalence fortement régulière.
- A est une classe module une équivalence quasi fortement régulière ; il

existe une équivalence fortement régulière qui sature ~ .

- PA est fortement régulière, PA sature A.

Lorsque l’une de ces conditions est réalisée, PA est le plus fin élément de

~; qui admet il comme classe.

PROPOSITION 77. - Lorsque A est une classe modulo une équivalence fortement
régulière, l’ensemble des équivalences fortement régulières qui admettent A comme

classe est stable par les opérations n et u o



le théorème suivant permet de donner un critère assez maniable pour qu’un co~.

plexe A soit une classe modulo une équivalence fortement régulière, et de plus
fournit l’élément le plus grossier de F" qui admet A pour classe.

r

.

THEOREME 78. --- Pour qu’un complexe A soit une classe modulo une équivalence
fortement régulière, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
réalisées :

Dans ce cas, soit R l’ équivalence suivante :

R ~ F" ; A est une classe modulo 0{ . De plus R est le plus grossier élémentr

de F"r dont A est une classe.

Démonstration. - Il est clair que les conditions sont nécessaires pour que £>

soit une classe modulo une équivalence fortement régulière. Supposons-les réa..

lisées, et considérons l’ équivalence ~, définie dans l’ énoncé du théorème. 

trons que R E F"r . On a d’ abord R ~ 0 . D’autre part, montrons que R ~ F’ .r r

Supposons que l’on ait : x R y , soient u ~ Ox , v ~ Oy (O E D) . On a

En outre, avec

On a donc dans tous les cas

D’ autre part soient ô~ ~ s E d’u ~ t ~ d’v ~ d" E ~ ~ supposons
(~ a

~ ~ t ~ 

donc, puisque x R y , on a : On a donc ~ E ~t~ ,
r



on vérifie aisément d’ autre part que à est une classe modulo 0B .

Enfin, soit 03A3 ~ F"r , avec A , classe modulo Z . Montrons que 
r

De plus

F. D.

COROLLAIRE 78.1. - Soit D un demi-groupe avec unité à droite et dont ? est

l’équivalence de Green à droite. Soit li un complexe de D. Pour que ~’. soit

une classe modulo une équivalence simplifiable à gauche plus fine que R , il

faut et il suffit que l’on ait :

a == xs , b == xt , x ~ D* (demi-groupe D auquel on adjoint une unité)
===> 

c. Equivalences régulières.

PROPOSITION 79. - Une condition nécessaire pour qu’un complexe A d’un hyper-

tas (E , B) soit une classe module un élément de S est que l’on ait :

Remarquons que l’on peut appliquer cette proposition au cas ou. ~ = ~ 0~ ~ ou. 0

est la fermeture associée à une équivalence ? définie sur E . On a :

COROLLAIRE 79.1. - Soit E un ensemble, dont ? est une équivalence, et A
un complexe. Pour que li soit une classe module une équivalence qui permute
avec R il faut et il suffit que chaque fois que A contient une classe modulo R ,
A soit raturé modulo R .

Démonstration. - Montrons le fait que la condition soit aussi suffisante. Tout

d’ abord supposons que A soit saturé modulo R . Soit l’ équivalence p définie

par la partition A et Je dis que p permute avec ~ ~ car



Supposons maintenant que A ne contienne aucune classe modulo R . Soit p

1’ équivalence admettant A pour classe définie ainsi : A en est une classe,

S (A) - A en est une classe ( S(A) désigne le saturé de 1. modulo R ), p coin-

cide avec (R sur le complément de S ~ l~ .

Montrons que p permute avec

x ~ u ~ u p y entra3ne qu’ il existe x’ avec x p x’, y ~ comme on le

voit en examinant les différentes possibilités

C. 4. F. D.

y ~

THEOREME 80. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un complexe A

d’un hypertas (E 1 ~~ soit une classe modulo un élément de S est que A

soit indivisible modula le plus grossier élément de S contenu dans l’aqui-
valence définie par A et 

Dand ces conditions, l’ ensemble des équivalences régulières ayant fi pour

classe est stable pour l’opération u y et a pour plus grossier élément, le plus
grossier élément de 5 r contenu dans l’équivalence définie par A et 

Lorsque 0(x) est fini quels que soient cette dernière équi-
valence est égale ou R1 est lt équivalence définie par A et CA ,

De plus l’ensemble des équivalences régulières de E , admettant ti pour classe,
possède des éléments minimaux.

La démonstration de ce théorème est évidente ; elle découle en partie de résul-
tats déjà établis lors de l’étude des équivalences régulières d’un hypertas.

6. Com lexes articuliers dans un h ertas (E, ~~ .
Dans ce paragraphe, (E y ~~ désigne un hypertas, dont (E , a’ ~ est l’hyper-

tas inverse.



Après une étude préliminaire d’une notion d’équivalence due à LJAPIN, applicar

ble à plusieurs chapitres de notre étude, nous consacrons ce paragraphe à l’étude

sommaire (car au fond déjà entreprise en théorie des demi-hypergroupes) des co~»

plexes particuliers d’un hypertas.

Equivalence de 

Définition. - Soit E un ensemble abstrait, dont L est une famille complexe.

On peut définir dans E une équivalence notée RL ainsi :

On peut remarquer que n’ est pas modifiée si on remplace L par la n-famille

de Moore engendrée par Z ~ Donc on peut aupposer que L est une n-famille de

Mooreo Nous noterons d la fermeture de Moore associée à L.

PROPOSITION 81 tt

si X est une classe modulo RL , on a

PROPOSITION 82..» Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. la classe de x modulo RL est Ox .

De plus si ja E L => C~ L vérifie les conditions (a) at (b) , est

O-stable, et on a

De plus les éléments de L minimaux sont ceux de la forme 0(x) .

Définition. - Soient A ~ L , B ~ L . On dira que A et B sont des éléments

de L voisins lorsque

THÉORÈME 83 Soit L une famille de complexes de E 3 u-stable, et

n-stable. Les classes modulo RL sont les éléments de L minimaux, et les 

férences ensemblistes B - et B sont des éléments de L voisins.

L’ équivalence ~ intervient dans de nombreuses questions dl algèbre : Lorsque
L est la famille des complexes associatifs d’un groupoïde, RL est la plus fine



équivalence associative de groupoïde. Lorsque L est la famille des idéaux à

droite d’un demi-groupe D ~ (fL est l’ équivalence de Green à L

étant alors u-stable et n-stable, le théorème 83 fournit les classes modulo R .

Ce dernier exemple peut ûtre généralisé au cas où H est un demi-hypergroupe, et
L est la famille des idéaux à droite de H . ) Nous verrons dans la suite de cet

exposé d’autres applications de cette notion.

Bo Idéaux et parties consistantes d’un hypertas (E, 

Définitions. - Un complexe ll de E est un idéal (respectivement un idéal de
première espèce de E ) si on a

V d E p (respectivement : V 0 E 0 ) ,

Un complexe A de E est consistant (respectivement consistant de première
espèce) si on a

(respectivement : ~:> x E ~~ V 0 x E E ) .

On vérifie aisément que pour qu’un complexe A de E ~ non égal à E ~ soit un

idéale (resp. idéal de première espèce), il faut et il suffit que ÇA soit

consistant (resp. consistant de première espèce).

D’autre part, on vérifie aisément que les familles des idéaux de ~E ~ ~~ ~ et
des complexes consistants de (E , D) auxquelles on adjoint la partie vide 03C6 sont

n-stables, et u-stables.

PROPOSITION 84. ~ Soit ~E ~ Q’ ) l’hypertas inverse de ~E ~ ~? . h est un

idéal de (E , D) si et seulement si A est consistant dans (E , D’) .

Remarques. - L’ analogue de 1~ équivalence de Green est l’ équivalence

On a une construction unique de la fermeture de Moore pour les idéaux, et les
complexes consistants.

C. Complexes nets complexes générateurs.

Définition. - Soit 1. un complexe de E. On pose

On vérifie immédiatement que WA est un idéal de (E , 0;) , appelé résidu de A.



D’autre part, on pose

VA est une partie consistante de 

A est dit net (respectivement net de première espèce) si on a : 
(respectivement W), ~ ~ ~ a
A est dit un complexe générateur de (E 1 D) si VA ~ ~ ~ autrement dit si

E = DA (une telle notion se traduit, si D est un demi-groupe, par des rela-
tions de la forme :

selon que l’on considère les hypertas (D ~ E) ~ (D ~ (D ~ ~ ) ( )~
PROPOSITION 8:.~ ~ Pour que A soit net dans (E , (B) ~ il faut et il suffit

que A soit un complexe générateur de (E ~ ~t~ .

Cette proposition permet donc d’insérer la question de la netteté dans la théo-
rie de l’indépendance*

Il est à noter que la notion de netteté de première espèce peut ~tre appliquée
aux demi-groupes, copne le montre la proposition suivante :

PROPOSITION 860 la Soit D un demi-groupe dont A est un complexe. Soit n le

den£l-groupe engendré par les applications multivoques de D de la forme :

x -~ (ux: ,xv) ( u et v sont deux éléments quelconques de D ~ , Pour que l

soit un complexe net de D ~ il faut et il suffit que ~~ soit net de première
espèce dans l’hypertas ~D s 9~~ .a

Démonstration. - Notons 03C6
u,v 

1’application x ~ (ux , xv) . Si A est net

dans D , il existe u E D, v E D tels que donc on a

Ç ~, ~ 
.

Inversement si ~i est net de première espèce dans (D , 9~~ ~ il existe des
applications (p , cp ... (p 

un,vn 
telles que :

On a alors :

( ) On peut également introduire cette notion dans un demi-hypergroupe, ou dans
un groupoïde.



donc A est net dans D. Ainsi les notions de netteté, et de netteté de pre-
mière espèce dans un hypertas ~E ~ a~ expliquent la différence, et l’ analogie,
entre les notions de netteté d’un et de netteté dans un demi-groupe. Bien

entendu, on doit s’attendre à ce que la notion de netteté de première espèce soit
malaisée à étudier dans un hypertas. Au contraire, comme nous le verrons, la

notion de netteté peut facilement être étudiée.

Co Complexes forts complexes présents.

Déf’ini.tions. ~ Un complexe A de E est dit f ort si on a ~

Soit A un complexe de E. Nous posons :

Un complexe A de E est dit présent si, pour tout e E a a 0(A) est indivi-

sible modula PA , autrement dit si on a :

PROPOSITION 87o - Soit A un complexe de E 1 différent de E. Pour que A

soit fort dans ~E ~ ~~ 9 il faut et il suffit que A soit présent dans ~E ~ ~?~~ .

La démonstration de cette proposition utilise le fait que l’ on a

S’ 0

Complexes présents d’un demi-groupe ou d’ un rou e... Soit D un demi-groupe,
dont A est un complexeo A est présent à droite si on a :

On vérifie aisément que si D est un groupe, A est présent à droite si et seu-
lement si A . En particulier les complexes d’un groupe, présents à droite
contenant 1‘unité sont les sous-groupes du groupe (les complexes réduits à un
point sont aussi présents à droite) o

Définitiono .~ Un complexe A de ~E ~ C) est dit fort de première espèce si
on a

A est dit présent de première espèce, si V d E ~ ~ E .» est soit vide,
soit indivisible modulo p~ ~ .



On vérifie aisément que la famille des complexes forts de première espèce est
une ....ramille de Moore, Lorsque 0(x) est fini V 0 E D , x e E , on peut
construire la fermeture de Moore associée à cette famille à l’ aide d’un processus
dénombrable.

PROPOSITION 88 . - Pour qut un complexe A de E ~ ~ E , soit fort de première
espèce dans ~E ~ &#x26;i~ ’ il faut et il suffit que E ~ A soit présent de première
espèce dans (E 1 ~’ ~ ~

Complexes présents de première espèce d’ un groupe G ..» Soit G un groupe,
et soit A un complexe. On dit que A est présent de première espèce, à droite,
si on a

On montre aisément que les complexes présents de première espèce, à droite, qui
ne contiennent pas l’unité de G ~ sont les complémentaires des sous-groupes
(à noter qu’il y a d’ autres complexes présents de première espèce à droite, par
exemple les ensembles qui sont complémentaires d’un point de G).

COROLLAIRE 88.1. - L’ensemble des complexes présents de première espèce de
(E 1 D) , auquel on ajoute E , est une famille U-stable.

D. Complexes complets.

Définitions. - Un complexe A de E est complet si on a

(lorsque ~E ~ ~~ est plein 9 ceci équivaut à dire que l’on 
V x ~ E ). Un complexe il de E est dit simplifiant si

PROPOSITION 89. - Pour qu’un complexe A de E a ~ E , soit complet dans
(E , ~~ il faut et il suffit qu’il soit simplifiant dans CE, (0 1) .
On vérifie aisément que la famille des complexes complets de à

laquelle on adjoint la partie vide / , est ~-stable, u-stable, et stable par
complémentarité.

Il en est bien entendu, de môme de la famille des complexes simplifiants 

Remarques. - On déterminera facilement la fermeture de ibore associée à la
n-famille de Moore des complexes complets, donc aussi à la n-famille de Moore
des complexes simplifiants.



Nous avons rencontré la notion de complexes complets lors de l’étude des demi-

hypergroupes.

Si ? est une équivalence quasi fortement régulière de ~E ~ ~~ ~ toute classe
modulo R est un complexe complet. De si ? est une équivalence simpli-
fiable de (E , D) , toute classe modulo R , est un complexe simplifiant.

Soit A un complexe complet de ~E ~ ~~ . Supposons (E ~ S) plein. Soit

Si cette partie est non vide, c’ est un complexe complet de (E , ~~ .

Une application de la théorie de Lj apin.

PROPOSITION 90. - Soit ~E ~ ~~ un hypertas, tel que x e V 6 E G~ ,
Soit C la famille des complexes complets de (E ~ 0) ~ OL, est la plus fine
équivalence fortement régulière de ~E ~ ~J ~ ~ De m~me si § est la famille des

complexes simplifiants ~ est la plus fine équivalence simpli-
fiable de ~E ~ ~~ ,
Ceci dit, nous allons généraliser le procédé utilisé dans la première partie de

l’ exposé, pour déterminer la plus fine équivalence associative d’un groupoïde.
Soit (E , D) un hypertas plein ; soient D1 et D2 deux demi-groupes de 4J

possédant les propriétés suivantes :

a. ~ est engendré par 

b. Les éléments de sont univoques.

Nous. poserons

C = famille des complexes complets de (E ~ 0~) , et de la partie vide .
IEMME.

vj

En e.ffet soient x G E , 6’ G Qi tels que O’x I L .° ° . Soit u e O’x n à . ° 6 .
Q oOn a Ou e à , donc OO’x I ià , donc 6’ 6x 1 1. , puisque OO’ x S O’ Ox . Posons

y = 6x . On a O’y I donc O’y £ Par sui te on a



THÉORÈME 91. - La plus fine équivalence fortement régulière de (E , D1) est

égale â RC . De plus RC est fortement régulière dans (E , D) .

Démonstration. - ïl suffit d’ établir que RC est fortement régulière dans
(E , D) . Or D étant engendré par D1 ~ D2 , il suffit de montrer que :

Or O(x) avec A ~ C ~ x ~ A . O . Mais A . O ~ C . Donc on a

Remarques. - Si G est un groupoïde dont 0 est la fermeture associative, et
si on pose 0~ = demi-groupe engendré par les translations à gauche et à droite
de G , = {0}, B = demi-groupe engendré par u D2 , l’hypertas (G , B)
vérifie bien les conditions imposées dans l’étude précédente. Bien entendu la
famille C , n’est autre que la famille des complexes associatifs du groupoïde
G . La régularité fonte dans (G , 0~) d’une équivalence définie sur G . se

traduit par le fait qu’elle est associative. Nous retrouvons ainsi un théorème
déjà établi.

On peut imposer que (E , soit un tas vérifiant certaines propriétés,
tout comme on l’a fait pour un groupoïde.

7. Equivalences principales.

~-* Théorie générale.

Définition. - A étant un complexe fort d’un hypertas (E , D) , on pose

R~ s’ appelle équivalence principale associée 

PROPOSITION 92. - WA est une classe modulo RA ; RA est simplifiable sur

B-W~ . De plus 
A ~, A

En particulier quand W~ = ~ , 0~ est régulière*

Remake. - Si (E, a) est plein, et WA complet, RA est régulière.



PROPOSITION 93. - Soit A un complexe fort. Soit X une classe modulo RA , ~WA.
X est fort, RA ~ RX , WA ~ WX , RA et RX coïncident sur 

de plus, A ~ X , alors RA = RX .

Définition. - Un complexe A , fort, est dit parfaite si on a :

Si A est un complexe parfait, on peut le plonger dans une classe UA modulo RA ,
~ M.  On peut alors appliquer la proposition 93 à cette situation. Nous ne cite-
rons pas la proposition à laquelle on aboutit.

PROPOSITION 94~ ~. Soit ~ une équivalence régulière de (E ~ ~~ 9 dont A est

une classe on Si de plus ~. est simplifiable, ~00FF est fort, et
coïncide avec RA sur E - 

Définition. - Soit (E , B) un hypertas. On dit que (E , 0) possède un noyau
si E contient des éléments nets. Le noyau de ~E ~ a~ est l’ensemble de ces

éléments nets o On vérifie aisément que c’est un idéal minimum

Remarque..» Par passage à l’ hypertas inverse, la notion de noyau se transforme
en une autre notion : nous dirons qu’un hypertas (E ~ Q) possède des éléments

générateurs si il existe un élément x e E tel que E = 

L! ensemble de ces x est une partie consistante minimum~ Nous reviendrons plus
loin à ces notions ; disons seulement qu’elles permettent l’étude des éléments
zéroïdes d’un demi-groupe D , ainsi que des éléments inversibles au sens de

LJAPIN.

PROPOSITION 95.

ao Soit h un complexe net, fort, parfaite ~ est simplifiable. L’hypertas
(E ~ est injectif, et possède un noyau.

b. Soit ô~i ~ un hypertas à noyau, injectif, image homomorphe de l’hyper-
tas (E ; Soit ? l’équivalence associée à l’homomorphisme en question. On
a R == ~ ~ on A est un complexe fort, net, parfait de E .

Définitions. - Un hypertas (E , D) est transitif si chacun de ses éléments

est net,:

Un complexe A de ~E ~ ~~ est dit fortement net si on a



Notons qu’un complexe A net, vérifiant la condition

est fortement net si ~E ~ ~~ est plein.

PROPOSITION 96. 

a. Soit A un complexe fort, fortement net d’un hypertas (E, p~ . Dans ces

conditions. l’hypertas ~E ~ ~~%~ A est transitif et injectif.

b. Soit (E’ , a~ ~ un hypertas, image homomorphe de 1~ hypertas (E , ~~ ~
injectif et transitif. Alors, toute classe A module l’équivalence d’homomorphisme
~ est fort et fortement netl et on 

Etudions maintenant la question des tas homomorphes.

PROPOSITION 97. ~. Soit ~E ~ ~ ~ un hypertas plein* Soit A un complexe com-

plet de est une équivalence fortement régulière de (E, p ~ .

PROPOSITION 98. - Soit ~E ~ 4~ ~ un hypertas plein*

a. Soit A un complexe de E, net, fort, parfait, complet. Alors ~E ~ 
est un tas injectif, avec noyau.

b. un tas injectif avec noyau, image homomorphe de (E, 0) ~
L’ équivalence d’homomorphisme R est égale â RA , où A est un complexe fort.

net, parfait, complet.

PROPOSITION 99. ~» Soit ~E ! un hypertas plein*

a* Soit A un complexe de E ~ fort, complet, fortement net. Alors ~E ~ 
est un tas injectif et transitif.

b. Soit ~E’ ~ ~~ ~ un tas injectif et transitif homomorphe à ~E ~ ~~ . Soit
A une classe quelconque modulo l’équivalence d’homomorphisme R . A est fort,
complet, fortement net, et on 

B. Application de la théorie 

Nous allons appliquer les résultats établis en (A) au cas où ~E ~ a~ est

l’ hypertas inverse d’un hypertas (D , L) ( D demi-groupe quelconque), c’est-
est égal à (D , E’) .

(8) Cette notion a été introduite par R. DESQ. P. GRILLET l’ a appliquée le
premier à l’étude des tas.



Bien entendu, on pourrait également étudier les cas al ~E ~ ~) est égal à

(D ~ !?) ou ( D , ou ( H , etc. ( H demi-hypergroupe).
Les propositions que nous allons énoncer ne sont donc en aucune façon nouvelles:

elles sont la traduction des propositions établies en ~A~~ lorsque (E, ~~ w (D , ~~~.

Définition. ~. Soit A un complexe d’un demi-groupe D ~ présent à droite. Nous
définissons une équivalence p A sur D ~ ainsi :

Nous posons

PROPOSITION 100. - VA est une classe modulo 03C1A ;

De plus

En particulier, si V ~ ~ ~ p est régulière à gauche.
Cette proposition est une traduction de la proposition 92.

PROPOSITION 101. - Soit A présent à droite dans D , soit X une classe 03C1A ,
distincte de V . X est présent à droite dans D , DX ~ p
et Px coïncident sur DX. Enfin si A S X , on a

Cette proposition est mie traduction de la proposition 93.

Définition. - Soit A présent à droite dans D . Nous dirons que A est bien
à droite si

(cette condition est toujours réalisée lorsque D possède une unité à gauche).

Remarque. - Si A est bien à droite, on peut plonger A dans une classe
module qui est aussi bien à droite. On peut appliquer à cette situation la
proposition 101.

PROPOSITION 102. - Soit R une équivalence définie sur D ~ telle que
us Ry ~ 3 t e D , tel que y = ut, s R t . Soit A une classe module ? .
On a R S Si R est régulière à gauche, A est présent a droite et on a
R= p~ sur DA .



Cette proposition est la traduction de la proposition 94.

PROPOSITION 1030

a. Soit A un complexe de D. Si V on a

Si de plus D est un groupe G , et si on a ~:u ~ t~~ ! ~ u E D .

b. Soit un complexe présent de D (c’est-à-dire présent à gauche et à

droite) 0 Pour que l’on ait = il faut et il suffit que tout complexe Au

soit contenu dans un complexe que tout complexe uA soit contenu dans un

complexe Av o

PROPOSITION 10~~

ao Soit A un complexe de D possédant les propriétés suivantes :

Alors p est une équivalence régulière, et D/p possède un élément bilatère-
ment inversible au sens de LJAPIN (9). De plus l’homomorphisme canonique (p de

D sur D~p vérifie les conditions suivantes :

b. Réciproquement, soit cp un homomorphisme de D sur D’ , vérifiant les deux
conditions énoncées plus hauto Supposons que DI possède un élément a’ bilatère-

ment inversible au sens de LJAPIN. Soit ~‘~ = On a

De plus A est présenta bien à droite, et on a D = DA = 

Cette proposition traduit la proposition 95.

PROPOSITION 105 ~ ~. Soit D un demi-groupe possédant un complexe ~‘: ayant les
propriétés suivantes :

( ) Si D est un demi-groupe, un élément a de B est bilatèrement inversi-
ble au sens de LJAPIN si D = DA = AD . a est inversible à droite au sens de
LJAPIN si on a D = aD o



A est présent dans D,

Dans ces conditions D est un groupe, A en est un sous-groupe distinguée p

coïncide avec l’équivalence canoniquement associée à A o

Cette proposition découle de la proposition 96 a

8. Caractérisation de certa.ins hypertas, à l’aide de leurs com lexes ou de leurs

équivalences.

Rappel des théorèmes de Thierrinc - THIERRIN a démontré dans sa thèse les deux

théorèmes suivants 3

Soit S un semi-groupe dans lequel les équivalences régulières à
droite sont simplifiables à droite~ Alors S est un groupe.

THÉORÈME. - Soit S un semi-groupe dans lequel les équivalences simplifiables
à droite sont régulières à droite. Alors S est un groupe.

Nous allons généraliser ces théorèmes aux tas, les faire découler d’ un théorème

plus générale lequel fournira un nouveau critère pour qu’un semi-groupe soit un

groupeo D’autre part, la considération de l’hypertas inverse permettra d’inter-

préter ces résultatse

Notations et conventions et ... Soit ~E ~ a~ un pseudo-tas (rappelons que cela
singifie que a au plus un seul élément V 0 E G~ ~ Nous poserons

~s ~ ensemble des équivalences simplifiables o ~s : ensemble des équivalences
quasi fortement régulières 0 Nous noterons D’) l’hypertas inverse de

(E , 
..

Convention~ - Lorsque nous dirons que 0 est un groupe, cela signifiera en fait

que D est un groupe d’élément unité lE étant l’application identique de
E.

Définition~ 2014 Deux complexes d’un ensemble &#x26; sont dits comparables si l’un

est contenu dans l’autre.

, ,

THEOREME 106. - Soit ~E ~ ~~ un quasi tas, tel que ~? soit un groupe.

Alors (E , Q) est un tas et on a ~~ : _r .



On a et il y a identité entre les idéaux et les parties
consistantes de (E , D) , les complexes nets et les complexes générateurs de
(E , 6J~ ~ les complexes forts, et les complexes présents de (E 1 
Nous allons donner différentes réciproques de ce théorème.

THEOREME 107. - Soit ~E ~ G~~ un hypertas injectif, plein, vérifiant la co~.
dition suivante

Dans ces conditions pour que D soit un groupe, il suffit que l’ une des condi..

tiens suivantes soit réalisée :

- Toute partie consistante de (E ~ (~~ est un idéal.

- Tout idéal de (E ~ ~~ est consistante

Dans ce cas (E ~ p} est un tas.

Démonstration. » On vérifie aisément, compte tenu que le complémentaire d’une
partie consistante de (E ~ ~~ est un idéal, que les deux conditions écrites
sont équivalentes. Supposons.-les vérifiées. Soit

~ est un idéal de (E, ~~ ~ donc est consistant. Mais

On a E == A .

Soit alors x 6 E , et soit 1~ le résidu de x , supposé non vide 3 c~est
alors un idéal de (E ~ 0) ~ donc une partie consistante. On peut supposer

que x ~ Wx ; en effet ~ O’y  Wx ===> ce

qui est contradictoire avec la condition x ~ O’y .

Donc 3 0 ~ D , vérifiant Qx 3 x . On peut alors écrire 0 o Ox 2 par
suite on a 0 o o== o (en vertu des hypothèses faites sur (E ~ (D) )~ Soit

Qy., Par suite 0= 

D’autre part on peut remarquer que l~on a

ce qui entraîne O’y 1 Y , soit y e 1 , ce qui est impossible comme nous venonsY Y
de le voir.



Soit u e9~x. On a: x~M ~ et par suite u~ W . Donc il existe
~ ~ 0 tel que ~ u 3 x . On a ~ o 0~ x 9 x , et il en résulte immédiatement
que 0~ o 0~ = On vérifie aisément que 9~ o 0 - Donc 0 est un groupe.
Il en résulte que est un tas, car .

9 est univoque*

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 107s 1 Q p Soit ~E 9 ~ j un quasi tas vérifiant les conditions sui-
vantes 8

Toute partie consistante de ~E ~ a) est un idéal .

Alors ? est un groupe et ~E ~ a~ un tas.

Démonstration. - Il n’y a qu’à considérer l’hypertas inverse de (E , o) et
appliquer le théorème 1070

COROLLAIRE 107.2~ .. Soit D un seini-groupe. Pour que D soit un groupe, il
faut et il suffit que l’une des conditions suivantes soit réalisée :
- Tout idéal à droite de e st cons is tant à gauche véri-

fie uv ~ J ==> U E cl ).
- Toute partie consistante à gauche de D est un idéal à droite.

COROLLAIRE 107.30 - Soit D un demi-groupe, simple à droite, simplifiable à
droite, et tel que tout idéal à gauche soit consistant à droite. D est alors
un groupe.

COROLLAIRE 10704. - Soit D un demi-groupe vérifiant les conditions suivantes :

Toute A , telle que DAD ~ A , vérifie uxv e A ==> 

L’une des deux conditions suivantes ==> x= y .

Alors il existe tels que V xeD .De plus,
il existe tels que



Passons maintenant à des théorèmes généralisant ceux de THIERRIN.

THEOREME 108. - Soit (E , D) un hypertas plein vérifiant les conditions sui-

vantes

Fr ~ Fs (toute équivalence fortement régulière est simplifiable).
Alors S est un groupe, et (E ~ ~) est un tas.

Démonstration. - Montrons que tout idéal il de ~E ~ ~) est consistant. Soit
A un idéal de ~E ~ Nous définissons une équivalence R fortement régu-
lière de la façon suivante :

Il est clair 
r s

Supposons alors que a E dx ~ A . Soit at E Oa , at E A . On a 

donc a p donc x ~. Donc h est consistant, etc.

THÉORÈME 109. - Soit (E , D) un hypertas plein vérifiant les conditions 
vantes

Alors pj est un tas, et p est un groupe.

Démonstration. - Nous allons établir que tout complexe consistant de (E ~ s)
est un idéal. Nous supposerons que p ~ car il n’y a rien
à demontrero 

E E ~ Y

Montrons dt abord que l’on a

Pour cela nous raisonnons par l’absurde. Soit x E E .
Soit 0~1~ soit v ~ Ou . Nous définissons une équivalence R , qui est
l’égalité sur E - {u ~ v} et qui vérifie u R v . On vérifie aisément que
~ = ~ ~ donc que ? ~ On a donc



On vérifie aisément que cela est en contradiction avec l’ hypothèse u ~ 
V on voit que V 3 tel que xeOy . lien
résulte que tout complexe consistant possède au moins deux éléments distincts.

Soit A un complexe consistant. Nous définissons une équivalence R de la

façon suivante : ,

1

On vérifie aisément que R est simplifiable, donc que R E F’. Ceci dit soient" 

. 
r

avec On a x  y  Soit

On a Mais car u= v => x= y a On a donc u E A, 
Par suite Ç ~~ a ~~ est un idéal*

C. Q. F. D.

Qn déduit tout de suite de ces théorèmes eaux de THIERRIN. Bien entendu,
on a également des applications évidentes de ces théorèmes aux demi-hypergroupes,
ainsi qu’ au cas où (E , D) = (D , m) , D demi-groupe, M demi-groupe engendré
par R et f 0

Remarque. - Il est peut être possible de donner d’autres critères pour qu’un
demi-groupe soit un groupe, par exemple en identifiant les complexes nets, et les
complexes générateurs;, ou bien les complexes forts, et les complexes présents. Au
fond, la notion di hypertas inverse, et le théorème 106 constituent le fond de cette
étude.

9. Complexes nets minimaux. Généralisation des théorèmes de LEFEBVRE.

Dans ce paragraphe, nous généralisons aux hypertas les théorèmes de IEEEBVRE
concernant les complexes nets minimaux, puis en utilisant la notion d’hypertas in-
verse, nous donnons des résultats nouveaux applicables aux demi-groupes.

A. Complexes nets minimaux.

THEOREME 110.

a~ Soit K un complexe net d’un hypertas (E, a~ . Pour que K soit net
minimal il faut et il suffit que l’on ait :



b. Soit K un complexe générateur d’un hypertas ~E ~ p~ . Pour que K soit

un complexe générateur minimal, il faut et il suffit que l’on ait :

COROLLAIRE 110.1. - Soit K net minimal dans (E , 

COROLLAIRE 110.2. » Soit K net minimal dans (E, 

COROLLAIRE 110.3. - Soit K net minimal dans ~E i (~~ ; soient

THEOREME 111.

a. Deux complexes nets minimaux d’un hypertas ~E ~ 6d) ont le cardinal.

be Deux complexes générateurs minimaux hypertas ~E ~ ~ ) ont le cerne

cardinal.

COROLLAIRE 1 ï 1.1..~ Soit D un demi-groupe. Soient j~ et B deux complexes

vérifiant D = DB , minimaux pour cette condition (resp. D = DBD ,
minimaux pour cette condition) . lors 1. et B ont le même cardinal.

On a de une application aux demi-hypergroupes.

Remarques. - La deuxième partie du théorème 111 fait penser aux résultats clas-

siques de la théorie de l’indépendance. Néanmoins des résultats notables existent

comme on le voit aisément.

Soient E un ensemble abstrait, et R une équivalence définie sur E (respec-
tivement soit $ une relation d’ ordre définie sur E ) . Posons

0 ~x) ~ ~ y ~ E ~ x ~ y} (respectivement x~ y} ) .

On a 0~ ~ ~ . Soit (E ~ S) l’hypertas associée S == {0} ~ On peut interpréter
de façon triviale les résultats donnés dans tout ce paragraphe.

THÉORÈME 112.

a. Soit (E , D) un hypertas possédant un complexe net minimal. Alors tout

complexe net de ~E 9 ~ ) contient un complexe net minimal.



b. Soit (E ~ ~~ un hypertas possédant un complexe générateur minimal. Alors

tout complexe générateur contient un complexe générateur minimal.

Ce théorème fournit des applications intéressantes aux demi-groupes, demi-

hypergroupes.

Nous considérons maintenant un hypertas (E ~ ~~ qui admet des complexes nets

minimaux. Nous posons K = famille des complexes nets minimaux ; R = U K.
KëK

THÉORÈME 1130 .... Si 

Démonstration. ~ On montrera la propriété d’ échange suivante

, ,

THEOREME i14.

a. Soit K G X , soit k e K , soit Jk l’ idéal engendré Par k . On a

S. est un idéal minimale

be Si K est non vide, tout idéal de (E , 0) contient un idéal minimale

THÉORÈME 115 (Réciproque). - Soit (E , 0) un hypertas vérifiant les condi-

tions suivantes :

b. Tout idéal de (E p ~~ contient un idéal minimal. Alors ~E ~ ~~ possède
des complexes nets minimauxo Le nombre dl idéaux minimaux de (E 1 S) est égal
au cardinal de tout complexe net minimalo

THEOREME 116. - Soit E la réunion des idéaux minimaux de ~E ~ 4~~ . Si
R = U K est non vide, on a E ; R .

&#x26;=K
Nous allons maintenant traduire ces résultats grâce à un passage à l’hypertas

inverse.

THEOREME 117. - Soit (E , D) un hypertas tel que

Pour qu’il existe des complexes générateurs minimaux, il faut et il suffit que
tout complexe consistant contienne un complexe consistant minimal.



Le nombre de complexes consistants minimaux est alors égal au cardinal de tout

complexe générateur minimal. Enfin si on pose :

réunion des complexes consistants minimaux de ~E ~ p~ .

R’ = réunion des complexes générateurs minimaux.

On a ~t ~ R° ~

Ceci dit, compte tenu que le complémentaire d’un complexe consistante ~ E ,
est un idéale on peut transformer ~.~ énoncé du théorème 11’~,

Définition. - On appelle idéal maximal de (E , D) , tout idéal J égal à E

quand E ne possède pas d~ idéal propre, ou quand E possède des idéaux propres,
tout idéal propre maximal.

THEOREME 118. - Soit (E , D) un hypertas tel que

Pour qu’il existe des complexes générateurs minimaux, il faut et il suffit que
l’on puisse plonger tout idéal propre de ~E ~ o) dans un idéal maximal. Alors

le nombre d’éléments d’un complexe générateur quelconque est égal au nombre des
idéaux maximaux. De plus on a R’ = E - ~" désigne l’intersection des
idéaux maximaux de ~E ~ o) lorsque ~E ~, f~~ possède des idéaux propres, où la

partie vide dans le cas contraire.

THÉORÈME 119. - Soit (E , D) un hypertas. Pour qu’il existe u e E , tel que

E = il faut et il suffit qu’ il existe un seul idéal maximale et que tout

idéal de ~E ! ~~ propre soit contenu dans cet idéal maximal.

THÉORÈME 120... Soit D = Pour qu’il existe u E D tel que D = Du

(resp. D = DuD ) , il faut et il suffit que D ne possède pas d’idéal à gauche
propre, ou bien qu’il existe un idéal à gauche propre maximum (resp. que D ne

possède pas de partie A propre vérifiant ou qui il existe une partie
propre vérifiant DAD ~ A f maximum pour cette propriété)* De plus, l’ensemble
des u tels que D = Du , est égal au complémentaire de 1’ idéal. propre maximum,
cu a E entier selon le cas.

Ce théorème permet de caractériser les demi-groupes qui possèdent des éléments
inversibles d’un côté au sens de Ljapin. Bien entendu lorsque D’ possède une

Unité, ce théorème est trivial.



Remarque * *- On a des énoncés analogues quand on conaidère des hypertas associés

à un demi-hypergroupe, ou à une relation d’ ordre.

B. Complexes W minimaux. - Nous ne ferons qu’esquisser l’ exposé.

PROPOSITION 121. - Soit (E ~ 0) un hypertas, dont ~ HRt un idéale Pour que

W soit résidu d’un complexe de E ~ il faut et il suffit que l’on ait

DW . 0 = W .
a

Pour que W soit résidu d’un complexe de E ~ disjoint de W ~ il faut et il
suffit que W ~ 0 = W  (W est dit fortement large.)

~

Par passage à l’hypertas inverse, on a la proposition :

PROPOSITION 12~ ~ Soit 0) un hypertas dont A est un complexe consis-

tant-

Pour qu’il existe un complexe B de E tel que E -. OB = A il faut et il

suffit que l’on ait E ~ A = Pour qu’il existe un complexe B de E tel

que faut et il suffit que l’on ait

E - A= 0(E - A) .

Soit W un idéal fortement large de (E ~ (&#x26;) . Nous posons {complexes
de résidu W ~ disjoint de minimaux pour ces conditions)* Un complexe appar~
tenant à Mrf dit W-minimal.

Définition. - Soit W un idéal fortement large de (E ~ 0) o Soit E~ = E - W .
Soit 0~ l’ensemble des applications TB’ de E~ dans P(E-.) définies ainsi :

On montre que (~- ~ p ) est un hypertasn
, ~

THEOREME 123. - Soit H un complexe de E ne rencontrant pas W . Pour que

WH = W , i~ faut et il suffit que H soit net dans ~ET ~ ~ ~ ~
Co théorème ramène l’ étude des complexes W minimaux à l’étude des complexes

nets. On peut alors énoncer des théorèmes analogues à ceux de la partie (A). Nous
ne le ferons pas.
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