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10-01

MODULES INJECTIFS INDÉCOMPOSABLES SUR LES ANNEAUX ARTINIENS
ET DUALITÉ DE MORITA

par Bernard ROUX

Séminaire DUBREIL
(Algèbre)
26e année, 1972/73, n° 10, 19 p. 26 mars 1973

Résumé,

A chaque anneau artinien à gauche A, on peut associer une famille finie de ceu-

ples Di) , 1  i  s , où E. est un anneau simple et D. un sous-corps
(non nécessairement commutatif) unitaire de et où s est la longueur bila-
tère du radical de Jacobson de l’anneau A .

Dans cet article, on montre comment le problème de la connaissance des A-modules
à gauche, injectifs indécomposables, se ramène au problème de la connaissance des
dimensions de Ei comme espace vectoriel sur D. , 
Plus précisément, la connaissance des dimensions ~E. : D ~ permet d’associer à

chaque A-module à gauche simple S, une suite finie de cardinaux c ~S~ , 
Par ailleurs, à tout. extension essentielle E de S, on associe de façon 
relle une suite de cardinaux di(E) , 1  i  s, tels que ei(S) , pour
tout 1 . Si les cardinaux sont finis, on montre que le module E est en-

veloppe injective de S si, et seulement si, = c i (S~ . Dans ce cas, 
obtenir un module qui soit enveloppe in jective de S, il suffit de connaître les
nombres ci (S) (calculés à partir des dimensions et de construire

(par générateurs et relations) un module E extension essentielle de S, tel que
= On indique des applications de cette technique.

Dans une deuxième partie, on caractérise l’ anneau d’endomorphismes du module in-
jectif indécomposable sur certains anneaux artiniens locaux A, c’est-à-dire qu’on
caractérise l’anneau Mor1ta-dual de A.

Introduction.

Première partie (Sections 1, 2, 3). - La principale source d’inspiration de cette
partie vient de travaux de DLAB et RINGEL, [4], ~5 ~, (~ ~, où sont déterminés les
modules injectifs indécomposables sur certains anneaux artiniens A. Il y est 
lisé la méthode naturelle suivante.

Etant donné un A-module à gauche simple S, on construit (par générateurs et
relations) une extension essentielle E de S, et on cherche à quelle 
le module E est injectif. Pour cela, on cherche à quelle condition il exist
pour chaque idéal à gauche I de l’anneau et chaque morphisme p de I ’ - .

un élément x de E tel que tout a E I .

En fait, cette méthode est applicable lorsque le treillis des idéaux 



A est assez simple, mais devient impraticable pour des anneaux artiniens un peu

plus "gros". De plus, elle nécessite, pour chaque classe d’anneaux A, des calculs

chaque fois différents.

Dans ce travail, on donne une autre méthode, à la fois simple et applicable à

tout anneau artinien. Cette méthode découle d’une technique employée par ROSENBERG

et ZELINSKY [11], modulo quelques compléments que nous y avons apportés en [12J et

ici, en section 2.

Rappelons qu’un anneau artinien commutatif (ainsi qu’une algèbre de dimension
f inie sur un corps commutatif) possède la propriété suivante.

La structure des modules injectifs indécomposables est "duale" de celle des mo-

dules projectifs indécomposables ( qui sont des idéaux facteurs directs de 1’ anneau~
dans un sens précisé en section 1 ci-après.

La méthode en question ici donne en particulier une condition nécessaire et suf-

fisante (théorème 2.7) pour qu’un anneau artinien possède la propriété ci-dessus.

Cette partie donne les preuves des sections 1, 2, 3, de ~13~).

Deuxième partie (Sections 4, 5, 6, 7). - Pour tout anneau A (toujours supposé
unitaire), on désignera par Mod [resp. ModA] la catégorie des A-modules à

gauche [resp. à droite]. Etant donnés deux anneaux A et B , une dualité de

Morita entre les catégories Mod A et BMod est une équivalence contravariante ad-
ditive entre une sous-catégorie de Mod. et une sous-catégorie de ModB , ces

sous-catégories étant fermées par prise de sous-objets et ob jets quotients, et con-
tenant tous les modules de type fini. On dit alors que l’anneau A [resp. B] pos-

sède une dualité à droite [resp. à gauche] .

Tout anneau ayant une dualité (à gauche ou à droite ) est semi~.parfait (Cf. B.
OSOFSKY et une caractérisation complète des anneaux ayant une dualité est
donnée par B. J. MÜLLER en [9]. Signalons aussi que, pour l’étude des dualités de
Morita, il suffit de se limiter au cas où les anneaux (semi-parfaits) sont basiques
( Cf . 

0.1. DÉFINITION. - Soient A et B deux anneaux semi-parfaits basiques tels

qu’il existe une dualité de Morita entre les catégories Mod A et JMod . La donnée
de l’in des deux anneaux et de cette propriété caractérise l’autre anneau, à iso-
morphisme près. Aussi dirons nous que B est "le" dual à droite de A , et A

"le" dual à gauche de D , On sait ~8~ et (9~~ que, si on désigne par C 
A

[resp. le cogénérateur minimal de la catégorie Mod [resp. alors

B = End(C ), et A == 
~ 

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau (semi-parfait basiq-..
A :

(1) L’anneau A possède un dual à droite et lui est isomorphe.



(ii) L’anneau A possède un dual à gauche et lui est isomorphe.

(l’équivalence de ces conditions résulte immédiatement des définitions~

0.2. DEFINITION. - Si les conditions ci-iessus sont vérifiées, nous dirons que

l’anneau A est auto-dual.

Par exemple, les algèbres de dimension finie (sur un corps commutatif) et les

anneaux artiriens commutatifs sont auto-duaux. Signalons qu’il existe des anneaux

artiniens non auto-duaux ( Cf . section 7, où on donne du m8me coup un contre-exemple

à une partie du théorème 3 de [ 10]) .

Cette partie e~t essentiellement consacrée à la recherche des duaux des quotients

d’anneaux de polynômes tordus. Ces anneaux seront notés K est un

corps non nécessairement commutatif, cr un endomorphisme de K , h un entier,

h >. 2 . Ils sont artiniens, de longueur h , à gauche (pour toute précision, voir
en section 4). Lorsque K est commutatif, on montre que ces anneaux sont auto-

duaux. Lorsque K n’est pas commutatif, on n’a pu conclure que dans certains cas

(sections 4, 5, 6).

Rappel et conventions. - Rappelons le résultat fondamental suivant, qui découle
immédiatement de MORITA [8], et B. OSOFSKY ([10], théorème 3) (on dé-

signe la longueur d’un A-module à gauche M , si elle est définie).

0.3. Soient A un anneau parfait à gauche ou à droite, et C le
cogénérateur minimal de la catégorie Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) L’anneau A possède une dualité à gauche.

(ii) Les sont finies.

Dans tout cet exposé, les anneaux sont supposés avoir un élément unité non 
et tous les modules sont unitaires. Les corps ne sont pas supposés commutatifs, si
ce n’est pas spécifié. I~s anneaux simples [resp. semi-simples] sont toujours sup-
posés artiniens.

1. Suites de composition bilatères et forte dualité de Morita.

Etan t donné un idéal bilatère J d’un anneau A, on dit qu’une suite d’idéaux
bilatères

est une suite de composition bilatère de J s’il n’existe pas d’idéaux bilatères

strictement compris entre et Ji , ~  i  s . Cela revient à considérer
les suites de composition (ou suites de JORDAN-HÖLDER) du sous-A-bimodule J de

A . Alors le résultat suivant est classique.



1.1. LEMME.

1~ Soit J un idéal bilatère ayant une suite de composition. Alors, toute suite
de sous-idéaux bilatères emboîtés de J , peut être raffinée en une suite de compo-
sition.

2~ Si un idéal bilatère J possède deux suites de composition bilatères

s = t et il existe une permutation Q de {1 , ... , s} telle que_ les

A-bimodules K ( )/K ( ) soient isomorphes. On appelle alors n la
longueur bilatère de J .

Il est clair que tout idéal bilatère d’un anneau artinien à gauche ou à droite

possède une suite de composition bilatère.

Rappelons qu’un idempotent non nul d’un anneau est dit primitif s’il n’est pas
somme de deux idempotents orthogonaux. Et un idéal à gauche (resp. à droite] est

dit primitif s’il est engendré par ~~n idempotent primitif.

Pour un module M, on désignera par E(M) son enveloppe injective, et par T(M)
le module qu’on peut appeler la tête de M. Si M est un module à

gauche e t J un idé al à dro ite de l’anneau, on notera (x E M , Jx = 0 ~ ~ (M : J ) ~
e t (M : J) e st un sous-module de M. Enfin, si un module à gauche [resp. à droite]
M , sur un anneau A, possède une longueur au sens usuel (longueur d’une suite de
composition, ou suite de JORDAN-HÖLDER), on désignera cette longueur, tantôt par

’vt ; , rour des raisons de
commodité technique.

Un anneau A est dit semi-primaire si l’ anneau ~,/Rad(A) est semi-simple, et s~
l’idéal Rad(A) est nilpotent. Tout anneau artinien à gauche ou à droite est semi-
primaire.

Rappelons quelques propriétés essentielles de tout anneau s mi-primaire A :

1° Etant donnés deux idempotents primitifs e et f de A, les conditions sui-
vantes (i), (ii ), (iii), (iv), sont équivalentes

2~ Pour tout A-module à gauche simple S , il existe ~ idempotent primitif e

de A tel que 

3o Pour tout A-module à gauche projectif indécomposable P, il existe un idem-
potent primitif e de A tel nue P ~ Ae .

4~ T- ~ A-~~~le ~ ~décomposable est ~2014



module simple.

On a donc des bijections naturelles entre les classes d’isomorphisme des

(a) Modules à gauche simples,

(b) Modules à gauche 

(c) Idéaux à gauche primitifs,

(d) Modules à gauche injectifs indécomposables,

(e) Enveloppes injectives de modules à gauche simples,

(f) Mêmes classes qu’en (a), (b), (c), (d), (e), en remplaçant gauche par droite.
Soit f un idempo.,:3nt primitif d’un anneau semi-primaire A. Il existe une

"dualité qualitative de structure" (pour toutes précisions, cf. FULLER [7]) entre
le A-module à droite projectif indécomposable fA, et l’injectif à gauche indé-
composable M = E(T(Af)) , qui se manifeste notamment par la propriété suivante :
Pour tout couple (J , J’) , d’ idéaux bilatères de A tels ue J ~ Jt 1e A_

module à droite est semi-simle si, et seulement si le A-module à gauche
(M : J’ ~~(M : J~ est semi-simple. Si e est un idempotent primitif de A , T(eA)

, 
est isomorphe à un facteur direct de fJ/fJ’ ,si, et seulement si, est iso

morphe à un facteur direct de (M : J’)/(M : J~ .

Si A est une algèbre d.e dimension finie sur commutatif, ou un 
artinien commutatif, on a de plus la propriété suivante :

Les longueurs

C’est-à-dire qu’à la "dualité qualitative" s’ajoute dans ce cas une "dualité
quantitative"..

1.2. DEFINITION. - Soient A un anneau semi-primaire, et f un idempotent p rimi-
tif de A. Nous dirons que l’idéal à droite primitif fA et le module à gauche
injectif indéccmposable M = sont fortement duaux si, pour tout couple
(J , J’ ) d’idéaux biltères tels J =) J’ , les longueurs et

[(M : J’)/(M : J) ] sont égales. Nous dirons que A possède la forte
dualité xi la propriété ci-dessus est vraie pour tout idempotent primitif
f de A ,

1.3. LEUME. - Soient A un anneau semi-primaire ayant une longueur bilatère
un idempotent primitif de A , et M le module E(T(Af)) . Les condi-

tions suivantes cent équivalentes. 
..._....~..._.

~ i) Les modules fA et E~T(Af ) ) sont fortement duaux.
(1i) Il existe une suite de composition bilatère de Rad. (A) , soit



(iii) Même propriété qu’en (ii), pour toute suite de composition bilatère de tout
idéal de l’anneau A *

Preuve.

(i) implique (iii) y et (ii**) implique (-’i)p trivialement, (ii) implique (i). Pro-

longeons la suite de composition bilatère de Rad(A) en une suite de composition

bilatare de A, 0 = J0 ~ ... ~ Js == Rad(A) c ... == A .

Donc on a le résultat suivant.

Maintenant, soit 0 C une suite bilatère. elle peut
~tre raffinée en une suite de composition bilatère de A :

Alors, d’après ~1,~~ et la relation (1.~.I~ ci-dessus, ~~ a la relation

1*4* REMARQUE. - Si un anneau artinien à gauche et à droite possède la forte dua-
lité à gauche, il possède une dualité de Mérita à gauche (Cf. 0.3), car le cogéné-
rateur minimal .0 de la catégorie Mod est c’e longueur finie. En effet,

~C = E(S ) 0 ... @E(S~) ~ ~i S ~ ~. ~ S~ e~t un système complet de A-modules

à gauche simples. Soient e1 , ... y e des idempotents primitifs de A tels que

Si 1 ~ i ~ r . L’application de l’hypothèse de forte dualité à gauche,
en prenant J = A et 0 , donne l’égalité [E(T(Aei))] == [ei A] , de sorte qu3
le module E(s.) est de longueur finie, 1  i  r . Donc C est de longueur
finie, précisément égale à la longueur du générateur projectif minimal de la caté-
gorie ModA (Cf. [12]).

Signalons qu’il existe dep à et à droite A n’ayant pas
la forte dualité a gauche. ~ ~- T.pqq’"’ ’’:’ ~o i~-~~~r ~ c’] est in-

finie, mais On he sait pas s’il en existe pour lesgucls cette longueur est finie.
Ce problème est d’ailleurs équivalent à un de E. APTIN sur les extensions

d’anneaux simples (Cf. [l2]).

2. Couples d’anneaux de Rosenberg-Zelinsky et principaux résultats.

2.1. Soient A et B deux anneaux, e.  module. Il



existe un morphisme naturel $ de B ~ ans End(AH) défini par.

Cornue Ker ~ est à droite de H , nous considérerons sur H indif-

féremment la structure de ou de A/Ker (à gauche). Le couple
d’anneaux (End( H~ , $(B)) esv ici appelé couple (de Rosenberg-Zelinsky) associé
à gauche au bimodule AHB. Il est à noter que ~(B? est un sous-anneau unitaire

de End( 

2.2. Soient C et C’ deux anneaux, et D [resp. D’] un sous-anneau de C

[resp. de CI] . On dira isomorphisme de C dans C’ est un isomorphisme du

couple (C , D) dar~ le couple ~ C’ , D’) si la restriction à D est un isomor-

phisme de D dans D’ . Avec cette définition, un isomorphisme entre deux bimo-
dules induit canoniquement un isomorphisme entre les couples associés à gauche à
ces bimodules.

2.3. Les résultats suivants sont classiques.

Si le module AH e st sem:i.-simple de longueur f inie n, l’ anne au End( H ~ est

semi-simple de longueur n , et cet anneau est simple si, et seulement si, H est

de plus isotypique.

Si le module HB est semi-simple, al ors Ker ~ ~ Rad(B) t et si l’ anneau B est

semi-primaire, 03A6(B) est isomorphe à u.n anneau semi-simple composant direct de
B/Rad(B) . Si de plus Hp est isotypique, l’anneau 03A6(B) est simple.

Considérons maintenant un anneau artinien a gatche A , et J , J’ deux idéaux
bilatères tels que J’ C J et que le A-module J/J’ soit semi-simple à gauche et
à droite et isotypique à gauche, de type où f est un idempotent primitif
de A. Notons E = qui est un anneau simple (le fait que A soit
artinien à gauche implique que le A-module J/J’ soit de longueur finie) ; notons
U [resp. V] un E-module à gauche [resp. à droite] simple ; notons T = ~~A~ ~
qui est un anneau semi-.simple, et enfin M = Alors, U [resp. V] est
de façon naturelle un T-module à gauche [resp. à droite] , et il est prouvé en
( ~ 12 ~, corollaire 4.4) le résultat suivant.

2.4. et notations ci-dessus, on a les égalités

2.5. Anneaux basiques. - A tenu semi-primaire A correspond son anneau de

base (défini  près). qui est "la plus pe" anneau Morita-équivalent
à T- ’ -’’ A : c’est l’arneau d’endomorphismes dr plus petit générateur projectif
de la catégorie A Mod [8]). Un anneau semi-primaire A sera

Ait basi - 
’ 

ait que



l’anneau A/Rad(A) soit im produit de corps. La catégorie des modules sur un

anneau semi-primaire étant Morita-équivalente à oel?e des nodules sur son anneau de

base, nous pouvons nous limiter à ne considérer ici que des anneaux basiques.

Soit A un anneau semi-primaire ’basique. Conformément à la remarque faite en

(2.1.1), un simple H peut comme un 

vectoriel, où K = A/(A : AH) et K’ = A/(A : HA) sont des corps composants di-

rects de l’anneau A/Rad(A) e

2.6. Famille de couples de Rosenberg-Zelinsky associés à un anneau artinien.

Soit A un anneau artinien à gauche. Soit B anneau de base. Soit

une suite de composition bilatère de Rad(B) . Les B-bimodules simples 
i z-1

sont des bi-espaces vectoriels (Cf. 2.5), et la famille de cen bi-espaces 
est indépendante (à permutation et isomorphisme prés) du de la suite de com-

position de Rad(B) , d’après (1.1). Soit (E , Ti) le covple de Rosenberg-

Zelinsky associé à gauche au bi-espace Ji/Ji-1 . Comme l’anneau A est artinien

à gauche, J i/Ji-1 e st de dimension à gauche finie, donc Ei est un anne au simple,1 1 1 
’ 

1

et T . 1 est un sous-corps de Ei . Avec 1 a définition (2.2), la famille (Ei,Ti)1is
est indépendante (à permutation et isomorphisme prés) du choix de la suite de com-
position bilatère de on dit que c’est la famille de couples d’anneaux de

Rosenberg-Zelinsky associés à gauche à l’ anneau artinien à gauche A .

2 .’l . S oient A un ann.e au artinien à gauche, et ( E . , T . ) , la

famille de c ouples d’ anneaux dp Rosenberg-Zelinsky associés â gauche à l’anneau A .

Si on désigne li [resp. ri] la de Ei comme espace vectoriel à

gauche [resp. à droite] sur Ti . les conditions suntes sont équivalentes :

(i) L’anneau A p ossède la forte dualité à 

Preuve. - Soit B l’anneau de base de A . La famille (E. y T.) . est celle
~L 1 l~~~S

des couples .. mie suite de composition bilatère de soit

0 == ... ~ Jg == (i) ~plique (ii). Fixons nous un entier i , 
Il existe un idempotent primitif e de B tel que le module à gauche isotypique

soit de type T(Ae) , Ci en note M = E(T(Ae)) , il résulte de l’hypothèse

(il) implique (i). On suppose que li == ri , donc = T.] ,
1  i  s . Soi-c f un quelconque idempotent primitif de B y et M = E(T(Af)) 
D’après le mme 1 3, pous avons p les égalités.



Deux cas sa présentent suivant les de i :

1er Le module à isotypique Ji/Ji- 1 
n’est pas de type T(Af) .

Alors, fJi/fJi-1 = 0 . Mais il en (M : Ji-1)/(M : Ji) == 0 d’après

[7], donc l’égalité cherché3 est vraie dans ce 

2e cas - Le module à gaucho Ji/Ji-1 est de type ï(Af) . Alors, diaprés le
lemme 2.3 et l’hypothèse,

ce qui achève la preuve.

Nous allons maintenant donner un critère plus précis pour connaître les modules

injectifs dans le cas général, c’est-à-dire même si l’ anneau ne possède pas la

forte dualité.

2.8. Soient A un anneau artinien à gauche (basique), et une suite de

composition bilatère de l’idéal Rad(A) . Soit S un A-module à gauche simple, et

notons M = E(S) et ci(S) = [A((M : Ji-1)/(M : Ji))] . Comme indiqué dans la
preuve de 2.7, deux cas se présentent :

La famille des cardinaux 1 ~ i . s .. est indépendante (à permutation
près) du choix de la suite de composition bilatr9 dd Rad(A) , à partir de 
elle est définie.

Comme indiqué en ~~ 13~, 2.12), le résultat suivant permet de construire "par gé-
nérateurs et relations" comme quotient d’un module libre par un sous-

module convenable. On en donne un exemple en section 4 ci-après) le module injectif
E(S) , lorsqu’on connatt les nombres c i ~S~ ~ ,

2.9. Soient A un anneau artinien à gauche basique, et

une suite de composition de Rad(A) . Soient S un A-module à gauche-
simple, L une extension esseutionlle de S )/(L* T
Alors,

(i) Le module J1 est enveloppe injective de S ;



Preuve.

1~ Le module L étant un sous-module de M = E(s) , on a (L:J.) = L n (M:J.) y
1  i  s . Par suite, le module (L : Ji) est isomorphe à un sous-

module de (M : Ji) . Donc, 
2~ (i) implique (ii)~ trivialement, (ii) implique (iii), trivialement car

[L] = 1 + d~(L) . (iii) implique (i). Puisque [M] == l + 
l’hypothèse (iii) signifie que [L] = [Hj . Si cette longueur est finie, cela im-
plique que le sous-module L de M est en fait égal à H .

Cette section s’ aci.«ve par une remarque donnant une condition nécessaire et suf-
fisante pour que les injectifs indécomposables soient de longueur finie.

2.10. Soient A un anneau artinien à gauche basique, et C le cogénérateur mi-
nimal de la catégorie Les A-modules à gauche injectifs indécomposables
sont de longueur finie si, et seulement si, le module 0 l’est, ce qui équivaut
encore au fait que le module T(C) soit de longueur finie. Notons S le socle

droit de l’anneau A, c’est-à-dire la somme des idéaux à droite minimaux de A,
qui est aussi l’annulateur à gauche de Rad(A) , soit S = (A : .Rad(A)) . Ainsi,
T(C) == C/Rad(A) C = C/(c : S) . Notons J = S n Rad(A) . Alors le complément de J
dans S est, soit nul, soit un anneau semi-simple composant direct de A. Et,
dans ce dernier cas, les A-modules à gauche injectifs indécomposables, correspon-
dant à ce composant, sont simples. Donc, en fait, le module C est de longueur fi-
nie si, et seulement si, le module C/(C : J) l’est. Soient une suite

de composition bilatère de l’idéal J, et (E. , Ti)1ik la famille des couples
de Rosenberg-Zelinsky qui y est associée à gauche. La technique précédemment em-
ployée, donne l’égalité C/(C : J) = 

En résumé, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) les A-modules à gauche injectifs indécomposables sont de longueur finie ;

3. Application à une classe d’anneaux artiniens.

3.1. LEMME. - Soient Q ,et Q’ des corps commutatifs, QHQ’ un Q-Q’-bi-espace
vectoriel, et (E , T) [resp. (E’ , T’)] le couple d’anneaux de Rosenberg-Zelinsky
associé à gauche (resp. à droite) a QHQ’ . Si [QH] = 1 et [HQ’] = n  +. ,

JTE : T] =[E : g T] =n=[E’ . :, T’], =[E’ : T’] .- " r 
. 

~ " . T*

Preuve.

Si = 1 , alors E == Q , donc T est mi sous-corps du corps com-
mutatif [ E : 7] = [E : TL=[H 1 ..



Si = n  + co , alors l’anneau Et = est simple, de longueur n .

Soit 03A8 le morphisme de Q dans E’ défini par la relation

Soit f un élément du centre C de E’ . Donc f , pour tout

q E Q . f(qh) = qf(h) , pour tout q E Q , et tout h EH. Prenons

arbitrairement un élément dans H , soit x . Puisque [QH] == 1 y pour tout h EH,
il existe q E Q tel que h = qx . Et il existe X e Q tel que f (x~ ~ Àx . Ainsi
f(h) = f(qx) = qf(x) = q~,x ~ ~,h , et ce, pour tout h E H . Donc f = ï(X) .
Ainsi le centre C de E’ est contenu dans ~(Q~ , qui est T’ par définition.
Donc

Mais E’ est de dimension finie sur son centre, et [T’ : = C’] . Donc
[E* : T’T- [E’ : T’]r . Enfin, on peut remarquer que, si U’ désigne un E’-

module à gauche simple, alors, [u’ : T’] = [H] = l . Donc, 
Autre démonstration possible : on se donne une base de H sur Q’ , à partir de

laquelle on construit aisément une base de E’ sur T’ , à gauche et à droite,
ayant le même nombre d’éléments.

Du théorème 2.7 et du lemme 3.1, il résulte immédiatement le résultat suivant.

3.2. PROPOSITION. - Soit A un anneau artinien à gauche et à droite vérifiant
les conditions suivantes :

1° le corps commutant de chaque A-module simple est commutatif ;

2° Si 0 = J~ c ... c j~ = Rad(A) est une suite de composition bi1atère, le A-
module Ji/Ji-1 est simple à gauche ou à droite, pour chaque i , 1  i  s .

Alors, l’anneau A possède une forte dualité à gauche et à droite.

En particulier, tout anneau local sériel à gauche, artinien à droite, et dont le
corps résiduel est commutatif, possède donc la forte dualité à gauche et à droite
(rappelons qu’un module est dit sériel s’il possède une, et une seule, suite de
composition, et local A est dit sériel à gauche si le A-module A
est sériel). 

Il en découle immédiatement les proportions ? r’o ~’] et ? ? de F61.

4. Dual d’un anneau du type K[X]h03C3.
Soient K un corps, et o un endomorphisme de K . On désigne par 

l’anneau des polynômes c’est-à-dire i’anneau défini sur le groupe ad-
ditif Ae K[X] par la multiplication Xa=o(a)x, a ~K. On désigne par K[xt(avec h > 2’ le quctient de l’anneau l’idéal (Xn). Cet anneau est
sériel a ~ h , c~ gau.he (Ci’ 



Pour la commodité des notations, dans la suite, nous désignerons par A 1 panneau

(et non pas en supposant h  1 (et non pas 2 ).

Nous allons construire un A-module à droite, note F , qui sera sériel et de

hauteur h + 1 , et nous expliciterons son anneau d’endomorphismes B = End(F.) .
Si l’anneau A possède la forte dualité à droite (ce qui est réalisé en particu-
lier si K est commutatif, ¿,’après 3.2), le module F. est cogénérateur minimal

de la catégorie ModA , et l’anneau B est alors le dual à droite de A .

On montre aisément que si A est un anneau local, sériel à gauche, de hauteur

h + 1 , et si on désigne par d la longueur alors la ion-

gueur à droite de l’anneau est +...+d .

On a vu (Cf. [l3]) que, = [K : Par la suite, nous

supposons toujours que cette dimension, désignée par d , est finie, ce qui équi-
vaut donc à supposer 1~anneau A artinien à droite.

Si d = 1 , 1~ anneau A est sériel à droite aussi, donc auto-injectif et auto-

dual~ Aussi supposerons nous dorénavant que d > 1 .

4.0. Soit el ’ e~ , ... , e, une base à droite de K sur o(K) , telle que

e = On vérifie aisément que, pour chaque entier positif n, 1~ensemble

d’éléments de K est une base à droite de K sur Et, pour tout n ~ 1 ,

Soient V 
n 

le 03C3n(K)-sous-espace vectoriel à droite de K engendré par S-(e )
et, J = V1 X ~ ... ~ Vh Xh , somme directe de sous-groupes de A . On vérifie sans

peine que J est un idéal à droite de A . Désignons par q le morphisme cano-

nique de A. sur A./J , et par F le A-module à droite == q(AA) .
4.1. Montrons que le module F ainsi défini est sériel. Pour cela, il faut et

il suffit que pour tous a , b ~ A , il existe c e A , tel que q(a) = q(b) c ~u

q(b) = q(a) c ~

Soient a = 03A30nh 03B1n Xn , b = 03A30nh 03B2n Xn , deux éléments de A . Pour simpli-
fier les notations, les éléments de (B seront désignés par f., 1  i : dn
(notation cohérente puisque 0 c: (g Y avec f. == e = ly .n n+l l l iL

On simplement a 
n 

.~u lieu de an~ , ~ . n  



(y 
n 

Xn = Xn ’v ’il . Soit k le plus petit des entiers n tels que 03B1n ~ 0 , si les

03B1n sont non tous nuls. i. e. si 0 (si q(a) == 0 y la question est résolue,

puisque .q(a) = q(b) c en prenait o == 0 ). Alors, si orL note 

il vient q(a) == o(X ’ a’) . et élément inversible de A , puisque 03B3k~0.
Do il ~ N et un élément b 1 inversible dans A ~ tels que

q(b) = q(x b’) . On peut supposer k  &#x26; , car le cas k se résout symé-

triquement. D’après [14], il existe un élément inversible u dans A tel que

a’ X = Xl-k u . Ainsi, q(a) = == u) , et par suite,
q(b) == q(a) c en prenant c = X u" Ce qui achevé la preuve de la séria-

lité du module F..
On vérifie aisément que la suite

est une sui te de composition du module FA . Donc, [FA] = h + 1 .

4.2. LEÎ>P%. - Soient D un corps, k un sous-corps de D tel que [D:k] Hm ,
V un sous-k-espace vectoriel à droite de D , tels que :

i° kV C V (cette condition est toujours vérifiée si D est commutatif) ;

2° les dimensions [D : k]r et [V : k] sont premières entre elles.r - r

Alors k = (OE e K , OEV  V) .

Preuve.

Désignons iOE é K , OEV  V) Par Pour chaque élément OE de K , désignons
par 03B303B1 la multiplication à gauche par 03B1 dans K . Ainsi cyV = y OE (V) . Or, si
OE fl 0 , y est un automorphisme du k-espace vectoriel à droite D . Donc

[aV : kJ 
r 
= [V a (V) : k l 7 = [V : k]r . Ce qui, si Ci 

1 

E DV , implique (XV = 
. 

V , et

par suit e = Ci . onc, si O! eV’ a ors Ci EV. eci vu, on vérif ie aJ.-

sément qUe DV est Un sous-corps de D , et il contient k , par l’hypothèse i°*

°r la StrUctUre natUrelle de DV-espace Vectoriel de V prolonge sa structure de

k-espace vectoriel. Donc lV t k% " lV " Dyy [Dy : La fin de la preuve ré-

sulte alors immédiatement de l’hypothèse 2° et du fait que l’entier [D : k]
divise chacun des entiers [D : k] et [v : k] .r r

4.3. Caractérisation de l’anneau B = 

On remarque aisément que tout de PA est isomorphe à un quotient de

Fà . On en d3Uit que l’anneau local est Sériel à gauche de longueur à
gauche égale à la longueur [P A ] = h + i °

Le module Pi, étant monogène, de générateur ç(1) , un endomorphisme f de P
est déterminé par la donnée àe 1" q(=) image par f de q(i) (i. e.

= f(q(i) ) ). Il est clair que ç(r" = = jo j , d’où 1 résulte
sion xJ C J . Réciproquement, pour tout x de à tei que xj c j ia relation



fq(a) = q(xa , a ~ A , endomorphisme of de F. *
. les éléments 03B1 de K ~ A tels que 03B1J c: J . Puisque

on a 03B1J ~ J si, et seulement si, 03B1Vn ~ Vn . 1  n  h .

4.3.1. Supposons que 03C3(K) Vn ~ Vn , 1  n h (cette hypothèse est vérifiée
notamment si K est commutatif).

comme [V~ : = [K : o~(K)~) - 1 , on peut appliquer le lemme 4.2 avec
D=K , k==or~(K) , V==V . n Il en résulte que si, et seulement si,

o (K) . Ainsi, -I = j si, et si, c~ ~ c~(K) = o~(K) .
Par suite, la relation = a) , a e K, a e A , définit une

application $ de K dans B. On sans peine que cette application est
un 0152orphisme de sorte oue est un sous-corps de B . On va voir

que $(K) est en iait un so.r-s..,crrps de représentants du corps résiduel. Cela rc-.
vient à montrer (Cf. [14]) que B = $ somme directe de sous-groupes
additifs.

Soient donc f e B , c’est-à-dire = q(x) , ou x =Io~~ x n !~.h ,
et xJ ~ J . On a vu que si 03B1 ~ K et ofJ=J ,aLors la même façon,
la relation xJ c J implique x~ e r~(K) . Donc il existe p ~ K tel que

~0 = ~ (P) * et par suite fq(l) = + q(x - x~) = + q(x - 
Mais puisque xJ c J et x~ J c j , on a aussi (x - C J . Alors soit fi
l’élément de B défini par la relation f q(l) = q(x - x ) . Ainsi

L’endomorphisme f1 n’est pas surjectif, donc f1 n’est pas inversible dans B ,
donc f 1 E Rad(B) . Et f - ~ ~ ~ ~ + f~ . On a r.: ., ~ ~. que B = $(K) + Rad(B) .
On vérifie aisément ~~K~ n Rad(B) = (0) , Donc B = ~~I~~ p Rad(B) . Donc le
sous-corps 03A6(K) , que nous désignerons par D , est bien un corps de représentants
du corps résiduel ie B.

Pour finir, soit Y l’élément de B défini par la relation = q ~X ~ , On
vérifie aisément que BY = Rad(B), c’est-à-dire rue Y est une "uniformisante"
(Cf. [14]).

Il existe donc un de D , défini par 1~ relation

tel que ics B et soient isomorphes ( Cf. [14]). OrT

Et



Donc, y

4.4. Avec les hypothèses et notat.ions l’ est isomorphe

à l’ A.

En particulier, on a les résultats suivants.

4.5. PROPOSITION. Soient K un corps commutatif, cr un endomorphisme de K

tel que h un entier, h >,, 2 d L’ anneau K[X]h03C3 est auto-

dual.

Cela résulte immédiatement de 4.4 et du fait, déjà signalé, que si K est com-

mutatif, l’anneau est le dual à droite de l’anneau A = 

4.6. COROLLAIRE. - Tout anneau local artinien à gauche et à droite, sériel à

gauche, de corps résiduel commutatif , et contenant un corps de représentants du

corps résidue l, est auto-dual.

En effet, il est prouvé en [14], que tout anneau vérifiant les hypothèses ci-

dessus, est du type avec K : 03C3(K)]  + ~ .

Dans la section suivante, nous donnons des classes de couples (K , 03C3) , où K

est un corps non commutatif, o’ un endomorphisme de K ? tels qu’ il y ait des

bases Bn avec lesquelles les hypothèses 4.3.1 sont vérifiées, et tels que l’anneau

possède la forte dualité. En vertu de ce qu’on vient de voir, cet annepu est

donc auto-dual.

Toutefois, la méthode décrite ci-dessus ne permet pas de conclure pour tout 

K étant un quelconque corps non commutatif. La difficulté semble être

d’exhiber un éventuel corps de représentants du corps résiduel de l’anneau dual, ce

que nous n’avons pu faire ici qu’avec l’hypothèse 4.3.1.

5. Cas de certains corps résiduels non commutatifs.

Nous allons d’abord décrire une classo de corps n~n commutatifs, qui est une g~.-
néralisation d’un exemple qui nous a été communiqué par M. COHN.

Si f est une application d’un ensemble I dans et si n est un en-

tier positif, on désignera par fn l’ application composée n fois, et par fi

l’image de tout élément i de 1.

5.1 . t , f . F~~ u~. quadruple constitué par un ensemble T : soient

un entier positif d , et deux f et g de I dans qui



seront toujours supposées bijectives à partir de 5.2, et qui ont les propriétés
suivantes :

Alors, si l’application f est de périche p , et si g 

tive, les nombres p et d premiers entre eux.

En effet, soit e le plus grand commun diviseur de p et d . Ainsi y p = qe ,

d = me . Alors gf~ = f~ g = = g . Et l’injectivité de g implique 
Donc q=p ~ et e== 1 o

Exemples.

5*1*1$ Prenons pou. I le corps Q des nombres rationnels, et pour f et g

les applications ainsi définies :

1 ~ pourtour i e I

gi = di , pour tout i e 1 , ( d entier positif) .

5*1*2. Soit p un nombre premier avec d. Prenons 1 = Z/pZ , et pour f et

g les applications définies par les mêmes relations que ci-dessus. Dans ce cas,

l’application f est périodique , de période p.

5.2. Soient k un quelconque corps commutatif, et (l , d , f . g) un quelcon-

que quadruple défini comme en 5*1* Soit E = k(X.), -. ~extension transcendante

pure de k avec une base de transcendance indexée par 1 . Soit C le k-auto-

morphisme de E défini par la relation suivante.

Soit l’anneau des polynômes S-tordus en Y , c’est-à-dire que :

Soit K le corps des fractions de l’anneau E[Y]S . Alors, l’automorphisme S

de E peut être prolongé à K par la relation suivante.

(Avec d’évidentes et minimes modifications dans la suite, on pourrait aussi prendre
S(Y) =- -~.)

Le centre de K est égal au commutant de E . C’est E si f est non périodi-
que, et le sous-corpa E(Yp) si f est périodique de triode p . Par

ailleurs, les répétions

et leurs prolongements caniques a K les relations

sont compatible- 1a relation 5.2.2. En effet



Y) = o(Y) = gi Y~ = Y~ X~ d~ = Y~ 
L’application o~ ainsi définie est un endomorphisme de K, et il est clair que

est le corps des fractions du sous-anneau de K . Pour base à droite

de K sur nous prendrons ~ 1 = ~ 1 , Y , Y2 , . , , , (c’est d’ all~eurs
aussi une base à gauche, de sorte que = [K : = d ). C’est à
partir de cette base B1 qu’on définit les bases Bn , n > 1 . Donc, tout élément

n ~ 1 , est une puissance de Y . Or on remarque immédiatement que, pour
tout n > 1 , X = et par suite crn(K) Xm = Xm pour tout

entier m . Donc la condition 4.3.1 est vérifiée.

Ainsi, pour tout couple défini comme ci-dessus, l’anneau A = 

est isomorphe à l’anneau End(F ~ , qui est son dual à droite car l’anneau A pos-

sède la forte dualité à droite tCf. ~ 13~~.

6. Autre cas avec corps résiduel non commutatif.

6,1. PROPOSITION. - Soient K un corps, et cr un endomorphisme de K tel ue

[K : = [K : = 2 . Alors l’ anneau est auto-dual.

Bien qu’il s’agisse d’un cas assez singulier, nous avons tenu à le traiter, car
il donne un exemple où l’on peut calculer le dual même si l’hypothèse 4.3.1 n’est
pas vérifiée.

Preuve de la proposition. Soit e un quelconque élément de K n’appartenant pas
à Alors, les éléments 1, e , constituent une base de K comme o(K)-
espace vectoriel à gauche [resp. à droite] . On sait (Cf. P. M. COHN [2], p. 532)
qu’il existe des endomorphismes, R , S , de et des applications D, D’ ,
de dans lui-même, tels que :

De plus, si a = SeS) , où S E alors eS(p) = - D(p) + pe . Puisque
S est une injection, on peut noter S = S~l~a~ . Alors,

Ainsi R(of) = S*~) , pour tout o’ e So(K) . Donc = S"~ Sa(K) = o(K) .
Ainsi R est une surjection, donc en fin de compte un automorphisme de a(K) . De
même pour S , et R = S"~ .

Ceci vu, nous désignons par A l’anneau et nous définissons comme en
section 4, un Module F~ = mais, comme seule différence, on prend cette fois
J = X (au lieu de eo(K) X ). Les notations q, B , de la section 4 sont
conservées ici, et on définit de même l’application $ de K dans B par la re-
lation



Cette définition est cohérente, car a(a) J C J , pour tout cy K. Comme en

section 4, on peut vérifier que $ est un morphisme d’ anneaux et que le sous-corps

$(K) de B , qu’on notera D , est un corps de représentants du corps résiduel de
B .

Soit Y Isolément de B défini par la relation

Il est clair que Y n’est pas inversible dans D , donc Y E Rad(B) , et
Y É Rad(B)2 = (0) . Donc Y est une uniformisante de B .

Comme en section 4, on va caractériser l’automorphisme T de D tel que

On sait que

et

Donc

Donc T~(a~ ~ ~~~ S~~ o- (y) ? et ceci pour tout Ainsi,

en notant Rj = p , qui est un automorphisme de K.

Donc " d’après [14]~ Cela achève la preuve de la pro-
position.

7. Anneau avec dual à gauche et sans dual à droite.

Il est connu (Cf. COHN [3])~ qu’il existe des extensions de corps K :D k telles

que [K : k] = + ce et [K : k]. = n EN. On en déduit aisément des anneaux .arti--
niens à gauche ayant une dualité à gauche et non à droite . Sur le groupe additif
A = K x k x K on définit une structure d’anneau par la multiplication

Alors on vérifie que 3 , = 2 + [K : k]~ = + co , et, si on désigne
par AC le cogénérateur minimal de la catégorie ~ A C~--2-t~K:k~ ~2+n (Cf.
première partie). Ainsi, d’ aprés le théorème 0.3 (Cf. introduction), l’anneau A,
artinien à gauche mais non à droite, possède un dual à gauche et pas de dual à
droite. Cela contredit l’assertion du théorème 3 de [10] suivant laquelle tout
anneau parfait à gauche ou à droite, ayant une dualité à gauche est artinien à
gauche et à droite.

Problème ouvert. Existe-t-il un anneau artinien à gauche et à droite, ayant la
forte dualité à gauche et non auto-dual ?
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