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§ 1. DEFINITIONS ; · NOTATIONS.

00

Soient 0 une variété réelle de dimension n et de classe C .

et

l’expression en coordoniiées locales d’un. opérateur différentiel P à coef-

ficients C d’ordre m &#x3E; 0, sur 0. Les aoc sont donc des fonctions 
valeurs complexes. Notons

le symbole principal de P ; p(x,) est une fonction C sur le fibre cotan-

gent (réel) T"(Ç-j).

Définition : On dit que P est localement résoluble en x EO s’il existe
20132013201320132013201320132013 .............--- 

0 
201320132013201320132013201320132013

un voisinage ouvert U de x 
0 

dans 0 tel que

Remarques : 1) Soit C (resp. â5l ) l’espace des germes de fonctions in-
o 0

definiment difféientîables (resp. distributions) en x .
o

La propriété ci-dessus entraîne

En effet un germe appartenant à C peut être représente par où V0 e

est un certain voisinage de x . Soit telle que cc= 1 dans un
v

voisinage de x 0 ; ; alors donc il existe telle que

Pu==af dans U. Par suite P u = f dans d’où 
0 0
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2) La résolubilitè locale en x 
0 

équivaut à la rêsolubilité
o

locale en tout point dtun voisinage de x., diaprés la définition même.
o

On sait depuis l’exemple de Hans Léwy [11 qu’il existe des opé-
rateurs à coefficients analytiques qui ne sont localement résolubles

en aucun point. Le problème de trouver une condition nécessaire et suffi-

sante de rêsolubilité locale dans le cas général semble très difficile.

Mais on a des résultats pour une classe particulière d’opérateurs

Définition : On dit ue P est de type principal si la différentielle

g, ne s’annule pas, pour vecteur réel non nul co-.!i 9 "°’°’°’°’° ° " 

tanzent en 

On appelle cône caractéristique de P en l’ensemble des §4 0 cotangents
en x à Q tëLs que

Diaprés Ili(lentité d’Euler des fonctions homogènes : :

la condition "P de type principal" signifie que tout vecteur caraetéris-

tique réel § est racine simple de l’équation caractéristique = 0.

i.e. que P est à caractéristiques réelles simples (on rappelle que m est
&#x3E; 0). 

-

Soit z un nombre complexe, et posons
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Considérons le système différentiel

où t est une variable réelle, avec les conditions initiales et

t= 0. Supposons c~ ~ a(x a ,~ ~ ~ o 0. Alors le système (1) a une solu-

tion unique au voisinage de t= 0 0 ; 
0 

c’est une courbe dans T3~~~~ a appelée
bande bicaractérist de a par le point " ... "..............".-.....-... --..-. o o

Il est clair que a(x,) reste constant le long d’une bande bicaraotêris-

tique ; on appelle bande bicaractéristique nulle de a une solution de (1)
le long de laquelle a(x,§) = 0. Cette courbe de T*(Q) se projette sur une

véritable courbe de la base, Q ; cette dernière est appelée courbe bica-

ractéristique .

§ 2. CONDITION DE RESOLUBILITE.

Considérons la propriété (P) :

Pour tout (x ,) pour tout z E0152, tels que
o o o

(P) 0 P) (xo 1 90 ) 0, m ( z p)(x,) ne change pas
o 0 - 0 0

de signe en (x ,§ ) le lon de la bande bïcarac-téristigiie nulle..- 0 o 0 ...... - .....

de Re ( z p ) passant par (xo90).-- - .. - - .-..°.." o o

On conjecture, et on peut démontrer en partie , que pour un opérateur de

type principal, (P) équivaut à la résolubilité locale de P en tout point

x a de O. Comme la résolubilité locale de P équivaut à celle de z P (z ~ 0) ,
toute condition équi.valente doit posséder la même propriété d’invariance,
ce qui justifie l’introductîon du nombre complexe z dans (p).

Proposition 1 : Soient U un ouvert de B et q(x,~) une fonctîon
complexe C dans Ü. Supposons que q, d~Rep, dsRe(p q) ne s’annulent en
aucun point de U.



AI.4

Alors si lm p ne change pas d de toute bande bicaracteris-

tique nulle de Re p contenue dans U, il en est de même (le- lm (p q) 
de toute bande nulle de Re (p q) contenue dans U.

(Voir Nirenberg et Trèves 1-2j).

HSrmander a obtenu en 1960 une condition nécessaire de résolubili-

té locale, d’oÙ on déduit que :

SI 1) est un opérateur à coefficients C°’ tel P,01(1j)z~D(U), alors pour

tout tei que et 0, k

long de la de Re passant par (X 0 e 90) la une dériv(;e
nulle en (~xo~9.).
(H8rmande r [ 11, théorème 

La condition qui apparu’ ici est évidemment plus faible que (P). Le théo-

rème suivant, énonce sous la forme "non-(P) entraîne non-résoluble", expri-

me la nécessite do (P) pour la résolut&#x3E;ili t,é Locale, avec cependant la res-

triction que le de Inip long de la bande bicaractérl,-,ijqtie, nulle de

1l e p) où cette fonction change de signe, , soi t, d t ordre, fini. ..

1 ((rondin on de te) : p un opérateur
00

11 ne a ire à C sur de type principal.
o n q u ’ i L e x i (x ,)(:T(Q) tel que 0, p(x )==0,gull L - -(, ( x0 0 n te 1 0,11e - () 

0 0 0,

Imp change de en (xol§ ) le 
S 0 0’ 

’ _.. -- O 0 

bande bicaract,pristiQlIP niille de Rep passant en ce point. Si de plus

(x ~ ) fini (impair, nécessairement) de Imp, alors

P n’est pas local(Hnent résoluble er. x 0

~ On aurait pu introduire le nombre z dans le théorème 1,

(supposons qu’il existe et z tels que . , . ) , mais P et zP étani,

simill-tanémvnt résolubles pour z E 0, l’énoncé obtenu aurait été équivalent.

Le thêo-t-ème 1 est démontre dans Nirenberg et Trêves L2]. On

l’obtient en raffinant la méthode du théorème de Hbrmarider ... Un 

me plus fort et plus précis se trouve dans Egorov 12 ].
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La suffisance de la propriété (P) c’est-à-dire 1implication

(P) l’opérati*ui’ P est localement résoluble en tout point de n
a été démontrée jusqui.ci, pour un opérateur de type principal, dans les

cas suivants (n== dimension de a, m = ordre de P) :

- n = 1 tout opérateur de type principal est elliptique.
00.

- n = 2 (coefficients C ) voir Trèves 1]
- il &#x3E; 2 et m = 1 (coefficients C°~) voir Nirenberg et Trèves [11, et

un résultat plus fort dans Trêves [2J.
Notons que opérateur du premier ordre dont la partie principale
ne s’annule en aucun point est nécessairement de type principal.
- siQost une variété analytique réelle et si la par-

tie principale p(X,D) est à coefficients analytiques : la

démonstration est donnée dans Nirenberg et Trèves [3J, et

sera décrite dans les paragraphes 4 à 8. L’ 4nonc4 détaille

est le suivant :

(ç~ ri.. q. resoluUlite) : Soit P un ope rate ur 

linéaire à coefficients C co sur une variété analytiQue Q. On suppose P de

type principal et les ec)efficients de la p a r t i e principale analytî
dans Q, suivante s sont équivalente s :

(P) (voir ci-dessus)

a) P résoluble en tout point de il.

b) Pour tout c &#x3E; 0 et tout x il existe un voisinase ouvert U de x
/ 2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 201320132013201320132013201320132013201320132013 o 2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013E3201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 -- 0

dans ii tel Que pour tout u 

c) Pour tout et tout x 
0 

É Q, il existe un v o i s i na ge ouve r t V de x 
0

et une constante C &#x3E; (1 tels que pour tout 
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Les normes sont celles des espaces de Sobolev et tP désigne le transposé 
1

formel de P.

c) implique que si le second membre f est régulier (disons d’ordre de Sobo-
lev s), ïl existe une solution u d’ordre s + m - 1 .

L’essentiel de ces résultats s’étend à des systèmes déterminés

d’équations aux dérivées partielles.

9 3. 

Définition : Ç3~ est hypoelliptique si pour tout ouvert

U de Q, et toute distribution u Pu EC’°(U) entraîne u 

Considérons la propriété (~) :

(P) I i existe un entier a,ir 2k tel que pour tout ET*(O),- - .....- - -..... 
- 

o 0

E0 0, pour tels que p(x 01§0 = 0 et
a o 0 -

a Im (z p) a en (x 1 0) ur. zéro d’ordre pair
00 2013201320132013 0 0 "2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013

:s: 21{ , le bicaractéristique nul le re Re ( z p)
en ce 

Yu. ~". (2J) a montré que (if) est équivalente à des inégalités
sous-elliptiques, précisément : ;

Les normes sont prises dans les espaces de Sobolev, et on peut prendre

~k+ ~. Les résultats de Yu. V. Egorov s’appliquent à une large classe

d’opérateurs différentiels (incluant ceux de type principal) et même

d’opérateurs pseudo-différentiels (pour ces derniers cependant il faut mo-

(1ifier l’énoncé de (1"» -
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Les inégalités (SE) entraînent l’hypoellipticité, comme on le voit facile-

ment. Pour une démonstration du fait que voir Trèves [3]. Par

suite : 
_

Théorème 3 (condition suffisante d’hyj2oelli-pti-cît.,é Soit P un opérateur
différentiel linéaire de type principal, à, coefficients C sur 0. La pro-

priété (P) en’traine P e s t hypoe Il iptique dans n. 
1

La réciproque est fausse, comme le montre l’exemple, de

9
Cet opérateur est hypoelliptique dans R , mais sa partie imaginaire a un

zéro d’ordre infini (en t = 0) le long de toute bande bi caractéri stique de

la partie réelle. Si l’on écarte le cas des zéros d’ordre infini, la réci-

proque est vraie t

1 00

Théorème 4 : Soit P différentiel linéaire / à c o e f f i c i en t s C

s u r 0, ,
S3!Rposon,g P bypoelliptique dans Q. 

,

Si i de e plus s il existe un entier kl (X 01§0 
z É ; tels et Im(zp) ait en

(x ) un zro d’ordre inférieur à kl le Ions de la bande bicaractéristi-
o o -- - ---.. 

- 

. - . 

-........g1 - . 
 ............m - e

que nul le de Re (z p ) passant ell alors (p) est vérifiée, i.e. ce

pair.

Démonstration du théorème 4 : Supposons qu’il existe 

et tels que et que Im(zp)
ait en un zéro d’ordre impair le long de la bande bicaractéristi-

que nulle de Re (z p) passant en ce point. D’après le théorème 1, l’opéra-
teur tp, dont la partie principale est (-l) p. n’est pas localement réso-
luble en x . Or une conséquence facile du théorème du graphe fermé est que

l’hypoelliptieîté de P entraîne la résolubîlité locale de tp en tout point
de 0 ; il y a donc contradiction.



AI.8

’ 

8. 
J.

Un résultat plus difficile est le suivant à 
’

Théorème 5 : Soit P un opérateur différentiel linéaire à coefficients

analytiques sur une variété analytique Q, de type principal. La propriété-- 

j , 
. 

’ .. - 

° 
- .. -- .. - - .. 

; 
-- 

- ’ 

(P) équivaut à l’hypoellipticité de P dans n. ,

(voir Trèves [4]). Noter qu’on n’a pas seulement suppose la partie prîn-.

cipale, y mais; l’ opérateur entier, à coefficients analytiques.

Remarque : Malgré les apparences, (p) n’est pas " sensiblement équivalent"
à (P) : pour l’opérateur des Dî ... D2 on a 

,

z donc Im(zp) est

identiquement nul sur toute bande bicaiact,éristique nuue de Re( z p) ;
(P) est trivialement vérifiée, 1 (p) est trivialement fausse. On sait bien

par ailleurs’ que l’opérateur est, sur tout ouvert de localement réso-

luble mais non 
,

Si 0 est une variété analytique, et si P est à coefficients analyti-

ques, une autre propriété importante est l’hypoe lipticité analytique.

Définition Ù. 0n dit ue P est hy Q si P ;Définition :’ On dit que P est hypoellipti,gue-analyti-gme- !ans 0 si P -v

est hypoelliptiQue et si de plus pour tout ouvert U de n, et toute distri-

bution u60’(U). P u entraîne u 60(U)
«I(U) = fonctions analytiques dans U). ’

On peut démontrer que tout opérateur hypoellîptiquè de type principal

(à coefficients analytiques) est hypoelliptique-analytique (voir Trèves

[5] ; ce résultat était déjà connu pour les opérateurs elliptiques, et

aussi (Humio ,Suzuki, 1963) pour les opérateurs du premier ordre).
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Un exemple : : Considérons l’ opérateur D , + 1 t D sur B. , oùk est un
entier naturel.

On a = T+ î tk§ . Les bicaractéristiques de Re p , paramétrées

par s, sont solution du système

La bicaractéristique nulle passant par le point Xo = 0, to = 0, ç  0,o o "o

0 = 0 est donc définie par

Sur cette courbe

Les conditions (P) et (p) stëcrivent alors : k est pair. Comme on peut

montrer directement que l’opérateur est hypoelliptique-analytique lorsque
k est pair, on a ici équivalence entre les propriétés suivantes : parité
de k, (P), ()? résolubilité locale, hypoellipticité, hypoellipticite-ana-

lytique

Un au t r e exemple : t L’opérateur

est analytique-hypoelliptique dans B3 (entier) et cependant n’est ellipti-

que en aucun point de n3 (on a applique les critères ci-dessus).
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,’, 4. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

Nous admettons ici la partie nécessaire : a) entraîne (P), pour

donner seulement un aperçu de la démonstration de (P) entraîne b).
Pour b) entraîne c), on remplace dans l’inégalité b) u(x) par

~ (.B*) (1 - ~),v(x) , où et ç est égale à 1 au voisinage

en déduit ,

Si i on. se + m - 1 à - 1 n on al OU. se 1 imite au cas où on a

l. e de v est ass;z p. l’ inilgalité c) sou s la forme :

tout. assez D’où exÍste un voisi-pour tout x 
0 

(-’ Ç, pour tout m -,n, C) pour î &#x3E;0, il existe un voisi-
o J:...::._-

ouvert U de x 0 tel que , 1 pour u F.9(u) ,

Pou r s réel quelcoi-ique, il faudra renoncer à 1 ’ ii , et on raisonne d i f f érem

ment c) était fausse, il existerait une 
J

que

’t supp u " On peut extraire de (u une sous-suite
J s+m..,2 

. 

t , 
.1 

" 

t v

convergeant vers u dans H" Alors diaprés (2) cette sous-suite conver-

ge u dans donc -1 
= 1. Qr et le support de ugP Vfrs II dans, donc 1 u 1=1. r u = 0 ,et e support de u

réduit à (0), ce qui n’est. possible que pour u = a, comme on le voit en

représentant u comme une combinaison linéaire de dérivées de la mesure de

d’où une contradiction. On en déduit c).
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Enfin c) , écrit avec s = 1 - m, donne

pour la forme linéaire

est donc bien définie, f et continue, sur muni de la norme de

Par suite il qui prolonge cette forme linéai re :
0 

(~~

donc au sens des sur V. Ainsi d’ou

a fortiori la résolubilité locale a).

La démonstration de (P) entraîne b) s’effectue en trois étapes :
réduction à un opérateur pseudo-différentiel du premier ordre, transforma-

tion de cet opérateur, et démonstration de l’inégalité pour cet opérateur
transforme.

§ 5. REDUCTION AU PREMIER ORDRE.

Dans la suite, il sera commode de noter n+ 1 la dimension de la va-

riété. Comme toutes les propriétés considérées sont de nature locale, nous

supposons que 0 est un ouvert de Rn+l . Notons . (x,t) le point courant

de 0, x 6 t 6 de même Tl= (~,1") la variable duale.

Il est clair, à cause du e, que l’inégalité b) ne fait intervenir que
la partie principale p(y,- D) de l’ opérateur tP. Il suffit donc de démon-

trer l’inégalité
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y voisin de voisin de sur la sphère = 1 ; par homogénéité

1

pour y voi sin de yo et, ~ dan8 un cône de sommet 0 contenant .
Si ::: 0, et comme P est c1e type principal, on peut supposer le.,-

o 0 . ,, a .

coordonnées choisies de telle manière que d’ Alors aT 0 0

p(y,î,,1) = 0 peut être résolue au voisinage de par le théorème des
o o

fonctions implîcites, suivant T=Â.(y,), À. analyt-ique (et, homogène de 
1 en ). tln en déduit la factorisation

au voisinage de q(y,T) désigne une fonction analytique de (Y"ri)
au voisinage de (Y()’TIO ) , homogène en Q de degré m - 1, t avec q ( y , ~~ ) ~ ~
donc 

0 0 0

donc

pour y voisin de dans un cône ouvert de sommet 0 contenant Q . .
o O,

Au voisinage due chaque T) tel que 11]01 = 1 on a donc soit (3), soit (,1) f!1

(5).
Introduisons une pari,itîon COO de l’unité sur la sphère ~’~ ( =- ~ ~
associôe à un recouvrement de cette sphère par de tels voisinages, et

écrivons ~~ r, p (y , 11) f l 1 (11) .
Si on suppose avo i r démontre l’inégalité
b" Pour Y O, [&#x3E;0, il existe un voisinage ouvert U de - 0- .- ... - ..... -... , ...- ....  ........ - o ---

u 

de symbole 0n en 

b) pur chaque ouvert de la partition, les 
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lités elliptiques données par (3) ou par (5). La démonstration détaillée

nécessite l’introduction d’opérateurs pseudo-différentiels associés aux

f . i (1°J) , elle est assez fastidieuse et se trouve bien entendu dans Nirenberg

et Trèves [3].

Il suffit donc de démontrer l’inégalité b’), pour un opérateur pseudo-
différentiel du premier ordre. On vérifie enfin que l’on peut, y sans altérer

vraiment l’ inégalité b’ ) , supposer que /B a été tronquée de manière a la

rendre a support compacts eti y.

(y, D ·._. 1 X

Nous allons voir dans ce paragraphe que y pour démontrer l’inégalité

b’ ~ , on peut se ramener au cas où ~(y,~) est imaginaire pur.

Soit L=Dt- &#x3E;.(y,Dx)’ avec xy, 1) = ay, ç) + l’opérateur intro-

duit au paragraphe précédent. On peut remplacer a et b par leurs parties

aut o-ad jointe s a et b : on ne fait ainsi qu’ajouter à L un opérateur......-..-...................... o o

pseudo-différentiel d’ordre 0, ce qui ne modifie pas l’inégalité b’), à

cause 

Considérons, pour chaque t voisin de 0, un opérateur linéaire U(t)
de 1/’" (JR) dans L 2(,,n) @ tel que

x x

Il est, bien connu que ce problème a une solution unîque. Si on

a, pour s i°éel :
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1 ( . Îl 
, 

, produit scalaire de ’ ° 
.

. 

x

~ 

a est auto-adjomt pour le produit scalaire lA Si s=0, on en

que ))li(t,’)u)) = = Il ’1 Donc lJ(t ) est une isometrie de L.d il que :T:(t u 
0 

= llu(o)u,io = ’ U(t) est, une de ilx
(’oinme est inversible, U(t) est un isomorphisme de L- pour t voisin
1h 

1&#x3E;nui  quelconque, le crochet t1 - est un opérateur pseufio-diffé
(en x) d’ordre $;:2 s , donc

" 1 ‘ ( ’) est oontinu de Il’ dans t (’ont1rJl.l 
x fans.x x

phts on a, pour (fonction de x p t t)

l’équation ( 1 ) . Donc

1 t i &#x3E; i~ni&#x3E; s dans L- 1) , ). et comme ,on est ramène à démontrer h-) 1
Ii

i 0 
"’ " 

°’ " ’-’
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Il exi ste C &#x3E; 0 tel gue pour E&#x3E;0 assez petit, et pour 

support dans la 

Cette inégalité peut être en effet prolongée par continuité aux fonctions

v de la forme avec u Eî( ,n+ 1) à support petit, et b’ en

résulte.

Nous aurons besoin d’une construction explicite de U(t~, au moyen des

opérateurs de Fourier intégraux, que nous développons à part dans le para-

graphe suivant.

97. APPROXIMATION DE U PAR DES OPERATEURS DE FOURIER 

L’approximation de U(t) sera un opérateur K(t) de la forme

(opérateur de Fourier intégral ; @ fonction de x seul i cp et

k fonctions Cco, . à valeurs réelles).
Les conditions

assurent que K(o) = Id.

Nous allons essayer de déterminer (p et k tels que

oü a désigne la partie auto-adjointe de l’opérateur pseudo-différentiel

x):
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avec c Il d’ordre 0, et t oit ]e e signifie o é module o un. opermcur t

régularisant. De façon (8) s’écrit : :

pour &#x3E; tous M, il tel que pour a ’.:. ~~, n. [3 E ~’( e t. 
et pour tous ~: ~, , t, , 1

Pour recoudre (8) nous aurons besoin de la "formule de LeIbniz" (voir
USt’mander [ 2 ]) ) : posons

La formule (~ :

En reposant 1 dans (8), il v, i e n t , :

Nous imposons à la la condition :

/ -, . , , 
de l’égalite

av&#x3E;C ’P; 
= .it/&#x3E; , 1»&#x3E;1"Q à 7&#x3E;. "i°rS, C°mPte i’ ’qL,at&#x3E;On de;&#x3E;Qi"

r.: , " . A 1 o r s , c omp t e t, e nu ’ a () 0 = a + l, l’équation :
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’X)

On la résout en. cherchant k sou 8 la forme k . , avec k.=k.(x,t,?)
0 J J J 

Il ~7)

homogène en. de - En séparant les termes par degrés 
on obtient pour determi-ner les kj les équations :

ou C o est une fonction de x, t, § homogène en ~ de degré zéro dont nous
donnerons bientôt l’expression explicite, et les Q" des opérateurs 

J
rentiels par rapport à x. à coefficients réguliers en x, t, §. Si on leur

adjoint les conditions initiales

ces 6quations d’éterminent les k . par r6currence.
~1 }

Nous nous int,é&#x3E;resseions I)ar-ti cul Îè, i.-ement au syst,éme qui définit k0 :

Afin d’établîr certaines relations, considérons les équations de

Hamilton-Jacobi pour le symbole 

Soit x=x(x la solution x de (11). Compte tenu du système (9) (7)
o 0

vérifie par (p, on voit sans peine que les fonctions

et
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(11). Par unicité des solutions des équations 
r’est la solution de (11).
De plus la fonction

.

vérifie d t=0 , donc reste constante sur une courbe intégrale de ( 11)ut 
" ’ 

"

Comme $(0) = x . E &#x3E; d’aptes (7), on a :

Par ailleurs, d’après l’expression que nou~’ avons trouvée pour la

snliiti oii § de (11), on voit que x est la solution de

une équation différentielle ordinaire (non linéaire) et 

t i on

pour t. est un diffeomorphisme dans un voisinage de 0. Soit

~ diffeom pliisme inverse. En dérivant la relation évident

x (x(x 0 t 0  X 
0 

par rapport. à t, on trouve une équation différen-

tielle que vérifie aussi d (p(x.t, ) , d’après (). Comme il r; I]J ( x . :, 0) ::= X n
= x (x,0, ), on en déduit par unicité que

&#x3E; 0 
e

i va permettre calculer le jacobien
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On a

D4moiistration de cette ’étonnante formule :

(10) , k 2 vérifie le système s
o 

Y

L’expression annoncée de C o slëcrit :

où A" est la matrice d* éléments :

Or

On évalue ce crochet en utilisant (9)

Le deuxième facteur s’écrit encore -2013 (X .(x,t,)) diaprés (14). En
_ bxk o,j

ejEEëctuant &#x3E; on obtient : - o,j
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D ’ 0 il par un petit calcul et’algèbre extérieure : :

Par unicité, on (15) ~

D’après (7) (8) oii. a :

nà Ji1 
Par d’après ( 1 ’) :

Dp là résulte que

R2(t) est un opérateur régularisant (en x). En ce sens K(t) constitue

une approximation de U(t).

Nous parvenons enfm â. l’expression de la partie principale de 

râleur 
1. 
b 
o 

U qui 1 figure dans l’inégalité à démontrer b") - J ix

but t, de &#x3E; la construction explicite de U(t).
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On a :

où F a 

(en à nouveau la x,  de _

( .1 1) ’)" e t. 8 es( un opérateur linéaire Õ e L4..

E,’ii 

) 1 

1,’ 
*, 1 

( t, ) z. 1! - i ( i .’) i) a t- un c,- a 1 e u 1 1 (,* 1 d ’ 1 a i, x aEu effet U (  par un on a

le symbole h. 
1 
f$~, 1 a de li e 1 1&#x3E; ii i ? " , donne par

Par 
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ce que l ’on peut écrire aussi

Soit g(9) une fonction COO de telle que

Pt si Posons
2

Nous considérons ’!l’approximation" suivante de b 1

Nous allons effectuer un changement de variable dans Ilintégratîon en x,

en posant :

011 a y=x lorsque et même lorsque est petit pourvu que jxj soit

assez grand (cela vient. de la compacité du support de a~x,t, ~~ comme fonc-

tion de x). Soit J la matrice jacobienne de y par rapport à x. Comme

U:1(X..t.,~) est homogène en § de degré 1, et vaut ‘x , ~&#x3E; pour t= 0, on. voit

que la norme de 1a matrice 1-J est. Par suite, po 1.1 rIt 1 petit.

l’application est un difféomorp}li8nle de En sur lui-même, qui est
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1 identité pour ixl grand. On a bien sûr

d’où

avec

(Dans cette dernière formule, x est exprime en fonction de y, pour chaque

0 fixés; au moyen du difféomorphisme inverse de x~ y). · L’intégrale
donnant ~b~ converge comme on le voit en intégrant d’abord en y.
Posons

On a d’après leexpression de b3

avec

Or, pour § = 9 .0 li

donc 1P changement de variable X y coïncide avec le chaiigement

de variable xx , diaprés (14). Alors la définition de b 4 donneo -
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avec cette = ). D’après (18), il vient

où R- est un symbole de zéro,
i) 

4-

Si on se souvient de il ne reste plus que

Comme h et h 
0 

ont. même partie principale il. 

en utilisant l’égalité

Cette formule Met en évidence la partie principale et, 9.) 
o o

dans (17). Nous avons finalement remplace, en plusieurs étapes, le symbole

b(x ,t ) figurant dans (19) par j3(x ,t? ). Il faut vérifier pour 6ta-
, o -o o o

blir (17) que les restes successifs

la troncature par g)

sont des symboles de degré zéro. Nous Itavons vu pour R’7 ; ; la démonstration

pour les deux preniers pas difficile et se trouve dans Nirenberg et

Trêves [4].
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~ 8 . DE b~’~

D’après (17), et à cause de c , il nous suffit de démontrer 

Il existe C &#x3E; 0 tel que pour e &#x3E; 0 assez petit et pour v 

support dans la bande t 1 ~ ~ , 

’

(normes dans L 2 &#x3E; ) .x,

Or l’hypothèse (P) (qu’il fallait bien utiliser un jour) donne i

b(x,t,~) ne change pas de signe le long d’une bande bicaractéristiquc 
de L - a(x,t,~) (on a tenu compte de la proposition 1 du paragraphe 2 ;1.

de la factorisation (4) de p ; a+ ib). C’est dire que 

~(x 0 y t ne change pas de signe lorsque t varie, ou encore : pour

x et § 
0 

fixés, B(x 0, t, g.) ne change pas de signe,__ lorsque -t varie. Nos
o - o o o . 

- 

.. -.. -- 
........ - .-......-.;.....---......" .. 

efforts des paragraphes 6 et 7 ont donc servi à "rectifier" les 

ristiques nulles de Rep , c’est-à-dire à se ramener au cas où ce sont 1’-

droites x=[x , 0, t variant seul.
o o

Lemme 1 : Soit f(z,t) un germe de fonction analytique à l’origine 
a valeurs réelles, tel que le signe de f(z,t) soit indépendant ~ f, ;

Alors il existe deux germes à l’origine de fonctions analytiques à 

réelles, g et h, tels ue 

Nous donnons une esquisse de la démonstration (celle-ci est une l(~~f~ l’il

simplification, due à D. Fujiwara, de la démonstration donnée dans 

et Trêves ~3]). Tout d’abord on étend f aux valeurs complexes de z Pt  ,
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disons dans un polydisque
introduit

et on

oÙ Ilintégratîon est effectuée sur l’intervalle réel (-c, e). Bien entendu,

F est holomorphe dans le polydisque 1 z . f  2£, j = 1, ... ,ne Noter que el’ après
notre hypothése, f (z,t~ et F(z) ont le même signe en chaque point z réel,

et F(z o )::; 0 si et seulement si f(z pour tout t, F-. Ceci (lit

on décompose F en ses facteurs irréductibles (on considère F et ces fac-
teurs comme des germes de fonctions holomorphes à l’origine) et on obtient

a,ussitôt une décomposition

avec les propriétés suivantes : les G, sont irréductibles, la restriction
i

de chaque G. à l’espace réel change de signe dans tout voisinage de zéro
J

alors que c n’est pas le cas pour H (les G. et H prennent des valeurs
J

réelles lorsqu’ils sont restreints à l’espace réel). En outre, les puis-

sances d. sont impaires. La variété des zéros réels de chaque G. doit avoirJ J
exactement la dimension n- 1, donc aussi la variété des zéros complexes
de chaque G.. Or lorsque G. s’annule , il en est évidemment de même pour F

J J
et donc pour f(.,t) quel que soit t, ltl c, comme nous l’avons remarqué
plus haut. Il en résulte facilement que f(z,t) est divisible par chaque

Gi (z) J. 
= 

d, 
... G 

d, h(z,t)=f(z,t)/"g(z), ce qui impiique queOn pose g(z) == Gl(z) ...G (z) r, h(z,t)=f(z,t)/’g(z), ce qui implique que

Comme le signe de la fonction (réelle) h(z,t) , lorsque z et t sont réels,

ne dépend pas de t, cette fonction ne peut pas changer de signe au voisi-

nage de l’origine car il serait de même de H(z). C. Q. F. D.
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Ce lemme 1 nous permet d’écrire

avec h(x,t,§) à 0. Comme P est homogène de degré 1 en §, nous pouvons sup-

poser g homogène de degré 1 en §, nous pouvons supposer g homogène de degré
1 en §, et h de degré 0.

Remarque : * le lemme 1 est le seul point de la démonstration où il est

utile de supposer les coefficients de p(x,D) analytiques; ce lemme est
00

faux pour des germes de fonctions C .

On a donc P(x,t,D x = 
1 modulo un opérateur borne de

L2 dont on ne se soucie guère à cause de 1’£ dans b 3). Soit G =g(x,D X)
Moyennant des modifications négligeables, on peut supposer

G auto-adjoint (non borné), et H(t) hermitien positif borné, dans L . De
x

plus les commutateurs [H(t),G] et LEH(T) G3,Gj sont des opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre zéro, donc des opérateurs bornés de L2 , de normes

x

uniformément majorées pour 1 tL 1 in *égal i te b3 se déduit donc immé-uniformément majorées pour jt) . L’inégalité ) se déduit donc imme-
diatement de la proposition ., abstrai te H suivante :

Proposition 2 : Considérons différentielle ordinaire : t

oû v est c1 en t, y à valeurs dans un espace de Hilbert K, où G est un opé-

rateur auto-adjoint (non borne de K, est, pour chaque t, un o --

rateur hermitien positif borné de K, où f est continue en t à valeurs dans

~. . Supposons que pour chague t H(t)v(t) appartienne au domaine de G, et

que les opérateurs

soient bornes, avec une norme inférieure à C pour t 1 :g F,.
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Alors petit et si v(e) = v(-e) = 0 0~ a

Démonstration de la proposition 2 : Soient P+ le projecteur orthogonal
de K correspondant à la partie positive du spectre de G, et P = 1 - P+ , 1
î.e. G+ = P+ G et - P G = - G- sont des opérateurs positifs de ~C. Posons

on a

Admettons pour un instant le lemme suivant :

Lemme 2 : Sous les hypothèses de la proposition 2 les opérateurs

sont bornés, avec une no rme inférieure à C’ , , pour ) t, 1 :5 F- -

Considérons

(les parenthèses dénotent le produit scalaire de K). Or, pour chaque t,
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- 1 /,19 ...

ou, comme est. antl-auto--adJolnt. : :

+

diaprés le lemme 2 et la positivite de H.

Par suito t

En intégrant de t à c, on en déduit : :

On a une inégalité analogue sur L-e,t.1 pour V-, et en ajoutant on obtipl1t.

En intégrant sur on obtient aussitôt, par l’inégalité de Cauchy-

Schwarx "

d’où la proposition, avec c assez petit.

Démonstration du lemme 2 : Soit la résolvante de G.

C’est un opérateur borné 
" 

pour lm z ~--’ 0, et on a alors
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, . 

Soit z la racine carrée de z qui est positive sur le demi-axe réel
positif. On a

où r est le contour la figure, fi et f-1 sont ’ des demi-
droites de pentes +1 et -1.

On a aussi [II,R(z)] = donc

et

L’intégrale converge et on en déduit le résultat. La démonstration est

analogue pour E[IÎ,G 1/2]@Gl/21
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