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Q2 1. DEFINITIONS ; NOTATIONS.

N (o]
Soient {} une variété réelle de dimension n et de classe C

et

P(x,D = z x) % D
) =B a0

10
i ax)

1'expression en coordonnées locales d'un opérateur différentiel P a coef-
. ® . ©
ficients C , d'ordre m>0, sur Q. Les a, sont donc des fonctions C , a

valeurs complexes. Notons

p(x,8) = =  a(x)g® , gemrt |
of=n

le symbole principal de P ; p(x,g) est une fonction C~ sur le fibré cotan-
gent (réel) T7(Q).

Définition : On dit que P est localement résoluble en X €0 s8'il existe

un_voisinage ouvert U de X, dans Q tel que

P (U) oD (V) ,
i.e. ¥ fea(y), Jued (U), Pu=1.

Remarques 1) Soit c” (resp.cﬁ') l'espace des germes de fonctions in-
(o] o
définiment différentiables (resp. distributions) en X

La propriété ci-dessus entraine

pd o T .
) 0
En effet un germe appartenant a Eb peut étre représenté par f ECm(V), ou V
est un certain voisinage de X . goit x€P(UNV) telle que a=1 dans un
voisinage de X, 3 alors of €P(U), done il existe u €' (U) telle que
Pu=of dans U. Par suite Pu=f dans UNV, d'ou PH' DT .

] o
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2) La résolubilité locale en x dquivaut a la résolubilité
0

locale en tout point d'un voisinage de X d'apres la définition méme.

On sait depuis 1l'exemple de Hans Léwy [1] qu'il existe des opé-
rateurs a coefficients analytiques qui ne sont localement résolubles
en aucun point. Le probleme de trouver une condition nécessaire et suffi-
sante de résolubilité locale dans le cas général semble tres difficile.

ais on a des reésu s pour une classe rticuliere opérateurs :
M d é¢sultat la art 1 da’ t :

Définition : On dit que P est de type principal si la différentielle

en g, dgp(X,g), ne s'annule pas, pour x € et £ vecteur réel non nul co-

tangent en x a Q.

On appelle cdne caractéristique de P en x €() 1'ensemble des £# 0 cotangents

en x a () tels que
p(x,§) = 0
Dtapres l'identité d'Euler des fonctions homogenes :
€ agp(x,8)> = mp(x.f)

la condition "P de type principal" signifie que tout vecteur caractéris-
tique réel € est racine simple de 1'équation caractéristique p(x,g) = 0,
i.e. que P est a caractéristiques réelles simples (on rappelle que m est
> 0).

~

Soit z un nombre complexe, et posons

a(x,g) = Re(zp(x.2) .
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Considérons le systeme différentiel

grad;-a(x;§)
(équations de
Hamilton-Jacobi)

—_
[
~—
e e
iR
] 1t

\ It -—gradx a(x,E) ,

ou t est une variable réelle, avec les conditions initiales X=X/ et
=g si t=0. Supposons dga(xo,go) # 0. Alors le systéme (1) a une solu-
tion unique au voisinage de t=0 ; c'est une courbe dans T™*(Q), appelée

bande bicaractéristique de a par le point (xo,io).

Il est clair que a(x,E) reste constant le long d'une bande bicaractéris-

tique ; on appelle bande bicaractéristique nulle de a une solution de (1)

le long de laquelle a(x,E) = 0. Cette courbe de T*(Q) se projette sur une

véritable courbe de la base, (Q 3 cette derniere est appelée courbe bica-

ractéristique.

§ 2. CONDITION DE RESOLUBILITE.

Considérons la propriété (P)
Pour tout (xo,go) e T*(q), goffo, pour tout z €€, tels que
(P) p(x0,§0)==0 et dgﬁe(zp)(xo,go)%lJ, Im(z p)(x,E) ne change pas

de signe en (xo,go) le long de la bande bicaractéristique (nulle)

de Re(zp) passant par (xo,go).

On conjecture, et on peut démontrer en partie, que pour un opérateur de
type principal, (P) équivaut a la résolubilité locale de P en tout point
X, de (. Comme la résolubilité locale de P équivaut a celle de zP (z#£0),
toute condition équivalente doit posséder la méme propriété d'invariance,

ce qui justifie 1l'introduction du nombre complexe z dans (P).

Proposition 1 : Soient U un ouvert de T*(Q) \ {0} et q(x,E) une fonction
gRep, d

complexe ¢” dans U. Supposons que q, d Re (p q) ne s'annulent en

3

aucun point de U,




AT. t

Alors si Imp ne change pas de sigice le long de toute bande bicaractéris-

tique nulle de Rep contenue dans U, il en est de méme de Im(pq) le long

de_toute bande bicaractérit.iyve nulle de Re (p q) contenue dans U.

(Voir Nirenberg et Treves [2]).

Hérmander a obtenu en 1960 une condition nécessaire de resolubili-
té locale, d'ou on déduit que :
Si P est un opérateur a coefficients ¢” tel que P (U) 2D(U), alors Eour
tout & ,§ ) €T#(U) tel que p(x ,E )=0 et dERe p(x ,E )£0, Imp(x,E),
long de la bicaractéristique de Rep(x F) passant par (x ,§ ),a_une dérivde

nulle en (x ,E ).

(H8rmander [1], théoreme 6.1.1),

La condition qui appar.: ici est évidemment plus faible que (P). Le théo-
reme suivant, énoncé sous la forme "non-(P) entraine non-résoluble", expri-
me la nécessité de (P) pour la résolubilité locale, avec cependant la res-
triction que le zéro de Imp (l» long de la bande bicaractéristique nulle de

Re p) ol cette fonction change de signe, soit d'ordre fini.

Théoreme 1 (condition nécessaire de résolubilité) : Soit P un opérateur

différentiel lindaire & coefficients C sur ), de type principal.

8 sope ! stoe , € T* 4 =
supposons qu’'1l exi1ste (xO,EO) €T (Q) tel que §G$ 0, p(xo,go) 0,

d Re p(x § )4 0, et _que Imp change de s1gne en (xo,go) le long de la

hande bxcaraotprlqthue nulle de Rep passant en ce point. Si de plus

(XO,EO) est un zéro d'ordre fini (impair, necessalrement) de Imp , alors

l'opérateur P n'est pas localement rdsoluble en X

Remarque : On aurait pu introduire le nombre z dans le théoreme 1,
(supposons qu'il existe (xo,go) et z tels que ...), mais P et zP étani

simultanément résolubles pour z# 0, 1'énoncé obtenu aurait été équivalent.

Le théoréme | est démontré dans Nirenberg et Treves [2]. On
1'obtient en raffinant la méthode du théoreme de H8rmander ... Un théore-

me plus forl et plus préecis se trouve dans Egorov [2 ],
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La suffisance de la propriété (P), c'est-a-dire l'implication
(P)=1'opérateur P est localement résoluble en tout point de Q
a été démontrée jusqu'ici, pour un opérateur de type principal, dans les
cas suivants (n=dimension de Q, m = ordre de P) :

- n =1 tout opérateur de type principal est elliptique.

oo

- n = (coefficients Cm) voir Treves [1]
- n>2etm-=1 (coefficients Cw) voir Nirenberg et Tréves [1], et
un résultat plus fort dans Treves [2].

Notons que tevt opérateur du premier ordre dont la partie principale

ne s'annule en aucun point est nécessairement de type principal.

- n >2etm>1, si Q est une variété analytique réelle et si la par-
tie principale p(x,D) est a coefficients analytiques : la
démonstration est donnée dans Nirenberg et Treves [3 ), et
sera décrite dans les paragraphes 4 a 8., L'énoncé détaillé

est le suivant :

Théoreme 2 (c. n. s. de résolubilité) : Soit P un opérateur différentiel

. . R .. o . . .
linéaire a coefficients C sur une variété analytique (. On suppose P de

type principal, et les coefficients de la partie principale analytiques

dans Q. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(P) (voir ci-dessus

a) P est localement résoluble en tout point de Q.

b) Pour tout £>0 et tout X, €Q, il existe un voisinage ouvert U de X

dans () tel que pour tout u €P(U)

hull, ¢ = < 1% ul,

m~1

¢) Pour tout s € R et tout X, €Q, il existe un voisinage ouvert V de X

et une constante C>0 tels que pour tout u.e{XV)

it

[

sC ! Pu||q

s+m+1
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Les normes sont celles des espaces de Sobolev et tP désigne le transposé
formel de P.
¢) implique que si le second membre f est régulier (disons d'ordre de Sobo-

lev s), il existe une solution u d'ordre s+m- 1.

L'essentiel de ces résultats s'étend a des systémes déterminés

d'équations aux dérivées partielles.

$ 3. HYPOELLIPTICITE.

Définition : On dit gque P est hypoelliptique dans Q si pour tout ouvert
U de Q, et toute distribution ucd' (U), Pu e€C (U) entraine wec (U).

Considérons la propriété (P) :
(P) Il existe un entier pair 2k tel que pour tout (xo,go) €T*(Q),
EO%(), pour tout z €C, tels que p(xo,§0)==0 et
nge(zvp)(xo,go)%(), Im(z p) a_en (xo.go) un zéro d'ordre pair

<2k , le long de la bande bicaractéristique nulle de Re (z p)

passant_en ce point.

Yu. V. Egorov ((1]. [2]) a montré que (P) est équivalented des indgalités

sous-elliptiques, précisément :
(SE) 48>0, ¥ 0'cc, ¥s, s'€R, 3¢50, ¥ ued(q') ,

hall .y, < Ol +lall,)

Les normes sont prises dans les espaces de Sobolev, et on peut prendre

o= 2;;1 . Les résultats de Yu. V. Egorov s'appliquent a une large classe

d'opérateurs différentiels (incluant ceux de type principal) et méme

d'opérateurs pseudo-différentiels (pour ces derniers cependant il faut mo-~

difier 1'énoncé de (P)).



Les inégalités (SE) entrainent 1'hypoellipticité, comme on le voit facile-
ment. Pour une démonstration du fait que (P)=(SE), voir Tréves [3). Par

suite :

Théoreme 3 (condition suffisante d'hypoellipticité) : §oit P un opérateur

différentiel lindaire de type principal, & coefficients ¢® sur Q. La pro-

'
'

priété (?) entraine que P est hypoelliptique dans Q.

La réciproque est fausse, comme le montre 1l'exemple, de

S

. 1
+ i exp(- T€T> .

9
Cet opérateur est hypoelliptique dans R” , mais sa partie imaginaire a un
zéro d'ordre infini (en t=0) le long de toute bande bicaractéristique de
la partie réelle. Si 1l'on écarte le cas des zdros d'ordre infini, la réci-

proque est vraie

> . . . - . ! ] ~ - . m
Thécreme 4 : Soit P un opérateur différentiel lindaire a coefficients C

sur (2, de type principal.

Supposons P hypoelliptique dans (.

Si de plus il existe un entier kl tel gque pour tout (xo,go) eT*(Q), §0£ 0,
pour tout z €0 tels que p(x0,§0)= 0 et dFBe(z p)(xo,go);éo, Im(z p) ait _en

(xo,go) un_zéro d'ordre inférieur a k

le long de la bande bicaractdristi-

i
gue nulle de Re(z p) passant en ce point, alors (P) est‘vérifiée, i.e. ce

zéro est d'ordre pair.

Démonstration du théoreme 4 : Supposons qu'il existe (xo,go) €T*(Q),

gO;éO, et z €l tels que p(x0,§0)= 0, dgﬂe(z p)(xo,go)# 0 et que Im(zp)

ait en (xo,go) un zéro d'ordre impair le long de la bande bicaractéristi-
que nulle de Re (z p) passant en ce point. D'aprés le théoréeme 1, 1'opéra-
teur tP, dont la partie principale est (nl)mp. n'est pas localement réso-
luble en X Or une conséquence facile du théoreme du graphe fermé est que
l1'hypoellipticité de P entraine la résolubilité locale de tP en tout point

de 0 3 il y a donc contradiction.
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Un résultat plus difficile est le suivant :

Théoréme 5 : Soit P un opérateur différentiel linéaire & coefficients

analytiques sur une variété analytique Q, de type principal. La proprieté
] '

(F) équivauﬂ.é 1'hypoellipticité de P dans Q.

(voir Tréves [4]). Noter qu'on n'a pas seulement supposé la partie prin-

cipale, mais 1l'opérateur entier, a coefficients analytigues.

"

Remarque : Malgré les apparences, (P) n'est pas "sensiblement équivalent

.~D? , On a

7

a (P) : pour l'opérateur des v.des D :
(E1 -Eg)lm z donc Im(zp) est

Re(zp)(x.€) =(§? ~§§)Rﬂ z, Im(zp)(x,8)

'

=0

identiquemen% nul sur toute bande bicaractéristique nulle de Re(zp) 3
(P) est trivialement vérifide, (F) est trivialement fausse. On sait bien
par ailleurs que l'opérateur est, sur tout ouvert de H?. localement reso-

luble mais non hypcelliptigue.
Si O est une variété analytique, et si P est a coefficients analyti-
ques, une autre propriété importante est l'hypoe lipticité analytique.

Définition : On dit que P est hypoelliptique-analytique lans Q si P _y

est hypoelliptique et si de plus pour tout ocuvert U de (Q, et toute distri-
bution u €®'(U), Pu <a(U) entraine u €a(U)
(a(U) = fonctions analytiques dans U).

On peut démontrer que tout opérateur hypoelliptique de type principal
(a coefficients analytiques) est hypoelliptique-analytique (voir Treéves
(5] 5 ce résultat était déja connu pour les opérateurs elliptiques, et

aussi (Humio‘Suzuki, 1963) pour les opérateurs du premier ordre).
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Un exemple : Considérons 1l'opérateur Dt-+i-JCDx sur B? , ou k est un
entier naturel. '
On a p(x,t,,7) = T+ itk € . Les bicaractéristiques de Re p , paramétrées

par s, sont solution du systeme

dx ag dt dr
- = = -— =1 — =0
ds 0 ds 0

La bicaractéristique nulle passant par le point X, = 0, t =0, €

TO==0 est donc définie par

Sur cette courbe
Imp = E ¢ .

Les conditions (P) et (5) s'écrivent alors : k est pair. Comme on peut
montrer directement que l'opérateur est hypoelliptique-analytique lorsque
k est pair, on a ici équivalence entre les propriétés suivantes : parité
de k, (P), (P), résolubilité locale, hypoellipticité, hypoellipticité-ana-
lytique

Un autre exemple : Ltopérateur

est analytique-hypoelliptique dans B? (entier) et cependant n'est ellipti-

que en aucun point de Bé (on a appliqué les criteres ci-dessus).
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. 1. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

Nous admettons ici la partie nécessaire : a) entraine (P), pour
donner seulement un apereu de la démonstration de (P) entraine b).
Pour b) entraine c¢), on remplace dans 1'inégalité b) u(x) par
i) (1 - A)S/z v(x), ou ved(U), o €DU), et 0 est égale a 1 au voisinage

do A, On en déduit

13 . t [
(2) ol oy s e 1wl w0, vl ny -
St on =e limite au cas ou s+m- 1 2~v%11, on a
1
C? “ ”q+m-2 =32 iIVHs.+mw1

lorsque le support de v est assez petit. D'ou 1'inégaliteé ¢) sous la forme :

- n . . ..
pour tout xoe—Q. pour tout s=>1.m-35 , pour tout ¢ >0, il existe un voisi-
ot

nage ouvert U de X, tel que, pour u.@g(U),

hallyppq e H'Pull, -

Pour s rdéel quelconque, il faudra renoncer a 1'<, et on raisonne differem-
. . 3 \\
ment. Si 1'inégalité ¢) était fausse, il existerait une suite u ed()

telle que

t
"Pu_fl ~0

”uJH =1, j'ls

s+m-1

et supp uj~*{0} lorsque j—=+ . On peut extraire de (u.) une sous-suite

¢ s+m-2
tonvergeant vers u dans H

s+m-1

. Alors d'apres (2) celte sous-suite conver-

=1. Or tP11=(), et le support de u

ge vers u dans H , donc hu

Is+m—1
est réduit & {0}, ce qui n'est possible que pour u=0, comme on le voit en
veprésentant u comme une combinaison linéaire de dérivées de la mesure de

Dirac, d'ou une contradiction. On en déduit c¢).
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Enfin c¢), écrit avec s=1-m, donne
t
all, <c f*eall,_,
pour u (V). Si f €L2(V), la forme linéaire
tPu —aj'uf dx

est donc bien définie, et continue, sur tP<aD(V) muni de la norme de

Hi—m(V). Par suite il existe ¢ eHm_l(V) qui prolonge cette forme linéaire:
<q, % u> = Iu f dx pour u &D(V),

donc Pp=f au sens des d(i~tributions sur V. Ainsi PHm‘l(V)DLZ(V) ; d'ou

a fortiori la résolubilité locale a).

La démonstration de (P) entraine b) s'effectue en trois étapes :
réduction a un opérateur pseudo-différentiel du premier ordre, transforma-
tion de cet opérateur, et démonstration de 1'inégalité pour cet opérateur

transformé.

8 5. REDUCTION AU PREMIER ORDRE.

Dans la suite, il sera commode de noter n+ 1 la dimension de la va-
riété. Comme toutes les propriétés considérées sont de nature locale, nous

n+1

supposons que () est un ouvert de R . Notons y= (x,t) le point courant

de Q, xGRn , t€R; de méme T=(£,7) la variable duale.

I1 est clair, & cause du £, que 1'inégalité b) ne fait intervenir que
la partie principale p(y, - D) de 1'opérateur tP. I1 suffit donc de démon-

trer 1'inégalité

() lall,_, = e(r.0),
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Soit (y i) € T*(0) avee |7 |=1. 8i p(y .1 )#0, ona [p(y.M)]|2¢>0 pour

y voisin de y et 7 voisin de 7 sur la sphére [7| =1 ; par homogénéité

(3) [p(y. ] =¢ [n]"
pour y voisin de Yo et T dans un cone de sommet O contenant ﬂo.
Si p(yo.ﬂo)= 0, et comme P est de type principal, on peut supposer les
coordonnées choisies de telle maniere que %% (yo.ﬂo)%(L Alors 1'équation
p(y.€,7) =0 peut étre résolue au voiginage de (yo,no) par le théoreme des
fonctions implicites, suivant T=A(y,E), A analytique (et homogéne de degr¢

1 en E). On en déduit la factorisation

(4) ply,€£,1) = (7-x(y,8)) q(y,€,7)

au voisinage de (yo.ﬂo) i q(y,T) désigne une fonction analytique de (v.1)
au voisinage de (yO.ﬂo), homogeéene en 1) de degré m- 1, avec q(yo,ﬂo)# 0,
donc

(5) la(y, )| =c |n)™"

pour y volsin de Yo et T dans un cone ouvert de sommet 0 contenant ﬂo-
Au voisinage de chaque T  tel que !ﬂ0[= 1 on a donc soit (3), soit (4) et
(5).

Introduisons une partition C° de l'unité 1=3 fi(n) sur la sphere |T|=1,
associée a un recouvrement de cette sphere par de tels voisinages, et
écrivons p(y,n) =% p(y,n) £,(10) .

S8i on suppose avoir démontré 1'inégalité

b') Pour Yo €Q, £>0, il existe un voisinage ouvert U de y_ tel que pour

u €D(U)

Hu”o < e ”(Dt-k(y,Dx))U”0

pour l'opérateur pscudo-diffcérentiel de symbole (T-K(yﬂgl), on en déduira

1'inégalité b) en vtrlisant, sur chaque onvert de la partition, les inega-
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lités elliptiques données par (3) ou par (5). La démonstration détaillée
nécessite l'introduction d'opérateurs pseudo-différentiels associés aux
fi(n), elle est assez fastidieuse et se trouve bien entendu dans Nirenberg

et Treves [3].

I1 suffit donc de démontrer 1'inégalité b'), pour un opérateur pseudo-
différentiel du premier ordre. On vérifie enfin que 1'on peut, sans altérer
vraiment l'inégalité b'), supposer que A a été tronquée de maniere a la

rendre o support compact en y.

§ 6. TRANSFORMATION DE L'OPERATEUR Dt-K(Y,DX) .

Nous allons voir dans ce paragraphe que, pour démontrer 1'inégaliteé

b'), on peut se ramener au cas ou k(y,E) est imaginaire pur.

Soit L==Dt-A(y,Dx), avec A(y,€) =a(y,E)+ ib(y,g), 1'opérateur intro-

duit au paragraphe précédent. On peut remplacer a et b par leurs parties

auto-adjointes a et b0 : on ne fait ainsi qu'ajouter a L un opérateur

pseudo-différentiel d'ordre 0, ce qui ne modifie pas 1'inégalité b'), 2a

cause de €.

Considérons, pour chaque t voisin de 0, un opérateur lindaire U(t)

9
de L;(Ep) dans Li(ﬂp), tel que

]

D, U(t) ao(x,t,Dx) U(t)

(6)

Id.

i

U(0)

Il est bien connu que ce probleme a une solution unique. Si u.GJXIfW on

a, pour s réel

3

= lU(t)ul” = 2Re (iao(x,t,Dx)U(t) u(x), U(t)u(x))S

m
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((.')“ désigne le produit scalaire de Hi(]ﬂn) :
(.x'.w)g = ((1.- A)bv,w)o ;

rappelons que a(‘i"' =iD )

okl -l—L ”7 "2 — S. 1 1 ~ ] ; S T . l:
o dt ”I usls = ((1 - A) 1 ao Lu, [u)o + ((1 ,_\) Lu,l ao u)o

@

([(1-)% aO]Uu, Uu‘)o

)

putsque a = est auto-adjoint pour le produit scalaire L-. Si s=0, on en
.. ey 12 2 noon2 | . oy 2
didurt que EEIf(t.)u”: = “U(O)uﬁo = |[ul|. Donc U(t) est une isométrie de Lx'

0 9
Comme U(0) est inversible, U(t) est un isomorphisme de L; pour t volsin

de 0,
Pour « quelconque, le crochet (- A)S,i ao] est un operateur pseudo-diffé-

reaticl (en x) d'ordre <2s , done

Fe vl < ¢ oo al®

o=t U(t) esxt continu de Hi dans Hi .

De plus on a, pour u C.,O(Q) (fonction de x et t)

L(Uu;

it

- - T
(D a - i bo)Lu

t

i

- 7 I - i
(D, U~a U+ ( D, 1b0U)u

= U -ivly v)u |
1 o
d'apres 1'équation (6). Donc
] N H ‘l !
il T = -1 U ! ]
HL (T u)“0 “(Dt, il N U) ulfo
) . ' 1 N . A
{(vormes dans 1~ i)’ ct comme ”Uu“o = l]uHo , on est ramené a démontrer b))

pour l'opdrateur q 1P b B Précs Shent o cus ddmont rerons au 98 110y 111,
: 0
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b") Il existe C>0 tel que pour ¢ >0 assez petit, et pour v GJX]RD+1)

=

support dans la bande |t| <eg,

lvll, = ce (o, - jut

|
bolﬂ vho
Cette inégalité peut étre en effet prolongée par continuité aux fonctions

v de la forme U(t)alu(x,t) , avec u.EéM]Rn+1) a support petit, et b') en
résulte.

Nous aurons besoin d'une construction explicite de U(t), au moyen des
opérateurs de Fourier intégraux, que nous développons a part dans le para-

graphe suivant.

& 7. APPROXIMATION DE U PAR DES OPERATEURS DE FOURIER INTEGRAUX.

L'approximation de U(t) sera un opérateur K(t) de la forme

K(t)u(x) = (20)™ [e2P0088) (e ) u(e) as

(opérateur de Fourier intégral ;11€éD(Rn), fonction de x seul : o et
k fonctions C°, ¢ & valeurs réelles).

Les conditions
(7) o(x,0,8) = <x,E> k(x,0,8) =1

assurent que K(0) = Id.

Nous allons essayer de déterminer ¢ et k tels que
- 19
(8) (D, a_)(e k). 0

ou a désigne la partie auto-adjointe de l'opérateur pseudo-différentiel

a(x,t,Dx):

a (x,t,8) = a(x,t,§) + iR(x,t,E)
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avec R d'ordre 0, et ou le signe . signifie l1'égalité modulo un opératecur
végularisant. De fagou précise, (8) s'éerit

. ¢ ;
pour tous M, Ne N, il existe C>0 tel que pour a“M , B e, et lo:|+s~ <M,

et pour tous x, t, £
a8 vy do(x,t,E) -N
D by (D -a (x.1.D ))e k(x,t,8)] = c(1+|g])

Pour résoudre (8) nous aurons besoin de la “formule de Leibniz" (voir

rmander [2]) : posons

(a) 3y -n
= ) 2 = i o € .
Py dx‘I a (ag) 8o <N ?
i(x,x’ . t.E) = o(x',t,§) - o(x,t.€) - <®X(x t.8) , x' -x >

La formule s'écrit

' i¢, ig 1 ()
a (x.t,D )(e k) o e 5 a2, (xite )«

a o ig(x.x".t,E) .,
) (e >k o
% [IX,(&, k(x 't’“))]x'-‘—‘x
En reportant dans (8), 1l vient

(wt -ao(x,t.mx))k(x.t,§)+-D'k -

t

___]_-_ (G) . o i¢(XaX',t~,§) '
e, (x.t,0 )[DT, (e k(x' t.e)] . _ ~0 .

Nous imposons a la '‘phase” ¢ la condition :

9 - :
(9) o, a(x.t,0 )
5o de 1'égalité
(avee 2, —-55‘-), jointe a (7). Alors, compte tenu/a =a+ iR, 1'équation devient:

Dk ~R(x.,t,0 Yk + T ...
X a>0
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T
On la résout en cherchant k sous la forme kfvg k., avec kj:=kj(x,t,€)
homogene en E de degré -3 . En séparant les termes par degrés d'homogénéits
en £, on obtient pour déterminer les kj les équations :
j-1

2 !
ko= <dgalxit,e).d k,>+C k + % Q) k.,

S
A't: J |=0 J t]

3

ou C, est une fonction de x, t, § homogene en E de degré zéro dont nous

1 !
donncerons bientot l'expression explicite, et les Qg des opérateurs diffé-
rentiels par rapport a x. a coefficients réguliers en x, t, €. Si on leur

adjoint les conditions initiales
ko(x,(),g) = 1 kj(x,O,F) = 0 si j>0

ces équations déterminent les k. par récurrence.

t
Nous nous intéresserons particulierement au systeme qui définit ko

2k - <a (x,t,0 ),d k >+ C k

dt o E a0l O % o o
(10)

ko(x‘o,g) = 1 .

Afin d'établir certaines relations, considérons les équations de

Hamilton-Jacobi pour le symbole T-a(x,t,E)

-dE a(x.t,E)

(11) . (x.8)_, = (x,,8,)
d‘ a(x,t,g)

I

Soit x=rx(x0,t.80) la solution x de (11). Compte tenu du systeme (9) (7)

» [ - - -
vériflé par 9, on veoit sans peine que les fonctions

>
1]

x(x 5,8 )

0
et

Jn
1t

@X(X(Xoat,g ) . t* g )



virifient (11). Par unicité des solutions des équations différentielics,
¢'est la solution de (11).

De plus la fonetion
) = [ x b, £
o(1) = olxlx .18 ),0.%,)
F

. . df
verifie ——
dt

Comme ¢(0)

1]

0 , donc reste constante sur une courbe intégrale de (11).

<X, .8 > d'apres (7), on a

1}
5
”

w

/

(12) o(x(x .t ),t,€ )

Par ailleurs, d'apres l'expression que nous avons trouvée pour la

solution E de (11), on voit que x est la solution de

(13) %f = —-dga(x,r.mx(x.t,go)) x(0) = x

C'c<t une équation diffdérentielle ordinaire (non lindaire) et l'applica-

tion

[ nd y A
XO X(}x()?tvgo) )

pour 1 et EO fixés, est un difféomorphisme dans un voisinage de 0. Soit

)

x - x (x,t,E
O( b ’50

le drfféom phisme inverse. En dérivant la relation évidente

x”(x(xﬁ,t,go),t,go) = x_ par rapport a t, on trouve une équation dilféren-
tielle que vérifie aussi dgm(x,t,go), d'apres (9). Comme dEm(x.S.go)z X,
= xo(x,O,go), on en déduit par unicité que .
(14) x (x,t.g ) = agm(x,m,go) .
dx
(eci va permeltre de calculer le jacobien —2 (t et g, fixds).

dx
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On a

dxo 9
(15) g (ot ) = ko (x,t,E )

Démonstration de cette étonnante formule :

D'apres (10), kj vérifie le systeme

2D 2y _ 2 2
i (ko) <(d§a)(x,t,¢x),dx(ko)>4~ZZCOko
2

k (x,0,8) = 1

L'expression annoncée de C0 s'écerit
2Co(x,t,§0) = tr A"(x,t,zo) ,

ou A" est la matrice d'éléments :

A7 (x, b)) = ﬁ—[(;%) (x,t,0 (x,%,€ )]

i

1<i,jsn. Or

) S
Qo0 jy . 9 3 o9 :
3¢ (o) = 5% 3x; OF d'aprés (14)
- 9 [ -I-1] ]
bxi B§j ot

On évalue ce crochet en utilisant (9)

i

[.en] -;?]j(a(x,t,wx(x,t,g) )

da o) 29
Z (x’t’(p )' ( (x’t’g))

Le deuxiéme facteur s'écrit encore —o— (xo j(x,t,g)) d'apres (14).
?

ox
effectuant S%— (...], on obtient : k
i

En
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o) -axoLl 8xozj axozj
é-? (—g;i ) = <(:1§a)(x,t-.mx) ,dx (— . ),>+ E Aik an

D'ou par un petit calcul d'algebre extérieure :

( 2 (ifg) = <(d_a)(x.t.0 ) ,d (ﬂfg):>+ tr A" iiﬂ
At dx E TTUUx7 7 Tx tdx todx
dxo
e (XEO,EO) = 1 .

Par unicité, on en ddduin (15).

Drapres (7) (8) on a

!

Dth(tJ = ao(x,L,DX)K(t)-+R1(t)

it

K(0) Ld .

ou Hl désigne un opérateur régularisant.

Par snite, d'apres (6)
(Dt~“a”(x,t,Dx))(U(t)-K(i)) = Rl(t)
U(0) -K(0) = 0

De la résulte que

‘U(L) = K(t)+R,(t)

ou Bo(t) est un opdrateur régularisant (en x). En ce sens K(t) constitue

une approsximation de U(t).

Nous parvenons enfin a l'expression de la partie principale de 1'opé-
-4 Cops . : R . .
vateur U b0(3 qui ligure dans l'inégalité a démontrer b") - c¢'était Ja

le but de la construction explicite de U(t).
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On a :

(17) rn'l(t)hn(x,t..nx')l}(u:.) = {'¥(x,t.Dx)+S(x,:.I)x)

ou [ a pour symbole

) e ) = " ) i { 2
’ L(x,’.i.3 ) h(x(xo.l‘go),l.;(xo,l,“ »

{en 1ntrodursant a nouveau la solutron x, € du systeme de Hamilron-.Tn
K “ . . “ ‘)
(LL) }). et S esi un opérateur lindarre borné de L;

Eu effet U“l(b)r‘U*(L) i par un calecul ymmédiat, on a
(K¥(1)v(x)7(8) = fewlm(x'b‘g) K(x.t,%)v(x) ax
IMautee pari
: ooy !T(x.i,g“)
M)K(t) ulx) = (27) Je bl(x.b,go)u(go) d;u

ou le symbole h' exl, d'apres la "formule de Leibniz", donné par

(18) hl(x.t,E) = ' %r h(a)(x.t,m )

X
= bo(x,t,mx(x.t,g))k(x,t.g)+ .
Par suite
(K*#(4) b K( t)ul) (g) =

n o dlelxtig Jeelx,tg) o
< (2)T e k(x.i,8)b (x.t,€ )O(E )ag ax



ce que l'on peut écrire aussi

(17) K*(t)bo K(t)u(xo) =

avece

i[<x -&-E >+(P(X,f',_i )"P(X,t,g)]
b (xo,t,go) = (2n)—n.LJe 0 o 0

. k(x.t.F) bl(x,t,g’o) dx dE

Sort g(e) une fonction c” de 620, telle que 0sg<1, g(c‘)=1 s1 0559321['
et g(6)=0 si 8:2% . Posons

ele.g) = elle-¢g /1) -

Nous considérons "l'approximation" suivante de b2 :

i[<x ,E-8 >+o(x,t,E )-0(x,t,€)]
. -n 0 0 0
b‘(xo’t’go) = (en) Ije

. g(gygo) E(X,tag) bl(xatfgo) dx dg

Nous allons effectuer un changement de variable dans l'intégration en x,
g

en posant

1
y = [ (d.0)(x,t,sE+ (1-s)E )ds .
) g o

On a y=x lorsque t=0, et méme lorsque ’t] est petit pourvu que lxl solt
assez grand (cela vient de la compacité du support de a(x,t,£) comme fonc-
tion de x). Soit J la matrice jacobienne de y par rapport a x. Comme
¢(x.t,E) est homogene en E de degré 1, et vaut <x,E£> pour t=0, on voit
que la norme de la matrice 1-J est sCste .It]. Par suite, pour [t] petit.

. . . n L .
l'application xv»y est un diffdomorphisme de R sur lui-méme, qui est
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1'1dentité pour |x[ grand. On a bien siir

V.E-E> = o(x,t,8) - o(x,t,€ )

d'ou

x -y,E-E >

i<
(2“)_nffe ) )

b3(%'t'§o) b4(Yst’§-ngy'dg

avec

- . -1
" &) eT
b4(Yata§’§0) g(g:go) k(x,t,g) bl(x’tago)’dtt . I
(Dans cette derniere formule, x est exprimé en fonction de y, pour chaque
Lo B, 8 fixés, au moyen du difféomorphisme inverse de x= y). L'intégrale
donnant b, converge comme on le voit en intégrant d'abord en y.

3
Posons

by(y,t,8.8) = b(y.t,€,8 )+R,(v,t,8,E) .

On a d'apres l'expression de b3 :

b xoatago) b4(xovtn§0’§0)*’RB(xortygo)

X
avec

i<x ~y,E~-€ >
X -y E-E,

i

R3(x0,t,50) (2%)—nfje R4(y,t,§,§o)dy dg

Or, pour E= go,

«
[

(ag9) (x,t,%))
donc le changement de variable x+ y cofncide pour f = Eo avec le changement

de variable xrx , d'aprés (14). Alors la définition de b, donne



= dx
b4(xo,t,§0.§0) - k(X’t’go) bl(x't'go) dx
avec cette fois x = x(xo.t,go). D'apres (18), il vient
b (x ,t,6 .8 ) = |k(x,t,€ )b (x.t,0 (x,t,E ) X4 R (x .t,2)
4 70" "0 "o % (RS T dx 5 70 0

~

ou R, est un symbole de degre zéro,

Si on se souvient de (15), il ne reste plus que

b4(XO.tr‘§0,§0) = bo(xvt'amx(xvtﬁgo))+R6(X0’t$g0)

Comme b et b0 ont méme partie principale, il vie.st

= ‘ LE(x L, E )
b, (x t,€ .€) bx(x 4,8 )0t Ex 0, 8 )+ Rolx e € )

en utilisant 1'égalité

glx ot 8) = o (x(x .8 ), tE)

Cette formule met en évidence la partie principale B(xo,t,go) annoncée
dans (17). Nous avons finalement remplacé, en plusieurs étapes, le symbole
bq(xo,t,go) figurant dans (L19) par G(xﬂ,t,go). I1 faut veéerifier pour éta-

blir (17) que les restes successifs

by - b2 (ai & la troncature par g)
b4 - b3 = —R3
B-by = -

sont des symboles de degré zéro. Nous l'avons vu pour R7 5 la démonstration
pour les deux premers n'est pas difficile et se trouve dans Nirenberg et

Treves [4].
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3 8. DEMONSTRATION DE L'INEGALITE b"

D'apres (17), et & cause de €, il nous suffit de démontrer 1'iudgalils

ba) Il existe C>0 tel que pour ¢ >0 assez petit et pour v€$(Rn+1)‘

support dans la bande |t|<e,

Ivll, s ce fl(p, - i8(x,¢,0 Nvll_

(normes dans Li,t)'

Or 1'hypothese (P) (qu'il fallait bien utiliser un jour) donne :
b(x,t,£) ne change pas de signe le long d'une bande bicaractéristique pullie
de T-a(x,t,E) (on a tenu compte de la proposition 1 du paragraphe 2 et
de la factorisation (4) de p 3 A=a+ ib). C'est dire que b(x(xo,t,go),iu
§(x0,t,§0)) ne change pas de signe lorsque t varie, ou encore : pour

X, et §0 fixés, B(xo,t,Eo) ne change pas de signe lorsque t varie. Nos

efforts des paragraphes 6 et 7 ont donc servi a "rectifier" les bicaracté-
ristiques nulles de Rep, c'est-a-dire & se ramener au cas ou ce sont lc-

droites x = X §=‘Eo, T=0, t variant seul.

Lemme 1| : Soit f(z,t) un_germe de fonction analytique a l'origine de

N+1 . . . sy s as
R , a valeurs réelles, tel que le signe de f(z,t) soit indépendant d¢ .

Alors il existe deux germes a l'origine de fonctions analytiques a valeu: s

réelles, g et h, tels que
f(z,t) = g(z)h(z,t)
h(z,t) = oO.
Nous donnons une esquisse de la démonstration (celle-ci est une légere

simplification, due a D. Fujiwara, de la démonstration donnée dans Nirenherg

et Treves [3]). Tout d'abord on étend f aux valeurs complexes de z et do <,
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disons dans un polydisque lzjl<<2a, i=1,...,n, |t|<2e (£>0) et on

introduit

F(z) = J‘ f(z,t) at
-€

ou l'intégration est effectude sur 1'intervalle réel (-e,e). Bien entendu,
F est holomorphe dans le polydisque lzjf <2e, j=1,...,n. Noter que d'apres
notre hypothése, f(z,t) et F(z) ont le méme signe en chaque point z réel,
et F(z0)==0 si et seulement si f(zo,t)= 0 pour tout t, |t|<e. Ceci dit

on décompose F en ses facteurs irréductibles (on considere F et ces fac-
teurs comme des germes de fonctions holomorphes a 1'origine) et on obtient

aussitot une décomposition
dl dr
F(z) = Gl(z) . Gr(z) H(z)

avec les propriétés suivantes : les Gj sont irréductibles, la restriction
de chaque Gj a l'espace réel change de signe dans tout voisinage de zéro
alors que ¢ n'est pas le cas pour H (les G, et H prennent des valeurs
réelles lorsqu'ils sont restreints a 1'espace réel). En outre, les puis-
sances dj sont impaires. La variété des zéros réels de chaque Gj doit avoir
exactement la dimension n- 1, donc aussi la variété des zéros complexes

de chaque G.. Or lorsque G, s'annule , il en est évidemment de meme pour F
et donc pour f(.,t) quel que soit t, |t|<e, comme nous l'avons remarqué
plus haut. I1 en résulte facilement que f(z,t) est divisible par chaque
G()J q

On pose g(z) = G ( ) ce Gr(z).r, h(z,t) = £(z,t)/g(z), ce qui implique que

€

H(z) = f h(z,t) at .
-€
Comme le signe de la fonction (réelle) h(z,t), lorsque z et t sont réels,
ne dépend pas de t, cette fonction ne peut pas changer de signe au voisi-

nage de l'origine car il serait de méme de H(z). C. Q. F. D.
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Ce lemme 1 nous permet d'écrire :

B(x,t,E) = g(x,8) h(x,t,€)

avec h(x,t,£) 20. Comme B est homogéne de degré 1 en E, nous pouvons sup-
poser g homogene de degré 1 en E, nous pouvons supposer g homogene de degré
1l en E, et h de degré O.

Remarque : 1le lemme 1 est le seul point de la démonstration ou il est
utile de supposer les coefficients de p(x,D) analytiques ;5 ce lemme est

. [ee]
faux pour des germes de fonctions C .

On a donc B(x,t,D ) g(x,D )h(x t,D ), modulo un opérateur borné de
L dont on ne se soucie guere a cause de 1'& dans b ) Soit G=g(x,D )
H(t)=h(x,t,D ) Moyennant des modifications négligeables, on peut quppoqer
G auto- a6301nt (non borné), et H(t) hermitien positif borné, dans L
plus les commutateurs [H(t),G] et [[H(t),6],G] sont des operateurs pseudo—
différentiels d'ordre zéro, donc des opérateurs bornes de L , de normes
uniformément majorées pour Itl <e. L'inégalité b ) se dedult donc immé-

diatement de la proposition "abstraite" suivante :

Proposition 2 : Considérons l'éguation différentielle ordinaire :
T @) -GH(E) v(t) = £(+),  |t]se
1

ou v est C* en t, a valeurs dans un espace de Hilbert ¥, ou G est un opé-

rateur auto-adjoint (non borné) de ¥, ou H(t) est, pour chaque t, un opé-

rateur hermitien positif borné de ¥, ou f est continue en t a valeurs dans

X. Supposons que pour chaque t H(t)v(t) appartienne au domaine de G, et

que les opérateurs

H(t) JH(t),6] L{H(t),6],6]

soienl bornés, avec une norme inférieure a C pour |t| <e.
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Alors si ¢ est assez petit et si v(e)=v(-e)=0 on a

JP: lv(t) || at < ¢ f: £ (t) ||% at .

Démonstration de la proposition 2 : Soient P+ le projecteur orthogonal

de X correspondant a la partie positive du spectre de G, et P = 1--P+ ,

i.e. G+=P+G et -P G=-G_ sont des opérateurs positifs de X. Posons
v, (¢) = P v(t) v (t) = P_v(t) ;

on a
M = I, ()1 v ()1

Admettons pour un instant le lemme suivant :

Lemme 2 : Sous les hypothéses de la proposition 2, les opérateurs

(m(+),61/2] et [IH(t),6Y/2], 61/2]

sont bornés, avec une norme inférieure a C', pour ]t| <t .

Considérons

d
2 Re (P+ -a-%, v)

it

d
dt (v+,v+)

li

2 Re (P+(f +GHv),v)

v

2 le () || v (e) || + 21'\‘.(9(G+ Hv, v)
(les parenthéses dénotent le produit scalaire de X). Or, pour chaque t,

2Re (G, Hv,v) = 2Re (Gi/‘?'HGi/zv,v) +2Re (Gfé[Gfé,H]v,v) ;
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r ~1,//2

ou, comme LG+ JH] est anti-auto-adjoint

]

y
2Re(G+H)JV) 2(HGi/2v,Gi’2v) +

v

{

A
=

d'apres le lemme 2 et la positivité de H.

Par suite
v,z et v ) - o fe(e) [P

En intégrant de t a =, on en déduit

NS ‘ | o na
v =2 [ i)l Iv(e) fat+cr " flv(t) ] at
1 1,
On a une indgalité analogue sur [~-£,t] pour v_, et en ajoutant on obtiecnt
i ¢ ool )] SR
iv(t)il= < 2 [ ()il div(e)flat +c Do (e T at

- -£

En intégrant sur [-¢,c] on obtient aussitét, par 1'inégalité de Cauchy-

Schwarz
2 1/;) . " 2 /2
(1-20 )N JIv(DF a)™ s ac([lire)[Pat)¥
d'ou la proposition, avec & assez petit.

Démonstration du lemme 2 : Soit R(z)=(z1 ~G)_1 la résolvante de G.

/
C'est un opérateur borné pour Imz #0, et on a alors

IR(z)| < |imz|7?
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12

positif. On a

Soit z la racine carrée de z qui est positive sur le demi-axe réel

Gl/2 = lim f e 02 zl/2 i (z) daz
+ 10 r

ou ' est le contour FlljfBlJf;l sur la figure, Fl et T 1 sont des demi-

droites de pentes +1 et -1.

On a aussi [H,R(z)] = R(z)(G,H]R(z) , donc
IR 3 s J1ma |72 o6, 1]
et

.

1/2
H[H,Gj'/‘?}“ < C lim [ o@Rez 2|7/ |az |
+

ald “p |Imz|2

L'intégrale converge et on en déduit le résultat. La démonstration est
analogue pour [[H,Gi/z],Gi/z].
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