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VIII.1

B - THEOREME SUR LES TTERES D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES

3 1. NOTATIONS ET HYPOTHESES.

N . n = . .
On considere un ouvert ( borné de R~ tel que () soit une varidte
a bord analytique réelle.
Soit J€1u1 opérateur différenticl d'ordre 2, a coefficients ana-
‘)

lytiques sur Q . elliptique dans ), dégéncérant au bord. On fait 1'hyvpo-

these

(1.1) Aest un 1somor phisme de () sur lui-méme.

On suppose aussi qu'au voeisinage d'un point du bord 1'opérateur s'éerit

. : . o n
avec les coordonnées locales (x,y) ((x,y) ¢V voisinage de 0 dans F+,
y étant la variable normale) sous la forme

(1.2 A=D yD + £ b DY+ = ¢ D yD .
) y¥ 0 x YD

DR

On suppose, de plus, qu'il existe une constante C telle que, pour tout

u €B(V)

ot - 1o X | X vy
(1.3) iyl + = DTl =C Aulf
2 n 5 x L2 0om ‘ 2 n .
H(R) |a|<2 L (m+) L tm+)
9
Exemples : 1) On prend 0=disque unité de R°.
2 2
9
A -- 3 aa (1-1) 55 , iiz
i=1 9% i 38
en posant ( X, =r cos ©

r sin 6 .

o~
b
ol
il

¢ .. ey e T ~ . .
( )Les coefficients de et la variété ¢ peuvent é€tre. dans certains énonc.-
supposés seulement de classe Gevrey sur (. On laisse la vérification au

lecteur !



VIIL.2
2) On considere dans Q :

Jf: PN DBa cha+ PN 1“*. .
o] <1 % 1<k, jsn k. Ak’J

6=t
ou ¢ est une fonction analytique équivalente a la distance au

bord de Q, les fonctions aa sont analytiqucs dans () et veri-

fient : B
Re T a, & e >¢ 212 (c>0)
HEOER
et
09 29
Ak,J 3%y Dj axj k °

Notons que les champs de vecteurs Ak i sont tangents a a8Q.
b
On ne montre pas ici que les opérateurs dees exemples 1) et 2)

vérifient les hypothéses (1.1), (1.2) et (1.3) (Cf. travaux de Bolley et

Camus, a paraitre, [2] et [4]).

§ 2. REGULARITE.

Nous avons :

» ~ . . o) —
Théoreme 2.1 : Soient s un nombre réel =1 et u une fonction & sur w

vérifiant @

il existe L telle que, pour tout k€ N et tout aEannl, on ait

(2.1) HD;‘D,;AuHL2 < plaleet [(La];&;k)!]s .

(w)

Alors, pour tout compact K de w, il existe une constante M telle que

l'on ait, pour tout k€ N et tout aéﬁNn—l:

< ylolHert Lol 2i) 17
- k!

(2.2) Hni‘nl;u




VIIT.3
Voici deux coroilaires du théoreme 2.1.

(0) ot dﬁl cst analv:igue dans (3, alors u est aussi

{9

Corollaire 1 : Si u¢e€
Q

.

analytique dans

I1 suffit pour le vorr, de prendre . = I,

Corollaire 2 : Soit u#T(}). Les deux condition- survantes sont €qulva-

lentes

~s
-

a) u est analytique dans |

b) Il existe une crounsanie K telle gque I 0u a1t pour tour 1 €N

1+1 N
(211).

(2.3) A, <k
L7(Q)

En effet a) implique b) puisque Jfost un opérateur différentiel

d'ordre 2 a coefficients analytiques dans

Pour montrer gue h) implique a), ou note, comme dans [3 ]

\ oy (A
W(x,o) = £ it L:';'}L (<)
1=0 “h
et on remarque que l'oun a
(2.4) (1)‘i+JL‘)w(x..ﬂ = 0 dans O x J-f.+2[ .

C omme Df-+¢fest de la méme [orme que J%dans R » (3, on déduit de (2.4) et
du théoréme 2.1 avec s=1, lianalyticité de W, “onc de u(x) =W(x,0).

Remarque 2.1 : La méthode préccédente ne permef malheureusementi pas de ca-

ractériser les fonctions u € $(() et vérifiant

@

l# i, SRR (s rdel 1)
L

()
Nous utiliserons une méthode diffcrente (et plus compliquée) pour

le faire dans le paragraphe 3.



VIII.4

Esquisse de la démonstration du théoreme 2.1 :

(pour la démonstration complete voir [1])

1) Par une méthode d'ouverts emboftés (voir A, § 3), on démontre

d'abord :
(2.5) D% T ul 5 sM'a!+3 [(a]+2): 1"
LK)
pour toui,cxeﬁNn-l , ouT est 1'un des opérateurs différentiels d'ordre 2

suivants @

Di pour lu|=v2 , Dilgfy pour |u|= 1, Dyy‘Dy .

2) On démontre maintenant (par récurrence sur k) qu'il existe deux
n-1

constantes M1 et M2 vérifiant pour tout o € N et tout k € N :
8
(2.6) HD“DszuH 0 < Ml“l+1 Mg [(Ialg?k)IA )

La relation (2.2) résulte alors facilement de (2.6). Pour donner une idée

de la preuve de (2.6), on prend 1'écriture simplifide suivante de A :

)

(2.7) Ay Dy)' vu+IDiu (2 variables x et y, n=2).

B,

La relation (2.6) est vérifide avec des constantes M1 et M, pour

k=0, 1 et 2. On la suppose vérifide jusqu'a l'erdre k+ 1 et on démontre
qu'elle est aussi vérifiée pour k+ 2 (si Ml et M2 sont assez grandes indé-
pendamment de k). On applique,pour cela, l'opérateur DiD; a 1'équation

(2.7). On obtient :

o k+2
X Dy y

ull + 0% ¥ aul + b2 DX uf .

(2.8) D v

ulf = o o+



VITI.H

On utilise maintenant les deux indgalitds suivantes (inégalité-

de Hardy)
IDEoi*tull < g2 YDt vl
s 5 il D?Hz v uli (k=1)
HDOH?' DEL < ‘J.k2+l ! ic+2 D§+1 yu
On obtient alors a parvtire de (2.8)
o) R s a e g T )

On utilise maintenant 1'hypothése (2.1) et la relation (2.6)

vraie jusqu'a l'ordre k+ ! par hypothese de récurrence, il vient :

a k+2 ool k+2  (or2k+d) ! 10
HDXD yuli= MM, es2) x
2
M Oy By 2(Ke2) i+ 1) My 4(k+2)
G G 35— =W Skel
1 2 MS [(o+2k+1) ... (o+2k+1)] 2

9
P24

[1 suffit donc pour avoir { 1}<1! de supposer

5
A\
. 11 11
Mle , M25M , —:)'>Z et RXI__SZ .
M2 2

5 3,  TUDOREME DES i i... LE A

On introduit la notation

D vyD )P si k=2
(yt v p

el

' D
y y(

p M ¢
D y D S k = 2p+ 1 .
y y) '
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Pour tout k € N et tout p€éN on a

Rk R2p - Rk+2p

(3.1) Ry ) = BB = GIE

i
]

ou {%} est la partie entiere de %.

On a alors le théoreme suivant

Théoreme 3.1 : Soit s un nombre réel =1 . On se donne une fonction

u € ®(w) vérifiant la condition suivante : il existe une constantec

C telle que pour tout i ¢ N, on ait

(3.2) A ul| 5 S ci"l(zi:)s .
L (w)
Alors, pour tout compact K de w, il existe une constante M, véri-
fiant, pour ¢ € N% ! et tout k €N :
| 1 \
(3.3) N n (C R

Avant de donner une esquisse de la démonstration du thioreme 3.1,

donnvus-en quelques conséquences. Commengons par la

Définition 3.1 : On désigne par Os(a) 1'espace des fonctions

u.ESKE)fWGq(Q) et vérifiant la relation (3.3) sur toute carte locale

voisinage d'un point du bord de Q.
On a alors

Proposition 3.1 : 1) @S(a) est un Gs(a) module.

2) On a alors les inclusions

¢ () ca (@) c6, ()
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(en particulier al(ﬁ) = l'espace des fonctions analytiques sur 5).

On donne ici la démonstration de 2).

On commence par démontrer par récurrence sur k que 1l'on a

L Lk
(.4 Ax.v) = ——— ] e
(1.4) Rox Dy‘(xh‘) e Jo Ry ke O (x,t) at

ou en déduit (inégalité de Hardy)

24

C IRl Pogee)”

TN . .
= L°(K)

DoV
kv LBk

-

En réitérant (3.4), on trouve, pour tout aéﬁNnmlet tout k € N :

”k o <£__ ‘ ox
lDnyui. S “ng 1)Xu1

Si u vérifie (3.3), elle vérifie donc aussi la relation

s

koo ook (Jal+2k) T
|}DyDX ul o< (2M) =

ce qui démontre le 2) de la proposition.

Théoreme 3.2 :  Soit u,éi(Q). Les deux conditions suivantes sont équiva-

lentes :
a) uwea (Q)
b) Il existe une constante K telle que {'on ait, pour tout i €N :

1A u, < kitl(2i1)®
L7(0)

La démonstration de "a) implique b)" est laissée au lecteur.
Le fait que¢ "b) implique a)" résulte du théoreie 3.1. (Pour s=1, on re-

trouve le corollaire 2 du théoreme 2.1).
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Esquisse de la démonstration du théoreme 3.1 :

(La démonstration ddétaillée se trouve dans [1]).

1) On démontre d'abord la relation

(3.5) DT Atul , = Mlal+2+l(la|+2i+2)ls
x b
L°(K
pour tout i ¢ Net out aéan_l, ou T est 1'un des opérateurs Di pour
Iul= 2, Di)rDy pour ]u’= 1, Dy)rDy. On utilise pour cela une méthode

"d'ouverts emboités", (voir A).

2) On démontre maintenant qu'il existe deux constantes K, et K2 telles

1
que 1l'on ait, pour tout ocENn-l , tout k € N et tout i €N

(3.6) HDszAiuH y S Mi“'*zi” }vIl;[([oc[+k+2i)l]s )

L°(K)

La relation (3.3) résulte alors de (3.6).

Pour démontrer (3.6), on raisonne par récurrence sur k. La rela-
tion (3.5) montre que (3.G) est vraie pour k=0, 1 et 2 (avec un certain
choix de M1 et Mz). On suppose que (3.6) est vraie jusni'a l'ordre k+1, et
on la démontre pour k+2. On applique alors l'opérateur Dsz a 1'équation

(1.2), il vient :

(3.7) p*aty = p¥altl, . g p*b pPalu- ¢ R D%c DPAlu .
Rk+2x ka v IUIngkxux uIU'Slex [T ¢

On a besoin d'une "formule de Leibnitz" pour les opérateurs Rk :
Lemme 3.1 : ©Pour tout couple d'entiers m et k vérifiant
0 <m=<k |,

il existe un opérateur lifférentiel unique Pi de degré k-m et

a
. 0 - - - ©
ficients polyndmes en y, vérifiant pour tous f et g fonctions 2 sur

w 3
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k .
(3.8) R (f g) = z R (£) P (g) .

m=

En outre, si g est dans GS(E) , 11 existe une constante L ne dé-

pendant que de g telle que l'on ait, pour aGZNn_£ k, JEN (j=<k) ;

(3.9) 1P D2 g s plele g ey .

|-
L (w)

Pour achever la démonstration du théoreme 3.1, il suffit d'appli-
quer a (3.7) la formule de Leibnitz habituelle, ainsi que (3.8) et (3.9).

et d'utiliser (3.6), vraie par hypothése de récurrence jusqu'a 1'ordre k+1.
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