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VIII.1

B - THEORE0152 SUR LES ITERES D’OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES

§ 1. NOTATIONS ET HYPOTHESES.

0 n c o n s 1 d é r e u n &#x3E; u i; e i&#x3E; t fi b o r i&#x3E; é d e t ; 1 q i i iÙ t 1On considère un ouvert 2 borne de IR, tel que Q soit une variété

à bord analytique 
Soit opérateur différentiel d’ordre 2, à coefficients ana-

lytiques sur 11 , elljpt!quo dans dégénérant t a 11 bord. 0 Il fait 1 ’ h yT p &#x3E; -
thèse : :

(1.1) un isomorphisme de sur lui-même. *

On suppose aussi qu’au voisinage dtun point du bord l’opérateur s’écrit

avec les coordonnées locales (x,y) ((x,y) 17V voisin.age de 0 dans ,
+

y 
- étant la variable normale) sous la forme &#x3E;

On suppose , de plus, qu’il existe une constante C telle que , pour tout

. 

.

2

Exemples : : 1 prend (J = disque unité de 

en posant

coefficients de 1.-fC’t la variftp r: peuvent dans certains ( coefficients de la variété f peuvent être. dans certains 

supposes seulement de classe Gevrey sur Q. On laisse la vérification au

lecteur ! 1
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2) On considère dans Q :

ou (p est une fonction analytique équivalente à la distance au

bord de Q, les fonctions a sont analytiques dans Q et véri-
fî?nt : : 

et

Notons que les champs due vecteurs ^ aJ . sont tan.gents à 00 ft
J

On ne montre pas ici que les opérateurs Ades exemples 1) et 2)
vérifient les hypothèses (1. 1), (1.2) et (1.3) (Cf . travaux q1,

Camus, à paraître, [2j et [4]).

§ 2 . REGULARITE.

Nous avons : i

Théorème 2. 1. : Soient s un nombre réel &#x3E; 1 et u une fonction C,m sur (ju

vérifiant :

1 il existe L telle que, pour tout et tout a (EN , on ait

Alors, pour tout compact K de w, il existe une constante M telle que

l ’ on ait, p our tout k e -N et tout oc E Nn - 1 : *.
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Vo 1 c 1 x c c~u cÿ 0 1 , z

1 : Si u 1 (2, alors U est aussj

analytique dans G.

1 1 1,, pour r 1(, à e P ; =; 1 ,

1 ~ Soit , u 0.~(;2)4f deux équi va -
lentes t 

’

a 1.1 est 
j 

.

b) Il . u n e i p , !’ 
’ 

i ait i pou B’ J. 1 Ç K ,

En effet a) implique b) puisque le un opérateur différentiel

d ordre 2 à dans 1

Pour montrer que h) implique a , on note, Î comme [3 J

et on remarque que l’on a

C oinme D 2 + , on (1 i.. de 2. et1e la môme forme que R de (2.4) et
du théorème 2.1 avec s:: 1 , 

" 

de W, = W(x, 0).

Remarque 2.1 a La méthode ne perm pt malhpureusement pas due cas

iact,N&#x3E;.iser les fonctions li et, vérifIant; 7

Nous utiliserons une méthode différente (et plu» compliquée) Polir
le faire dans le paragraphe 3,,
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Esquisse de la démonstration du théorème 2.1 : :

(pour la démonstration complète voir [1])
1 ) Par une méthode d’ouverts emboîtes (voir A, § 3), on démontre

d’abord :

pour tout où T est l’un des opérateurs différentiels d’ orâre 2

suivants : : 
p

2) On démontre maintenant (par récurrence sur k) qu’i.1 existe deux

constantes M 1 et M2 vérifiant pour tout OCEE n-1 et tout k E IN :

La relation (2.2) résulte alors facilement de (2.6). Pour donner une idée

de la preuve de (2.6), on prend l’écriture simplifiée suivante de A : :
,

(2 variables x et y, n= 2).

La relation (2.6) est vérifiée avec des constantes M 1 et M2 pour
1,= 0, 1 et 2. On la suppose vérifiée jusqu’à l’ordre k + 1 et on démontre

qu’elle est aussi vérifiée pour k+2 (si Ml et M sont assez grandes indé-
pendamment de k). On applique,pour cela, l’opérateur à l’équation

x y
(2.7). On obtient : t
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On utilise maintenant les deux inégalités suivantes (inégalités
de Hardy) : :

On. obtient alors à partir de (2..8)

On utilise maintenant l’hypothèse t) et la relation (2.6)
vraie jusqu’à l’ordre k + 1 par hypothèse de récurrence, il vl’Lent :

Il suffit donc pour avoir f 1 ~ 1 (fp svpi&#x3E;&#x3E;xer

~ 3. DES Î - LE a le .

On introduit 1~~ notation :
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Pour tout k E:N et tout on a

où 1)1 est la partie entière de § .

On a alors le théorème suivant j 
’

Théorème 3.1 : : Soit s un nombre réel » 1 . On se donne une fonction

u vérifiant la condition suivante : il existe une 

C telle que pour tout on ait

Alors, a pour tout compact K de w, il existe une constante M, véri-

fiant, pour et tout k E 19 :

Avant de donner une esquisse de la démonstration du théorème 3.1;,

donn,;.i.s-en quelques conséquences. Commençons par la

Définition 3.1 : On désigne par l’espace des fonctions

et vérifiant la relation (3.3) sur toute carte locale

voisinage d’un point du bord de 0.

On a alors

Proposition 3.1 : 1 ) a s (0) est un G s (0) module.

1 2) On a alors les inclusions



VIII.7

particulier 2(R) = l’espace (les analytiques sur ’(2).

On. donne ici dmonstrat10n de 2).
()n commence par démontrer par rpcnrrence sur k que :

ou on déduit (inégalité de ilardy) :

En , on t,rou%re , our tout et tout :

Si u vérifie elle vérifie donc aussi la relation.

ce qui démontre le 2) de la proposition.

Théorème 3.2 : Soit * Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

j 
~ a) 

1 
b) II existe une constante K telle que ait. pour tout i :

La démonstration de "a) implique b)" est laissée au lecteur.

Le fait "b) implique a)" rô su 1 te du théorè11.e 3.1. (Pour s = 1, on re-

trouve le corollaire 2 du tlléorème 2. 1) .
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Esquisse de la d’émons-tratîon cu tli’éorème 3.1 : :

(La démonstration détaillée se trouve dans [lJ).
1) On démontre d’abord la relation

pour tout 1 E N et out où T est l’un des opérateurs Dfl pourp 
x

= 2 , D’ y D = 1, D y D . Un utilise pour ce la une méthode
x Y Y Y #

"d’ouverts emboîtés", (voir A).

2) On démontre maintenant 
i 
qu’il existe deux constantes KI et K2 telles

que l’ on ait, pour tout a E , tout kEN et tout i E N

La relation (3.3) résulte alors de (3.6).

Pour démontrer (3.6), on raisonne par récurrence sur k. La rela-

tion (3.5) montre que (3.6) est vraie pour k = 0, 1 et 2 (avec un certain
choix de M 1 et M2). On suppose que (3.6) est vraie jus .-t’à l’ordre k+1, et

on la démontre pour k+2. On applique alors l’opérateur D oc à l’équation
x K

(1.2), il vient : 1

On a besoin "formule de Leibnitz" pour les opérateurs R. :

Lemme 3.1 : Pour tout couple d’entiers m et k vérifiant
1

il existe un opérateur 1ifférentiel unique Pk de degré k-m et à coef-
m

ficients polynômes en y, vérifiant pour tous f et g fonctions 1,1" ’0 sur
.
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En outre , si g est dans G8(w) , il existe une constante L ne 

pendant que de g telle que l’ on ait, pour (j :9 k) ;
1

Pour achever la démonstration du théorème 3.1B il suffit d’applj-

quer à (3.7) la formule de Leibnitz habituelle, ainsi que (3.8) et (3.9),
et d’utiliser (3.6), vraie par hypothèse de récurrence jusqu~à l’ordre k+1.
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