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19-01

THÉORÈMES FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE DES FAISCEAUX

H. CARTAN,(Exposé de H. CARTAN, 4.6.1951)

Séminaire H. 

E.N.S., t950/51 . Topologie algébrique a

1.- Un lemme sur les faisceaux homotopiquement fins. 0

Lemme : Soit f un homomorphisme d’un faisceau F sur un faisceau F’ ,
et soit G un faisceau (avec cobord) homotopiquemont fin. Alors l’image M de

l’homoinorphisme défini par f ?

est homologiquement équivalente à 03A6 (F’ 0 G) , i.e.: 3.’ homomorphisme des

modules de cohomologie

est un isomorphisme sur. (~~. ~3. ~ comparer au théorème de ~~ page 15-04).

Démonstration : on montre que si (F’  G) et ~ M , alors ce

a la forme fj + ~ y ~ avec o G) . Or la démonstrations du

théorème de 15, 7, prouve que, pour tout 03B1 de  G) , l’élément

03B1 + 03B4k03B1 + k03B403B1 ( où k désigne l’ endomorphisme ’qui intervient dans la
définition de "homotopiquement fin") appartient à l’image M de G)
dans 0 G) . 0 Cela étant; si 03B4 03B1~ M 9 alors . k03B403B1 = 03B2~ M ; il suffit

alors de prendre  = k 03B1 pour obtenir le résultat annoncé.

2.- Premier théorème fondamental.

Théorème 1. - Soit, sur un espace , un faisceau F gradué (à degrés
0 ou  0 ) avec cobord de degré +1 , et soit C un faisceau 03A6-fonda-

mental de l’espace X (Exp. 17, paragraphe 1 ) o Considérons l’ homomorphisme de

faisceaux F .~..~. C ~ F défini par K ..~ C (K désignant, comme touj ours,
le faisceau simple défini par l’anneau de base 9 F est identifié à K 0 F ) .
Pour que l’homomorphisme correspondant

. 

soit un isomorphisme sur, il suffit que, pour tout entier p y x 9 le module

F) , muni de la graduation et du cobord définis par F ~ ait une coho-

mologie nulle. En particulier, il suffit pour tout p.~ 1 .

(Le lecteur comparera aux théorèmes 1’ et 1 bis de l’exposé 11).



Démonstration ~ considérons, sur le module r~(C 0 F) = A , la filtration
décroissante définie par la graduation de F ~ 

Elle donne naissance à une suite spectrale, pour laquelle le terme E est

~o ~ ~2014 ~ ~a~ muni du cobord défini par le cobord de C . Alorso 

E. = ~_ F ) muni du cobord défini par le cobord de F.
. 

~

Si l’hypothèse du théorème est vérifiée, E. se réduit à ~ H~B(~ Fq) =
A. 

_ 
q 

°"

== ’~(F) ~ muni du cobord de F. Alors E~ est H( ~~(F)) ~ et toutes les
différentielles c~ ~ ~o ~ ... o de la suite spectrale sont nulles. Comme connue
ceci suffit à établir que (l) est un isomorphisme sur.

3’" Conditions suffisantes pour que le théorème 1 soit applicable.

Il suffit que F soit ce qui arrivera notamment si F est

fin. En effet, si F est ~-injectif~ on sait(17, paragraphe î) que

H~(~ ~ F) = 0 pour tout p  t .

Il suffit aussi que F soit homotopiquement fin. En effet, soit,dans le

faisceau -fondamental C ~ Z le sous-faisceau des cocycles de dimension
P ? on a lemme du paragraphe 3)

mais, en vertu du lemme ci-dessus (paragraphe ~~9 le second membre a une cohomo-
logie nulle si F est homotopiquemont fin j donc Hp03A6(X, F) , muni du cobord

- défini par le cobord de F 9 a une cohomologie nulle, quel que soit l’entier
p 3- î . Donc le théorème 1 est applicable 0 Ainsi :

Corollaire du théorème 1 : lorsque F est un faisceau (gradué , avec cobord)
homptopiQuement fin l’homomorphisme

est un C désigne un faisceau ~-fondamental quelconque.
4.- Deuxième théorème fondamental.

Théorème 2.- Soit C un faisceau 03A6-fondamental de l’espace et

soit F un faisceau gradue avec cobord de degré +1 . Supposons vérifiée l’une
au moins des deux conditions suivantes s



(a) les degrés de C sont bornés supérieurement ~
(b) les degrés de F sont bornés inflérieurement.

Alors la filtration décroissante de C’ F) , définie par la graduation de
C , définit sur H( 0F)) une filtration, et le module gradué associé est
le terme E~ d’une suite spectrale dont le terme Eg est t H~(~~ Hq(F» .

, 

Démonstration $ la filtration, sur 0 F) , est définie par les sous-
modules 

~~

J~~~

Elle donne naissance à une suite spectrale, pour laquelle le terme E est

]EI ~d~-D ~ ~a~ muni du cobord défini par le cobord de F. Considérons la

suite exacte 0 2014~ Z(F) 2014~. F 2014~ B(F) 2014~ 0 ~ puisque C est 

tif et sans torsion, la suite

est exacte. Donc, pour l’opérateur cobord de F 9 le faisceau des cocycles de
à ~;j Z(F) ) 9 et le faisceau des cobords à

r’;(C ~~ B(F~) ) , Mais la suité

est exacte, touj ours parce que C est 03A6-injectif et sans torsion. Donc le
faisceau quotient de 0 Z(F)) par ~~~. ~C o B(F)) s’identifie à

qui est donc canoniquement identifié au faisceau de cohomologie
0 F) pour l’opérateur cobord de F . Ceci prouve que

l’opérateur différentiel de E 1 étant défini par le cobord de C . Il en

résulte que E., - ~ Hq ( F ) ) .

Pour achever la démonstration du théorème, il suffit d’observer que l’hypo-
thèse (a) ou (b) permet de conclure que le terme E 00 de la suite spectrale est
bien le module gradué associé au module o F) ) 9 filtré comme il a été
dit. 

°

Ças d’application du théorème : la condition (b) est remplie quand la graduation.
de F est positive ; - la condition (a) est remplie quand l’espace est de
~~ ~-dimension finie; plus exactement 9 s’il en est ainsi, on peut choisir un

faisceau -;(,?-fondamental C de dimension finie (d’après 1’~ 9 , paragraphe ~
théorème 2).



5. - Troisième théorème f ondamental, 0

On l’obtient par simple confrontation des théorèmes 1’ et z ~

Théorème 3.- Soit, sur l’espace ~’~.: 9 un faisceau gradué F avec cobord

de degré +1 , et soit donnée une "famille ~~ " d’ensembles fermés. paracompacts.

Supposons vérifiées les conditions suivantes :

( 1) F) , muni de l’opérateur cobord défini par le cobord de F y
a une cohomologie nulle pour tout entier p ~, t ;

(2) l’espace ,~~ est de dimension finie, ou les degrés de F sont bornés

inférieurement 9
alors il existe une suite spectrale, dont le terme E2 est

et dont le terme E~ est le module gradué associé au module conve-

nablemont filtrée

(La condition (1) est vérifiée notamment lorsque F est homotopiquement
fin, ou lorsque F est 

Corollaire du théorème 3 : soit A une carapace ( graduée, avec cobord de
degré +1 ) ~ -complète et homotopiquement fine. Si l’une au moins des conditions

suivantes est vérifiée :

(a) l’aspace X est de dimenaion finie ;
(b) les degrés de A sont bornés inférieurement9

alors il existe une suite spectrale dont le terme Ez est

et dont le terme E est le module gradué associé au module convena-

blement filtré, 

(Démonstration : il suffit de considérer le faisceau F = ;~~ , ~A~ , et de

remarquer que ~’~ ~F~ : A puisque A est supposée ~’~ 
Le théorème 3 et son corollaire sont fondamentaux s le corollaire’ par

exemple, exprime des relations précises entre la cohomologie du module 
pris globalement, et les propriétés locales du faisceau. de cohomologie 

’

H~ ~ ~A~ ~ 9 en faisant intervenir la ~ -cohomologie de l’espace X relative-
ment à ce faisceau de coefficients.

° 

Voici quelques conséquences du théorème 3 :



Théorème 4.- Soient, sur l’espace , deux faisceaux gradués F et F’,
avec cobord de degré +1 ; p et soit f ~ F ~ F’ un homomorphisne de faisceaux,

compatible avec graduation et cobord. o Si l’homomorphisme des faisceaux de coho-

mologie H(F) ~. H(F’) , défini f ~ est un isomorphisme sur, et si les

conditions (1) et (2) du théorème 3 sont satisfaites’ (par F et par F’) ,
alors l’homomorphisme

est aussi un isomorphisme sur.

(Ce théorème, dû substantiellement à LERAY, ne figurait dans l’exposé 16

de 1948-49 que dans des cas particuliers).

Démonstration : soit C un faisceau 1)-fondamental ; f définit un homo-

morphisme 0F) ~~. ~ :~ F’ ) 9 compatible avec toutes les structures,
et on particulier avec la structure filtrée définie par la graduation de C .

Il en résulte un homomorphisme de la suite spectrale de F) dans celle

de or, pour les termes E~ de ces suites spectrales, l’homomor-

phisme

est un isomorphisme sur, d’après l’hypothèse faite. Donc l’homomorphisme des
termes E est aussi un isomorphisme sur, ce qui implique, par un raisonnement
connue que F) ~ H( FI » est aussi un isomorphisme sur,

Compte tenu du théorème 19 et de compatibilités évidentes, on trouve que (2)
est un isomorphisme sur. .

Corollaire du théorème 4 ô soient A et A’ deux carapaces 03A6-complètes
et homotopiquement fines. Supposons que l’espace ~~, soit de ‘’’ --dimension. finie,
2Y que les degrés de A et A’ soient bornés inférieurement. Alors, si on a

un homomorphi sme de carapaces A ...~ A’ , compatible avec graduation et cobord,
et si 1 ~ homomorphisme H( y (A) ) ---~ définit est un isomorphisme

alors ..~, est aussi un isomorphisme sur.

Théorème 5.- Soit 9 sur un faisceau gradué F , avec cobord
de degré +1 . Supposons que :

( 1) F soit homotopiquement fin ;
(2) l’ espace ,~; soit de  -dimension finie, ou que les degrés de F .

soient bornés inférieurement ;
alors, si Hq(F) est nul pour tout q sauf peut-être pour une valeur q = k ,
on a un isomorphisme canonique



Démonstration : le théorème 3 est applicable. En outre, les différentielles

~ ~ ~ ~ ... de la suite spectrale du théorème 2 sont nulles, pour des rai-

sons de degré, puisque Hq(F) = 0 pour q ~ k . On sait que, dans ce cas, la
suite spectrale définit un isomorphisme canonique du terme E2 sur la cohomo-

logie du module filtré que l’on étudie, - ici sur H( 0 F) ) ~~ ,,(F) ) ,
D’où le résultat. 

~ 
’

Corollaire du théorème n une carapace 03A6-complète et homotopi-
quement fine. Supposons que l’ espa ce soit do ~~:- -dimension finie, ou que
les degrés de A soient bornés inférieurement. Alors, si le faisceau de

cohomologie pour tout q ~ k , on a un isomorphisme canonique

6. - Quelques compatibilités.

L’isomorphisme du corollaire du théorème 5 est un cas particulier d’un

homomorphisme qui est défini sous des hypothèses plus générales.

Soit, sur l’espace ~~~ 9 une carapace graduée A avec cobord (de degré +1~9
dont les supports soient dans la famille °~~ . Nous supposerons constamment que
l’ espaae est de 03A6-dimension finie, ou que les degrés de A sont bornés

inférieurement. On va, en supposant remplie la condition ci-dessous

(où k désigne un entier) , définir un homomorphisme

La condition est la suivante :

Tout d’abord, posons j (A) = F . L’homomorphisme A ~ F. (F) définit
un homomorphisme A ~ t 03A6(C  F) (C désignant un faisceau 03A6-fondamen-
tal). Pour définir (3)p il suffira donc de définir un homomorphisme

Introduisons les sous-faisceaux F~, et F2 de F que voici : F~ est

somme directe des sous-faisceaux homogènes de degrés ~. k ~ et du sous-faisceau



des cocycles de degré k ~ F~ est somme directe des sous-faisceaux homogènes
de degré  k et du faisceau des cobords de degré k. On a des isomorphismes

naturels

On en déduit

ot, en précisant les degrés,

Si la condition est vérifiée, alors H(Fl) ...~: H(F) est un isomor-

phisme sur, donc (théorème 4) ~~r est un isomorphisme sur ; on obtient donc un

homomorphisme H~( ~(C o F)) -2014~ Hk F qui, précédé de

fX : HP+k(A) -.~~. HP+k( 0 F )) ~ donne l’homomorphisme (3) que l’on voulait
définir.

Si en outre = 0 pour q  k , alors -..~ H(F~/F~) est aussi

un isomorphisme sur, donc Y est un isomorphisme sur ; et si enfin A est une

carapace 4)-complète et homotopiquement ~~c’. est un isomorphisme sur

(théorème l’) , On est alors dans les hypothèses du corollaire du théorème 5’, et

(3) est un isomorphisme sur ; on laisse au lecteur le soin de vérifier que

c’est bien l’isomorphisme obtenu, dans le corollaire du théorème 5, à partir de

la suite spectrale.

Théorème 6.- L’homomorphisme (3) est fonctoriel. D’une façon précise : si

A et A’ sont 2 carapaces (sur le même espace ~~~ ) satisfaisant aux conditions

posées une fois pour toutes (au début de ce numéro 6) et à la condition (C ) 9
et si l’on a un homomorphisme de carapaces A’ ,,~..,. A 9 alors le diagramme
suivant est commutatif :

(où les homomorphismes horizontaux sont ceux du type (3) qu’on vient de définir
et ou le 2e homomorphisme vertical provient de l’homomorphisme de faisceaux

? ( A ) .~ ~,~~ (A’) défini par A --~ A’ ) , .

La démonstration est immédiate, en décomposant l’homomorphisme (3) en les

homomorphismes :~. 9 ;~ 9 J qui ont servi à le définir.



Avant de donner un autre théorèmo de compatibilité, nous allons préciser
la notion de sous-carapace et de carapace-Quotient. Etant donnée une carapace

A , appelons sous-carapace un sous-module A’ jouissant de la propriété sui-

vante : si un élément 03B1 ~ A est tel que, pour tout point x 9 son image

~x ~~’ ~ ~ A x soit dans alors ~ appartient à ~’~’ o S’il en est ainsi,

appelons A" le module-quotient A/A’ , posons Ai = et définissons

les homomorphismes AU .~. A" x par passage aux quotients à partir de A .-~. Ax 9
ceci définit A" comme précarapace, et on vérifie que c’est une véritable

carapace. On l’appelle la carapace quotient de A par la sous-carapace A’ .

Alors le faisceau r~ s’identifie au quotient y (A~/ J ~A’ ~ ~

Théorème 7. - Soit donnée une suite exacte de carapaces

~i, e, ô 1~’ est sous-carapace de A ~ et An est la carapace-quotient de A

par A’ ) . Supposons on outro que, F’ , F et F" désignant les faisceaux

~~~ ~y ) ~ et suite .

soit exacte, et que A’ y A et A" aient leurs supports dans ’~ et satis-

fassent à la condition (C~) (moyennant laquelle il suffira que HT" (F") soit

nul, pour que la suite (4) soit exacte). Alors le diagramme suivant est commu-
tatif

où les homomorphismes verticaux sont ceux du type (3) , où la première ligne
désigne la suite exacte de cohomologie définie par 0 2014~ A’ -+ A .~. ~~" ...~,. 0 9
et où la deuxième ligne désigne la suite exacte de 03A6-cohomologie de l’espace
’y 9 relative à la suite exacte de faisceaux de coefficients (4) .

Démonstration :: les 2 premiers carrés du diagramme sont commutatifs, en

vertu du théorème 6 . Reste à montrer la commutativité du dernier carré. Or,
avec les notations des pagos 6-7; $ on a des homomorphismes de suites exactes
(de faisceaux)



on en déduit aussitôt la commutativité du diagramme ̂

et ceci établit le théorème.

Le théorème s’applique notamment quand on a une carapace ~~ , à supports

dans :~: (et à degrés bornés inférieurement si l’espace n’est pas de ~~j -dimen-
sion finie) , et que A’ est la sous-carapace dos éléments de A dont le sup-

port est contenu dans un sous-espace ouvert de supposant en

outre que A satisfait à la condition {C k )9 il on sera do même do A’ et de ’

A" = et la suite (4) sera exacte. Dans ce cas, la ligne inférieure du

diagramme du théorème 7 s’interprète: c’est la suite exacte de 03A6-cohomologie
relative au sous-espace ouvert ~/ et à son complémentaire fermé ’~’~;,’’ , pour
le faisceau de coefficients sur l’espace ’r ’ *

Supposons en outre que Hq(F) = 0 pour q ~ k (on pose toujours
F = (A)) , et que la carapace A (à supports dans 03A6 ) soit 03A6-complète et
homotopiquement fine ; alors A’ est ~~~.~’ -complète et homotopiquement 
(on note la famille des ensembles de cb contenus dans r~;’ ~ . Cela étant,
dans le diagramme commutatif

où les suites horizontales sont exactes, deux sur trois des homomorphismes
verticaux sont des isomorphismes sur ; il en résulte ("lemme des cinq") que les
autres sont aussi des isomorphismes sur. En résumé : .

Corollaire du théorème 7 ? a lorsque à supports dans c~ , satisfait aux
conditions du corollaire du théorème 5, la suite exacte de 03A6-cohomologie rela-
tive à un sous-espace ouvert -1) et à son complémentaire fermé y~,’~ 9 pour le
faisceau de ooefficients s’identifie à la suite exacte de cohomo-

logie définie par le module A 9 son sous-module A’ et le module-quotient A"

(A’ désignant le sous-module des éléments de A dont le support est dans
l’ouvert .~1~; ) .


