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Séminaire He CARTAN 9-32
E.N.S., 1957/58

Supplément & 1'sxposé 9

CARLCTERISATION DE L'ESPACE DES SPITZENFORMEN

par Ichiro SATAKE

On se propose de donner ici une démonstration du lemme utilisé dans 1'
(p 9-07). On fera usage de notations et de résultats g
ment les exposés 12, 14 et 16,

exposé 9
exposés suivants, noteme

Soit ' un groupe commensurable sau groupe modulaire ; nous avons défini un
produit scalaeire de f , g e@e@‘_g Koo P ) par

1 1
(1) <f,gy = g <p(¥) o £(2) r(Y?) o g(z) » 4z
i r'\"‘-_,l",1
= Tr(g(2)* o F(Y) o0 £(2)) dz

V' \S
ou l'adjoint * est défini par rapport aux produits scalaires adaptés de F et de
FF , et dZ = det(¥)™ ™ 4X aY est la mesure invariante de S, 3 de méme, nous
avons défini les normes de fe "JGr,( Moy p ) par

1 1
(2) el , = (S Hf(Yz) o £(z) ||P az)P (L<p <o)
s Fo 1
m oL
) el o = N (e o £(2) |l
et posé
(4) %f‘(r‘}?):{f;fé%r,(ﬁyf),“fur,,p<b} (1 <p g o)

En outre on désigne par 'E}lr’(}* , P) 1'espace des "Spitzenformen" d'espece (p , ¢ )
pour ™'

I1 est trivial de %{,?_O, c_‘“‘é@?_, C”gf%_, (:3613_' est une fonction croissante de p) ;
on sait d'ailleurs que
~ o
(5) §{psplc % (kyp)

gt que 1'égalité a lieu si K, = 0 (Exposé 7, n°® 3, corollaire 1 au théoréme 1 et
théoréme 2 3 ce résultat démontré pour T'= [ s'étend facilement au cas de [~

général)e On se propose maintenant de démontrer le théoréme suivant ¢
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THEOREME 1o = Soit O £p < -4 Si Pa, >2n,ona
P -
(6) %rﬁﬁ,f) = S‘_,(FQP) H

s Puy,<=n gbtsi o est de dimension !, -’E?Gf,(lu » ) est 1c sous-espace de

%r,( Wy p) formé des £ telles que
|

(7) @gm -1, 3 f=0 pour tout A
n

. . R n ~
(il revient au méme de dire que thp ocn-n-l (£|M) = 0 pour toute Me " 3 on notera

d'ailleurs que cette condition n'a pas de sens lorsque

&n

P, < n). Pour la notation
T voir Exposé 14.

“IEMONSTRATION, =~ D'abord on va considérer le cas du groupe modulaire. Soit

£6%6(p, p) 5 pour que £ appartisnne & %o (n, ¢) , il faut et 11 suffit que
l'intégrale figurant dans (2) soit convergente dans un voisinage U de chaque

. vk N . 3 .
point x de N\, (puisque ceci est compact }), i.es que

1
§ Hp) o 2@ |IP a2 < o 5
UN O\
n
ceci équivaut a
L
g HV(YZ) o £(2)||? a2 < o ,
Wt na,

* -
ou encore, en prenant X = ‘rrr(ZO) » 2, € Q-r ,

1
(8) S H?(YZ) o £(2)|IP a2 2 o0
() (U, k)

2, 2y,
4, 2

4l > Ko Ur étant un voisinage

ol V(n) (Ur s K) désigne l'ensemble des Z L, telles que 2 =(t =X + iY

Y=twm, L= {d, %ij) avee 2, €U, , d
de 2 dans Dr o (Cf. exposé 12).

I1 est clair que, pour Ur borné et pour K suffisamment grand, V(n) (Ur , K)
gst un produit direct d'un ensemble borné dans l'espace de (X , W , Dl) et
de l'ensemnble
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(9) Q) = {(dpy » vy d) 5d;<ud  (rrleicnd), d, >K} .
D'autre part, on a
n
_ 7 g-i-l
Z=a & JI a7 daq,,

o d&X , d¥ , d d; sont des mesures suclidienness

Ceci dit, démontrons la premidre partiec du théoréme. Soient px_=2n ,
o n 3
fe %E( e ) et supposons que £, f = f,.; ne soit pas identiquement nulle.

Si 1l'on poss

A
7 =1t 1 12 . = + 1
- 212 3, s P T X TVt

on a

L ;
1965 o2 @) 2 1) o £@) ]

1
e o (£2) = £, @I

~CoJ,
on voit facilement que ||£(2) - fn—l(zl) H <ec e 2B 4ans V(n)(Un_'1 » K)

(eXpOSé 4" n° 4’ propOSition 2) et que
%n
1

> c,/2 Tr(Y) v
14 1< oy 6 2 dot (1)

(exposé 6, n° 1, lemme 1), avec ¢, , ¢, , c; > 0, d'ol il résulte que

1
e o (£2) - £, (N |l

st borné dans V(n)(Un_1 s K) ; par conséquent, on a

1
Hr(YZ) o f, () |IPaz < o

5V(n)(U K)

n-1?

Mais, comme fn—l(Zl) e Hom(F.(n_l) , FF(n_l)) , on =z

n

1
|]\>(f‘) N () F Tr(f, (21)* o p(Y) o £ 1(2))

te(s (2,9 o o) o (P oM 0By L (2)).
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“n

. (n)
Z e
q1:11 est z ¢, 4 dans V (Un-l s K) pour z e Qn—l telle que £ ; (Zo) #0,
ou ¢, €st un. cornstuntc positive. Done 1o convorgence ds 1'intdsralc ci-dcssus
entraine que
oo Xn

ce qul est une contradiction pour PX, >2n « Ainsi pour Px,Z 2n ,

fe %g(r ’ f) entraine f ¢ S’r(r ’ f) . (La réciproque est déja connue).

Passons & la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme. Supposons p X, 4 2n
et dim ¢ =1 ; soit fe (vé@l:—(\i, ?) et supposons que @2 £f=£ ne soit pas
identiquement nulle. Si fr(Zo) #0, 2 €S, on peut prendre U_, K tels
que

He@) |l 2 € dens v(n)(ur , K) 3

alors il est clair que la convergence de 1l'intégrale (8) entraine la convergence de

g ¥Iog, a 4,
r
‘o Xn e Xn © #n do "
_ dP"Q“"'I"'Q dp'—2'----r--3 . p-sz--n Clpz----rr-l
= r+1 I‘+2 ose . d: 1 n
K ntd o N 4
T+1 n dn2 na 4

d'olu 1l'on déduit

o 1(1 -
i(p.._zn-n)+-l-T__ll D <o (l€ign-=-r),

.6
r>p<>(n-'n—l .

Réciproquement, il est facile ' de voir que, si r > pX, =—n - 1, 1ltintégrale
(8) est toujours convergente ; il nous reste & arfirmer la convergence de celle-la

pour O<€r<p X, =0 - 1, sous 1l'hypoth&se que <P gtx f = 0 . Supposons

—~Nel
n

donc pohy, > T, {ygox -1 f = 0 ; alors, par le raisonnement de la démonstration
n

de la proposition 2 de l'exposé 4, on constate facilement ~ue

"C-2(d1 + ese + dpo(n__n)

He@) [l € ey e dans Q_

de sorte que 1l'intégrale (8) pour z € g'r (Ogrs px =1 - 1) est majjorée par
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Pog,n
-c, 2 d Xn
2 i=r+l 1 n pp—-i-t
& T, 4 dd
®,® 1 '
r

dont on voit immédiatement la convergence. La démonstration du théoreme 1, dans
la cas du groupe modulaire, est donc achevée,

Soit maintenant V' un groups commensurable & [~ » 6t soient
k
™ =0nr' = "
(10) AR R i\___JlrMi .
Comme on 1'a fait dans la démonstration du théoréme 3 de l'exposé 16, on peut faire
correspondre, d'une fagon canonique, & f' e %6 ( Mo f) une forme fe 46 (r P)
ou p est un multiplicateur de I "1ndu1t" par un multiplicateur ! de v’

(plus précisément,,par la restriction de r & T"”et par la décomposition (10)) ;
f est définie par

4

k
(11) £(2) : a= (ai) - E_ (£ IMi)(Z) 8y

oh a, eF (1=1<k).
i .
1
Soient f' , g!' e ﬂr »p ) et solent f , g les éléments correspondante de

94, <P’ f) ; alors on a

1
(12) q»(i‘) 22) , p(F) e@)> = Tr(e@) 0 p(D) o £(2))

=P A

Tr((g' M) (2)* o p(¥) o (£1]4,)(2))

Tr(g(M z)* , f(Y Z) ° f(M z))

1
=}i: <l gz) £ (mz),[a(flz) g (M2) >,

d'ou, en désignant par F un domaine fondamental de [~ , on déduit

<f!g>,_ <f(Y§)0f(Z),f(Yd)og(Z)>dZ

F

SF}I-_q(Y‘ Z)of(MZ),f(Yf,IZ)og(MZ)>dZ

2\”5 r(Y?> o £1(2) ,f(f) og'(2) 7 az

=< ,g >ru!
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parce que \3{ M;F est un domaine fondamental ds I ; ce dernier étant visiblement
dgal & [Msr)<sr, g')r. s on obtient la relation suivante

(13) <f,e> =0rsrlce, g, .

Or, d'aprés (12), on a

1 .
1p2) o 2@ IR = Iy z) o 102 17

. L
llp(yz) o 12y || = 1) o 22) Il = = lIPT ) o ) |
. 1

P .
On en conclt;t qus £ &%r'(fi ) P ) si et seulement si fe ?f@f(rx , F) 3 on effet,
si ! é%r,(r', r) y ON 2

1
1) o 2@ P < o
\fMiF

et par suite

1
p
Zi: g Hf(Yﬁiz) o £ (MiZ) H <. 0 ’
‘F
a' ot (inégalité de Minkowski)

1
| 4P s P o

ieee £ e‘é’@ff(r\, F) 3 réciproquement, si fe ’Ki(r{k, f) y O &

1
gF HrwﬁiZ) 0 £104,2) |IP < oo

pour chaque i , d'ol

1
j Hf(YZ) o £1(2) P2 o ,
Y MF

donc f' e “SCI‘,’,( ‘l', f) » (nous avons supposé p < o ; mais la conclusion ci-dessus
est évidemment vraie pour p = o aussi).
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D'autre part, il est clair, d'aprés (12), qus f' est une Spitzenform pour '
si et seulement si f est une Spitzenform pour © ; plus généralement, on a
i’?,’;\ f' = 0 pour tout A si et seulement si {:’; £f =0, 0n a ainsi réduit
la démonstration du théoréms 1 au cas du groupe modulaire, cc qui achéve la
démonstration.




