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’ 4 LY
DETORMATIONS REGULIERES

par Adrien DOUADY
Dans tout cet exposé, B sera une v-riété C% (resp. Re-analytigue, resp.
~
Agfanalytique) et m: V - B désignera une veriété mixte propre ; b, sera

. -1 . . .
un point de B ; VO =n (bo) sera donc une variété C-anz2lytique compacte.
~A

I. L'application P .

Soit T (resp. it ) le faisceau des germes de champs de vecteurs verticaux ho-
lomorphes (resp. localement projetables holomorphes) sur V . Le faisceau quotient

~ ~
A=1/6 n'est autre que le faisceau image réciproque par s du faisceau T des

germes de champs (e (respe «..) de vecteurs tangents sur B .
Pour tout ouvert U de B , posons VII: n-lﬂf) .

La suite exacte

de faisceaux sur V__ donne naissance & un homomorphisme

~~ n ~
Py ¢ Ho@W ; T) - HO(VU ;N 2ow

[ d

Soit R e © le faisceau sur B défini par le préfnisceru U - Hl('VU ;1 09) .

~ . . .
Llors p devient un homomorphisme de friscenux sur B @

~ g 1 x
ps T —>~5{7[*') .
En prmrticulier, on a un homomorphismc
~ 0N 1 ~ A .5
poo TO"’R’[*\’—I{I(\/O’—/)

~

ou T0 est 1l'espace vectoricl des germes en bo de champs de vecteurs tangents

sur B . On a enfin un diagramme commut~tif
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oi p_ est llapplication de Spencer-Kodaira [2].

THEOREIE 1. - Pour que la variété mixte propre n¢ V - B soit localement

triviale au v0131nage du point b € B, il faut et il suffit que l'application

~

30 ?O - H (V 5 ®) soit nulle.

DEMINSTRAT ION.

as Il faut ¢ si =n V - B est localement tr1v1ale en b s pour tout ouvert

ce

U de B au-dessus duquel V soit triviale, on a I = A ® 3 sur VU , donc
o @ HO(V s X)) - H° (V s 9)  est nulle.

be Il suffit : Soient (nl s oo nrg des champs de vecteurs C (respe «..)
sur un voisinage de b dmns B, tels que (ql(bo) y eee o np(bo)) forment une
base de l'espace tangent T a4 B en b - I1 résulte de 1l'hypothese que 1l'ap-

plication

est surjectives

Soient donc (51 s e Ep) des champs de vecteurs projetables holomorphes
sur un voisinage de V_ dans Y , qui se projettent suivant (nl g oee qp)
Soit f 1'application définie sur un voisinapge d¢ O x Vo dans ,ﬁP x V0
(resp. él) par

&2

4
£t 5 eee 5t _, 9 =e 1('b1 s € (eee 4 € p(tp s F) ees)) o

P
I1 résulte de la proposition énoncée dans [1] (§III, n°® 2) que f induit un iso-

morphisme de variété mixte de U «x VO sur nrl(fl(U)) au-dessus de f; , ob

U est un veisinege cubicue de O dr-ns RP  suffiszmment netit, et f1 1'appli-

cition de U dans B définie par

£0t 5 eee 5 t ) —e /t1 y sos eﬂp(t , bo) ees)
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ce qui démontre le théoréme.

II. Le cas régaliere.

Pour tout b € B , posons Vb = n-l(b) « Considérons la famille H.l(Vb H G%)
indexée par B d'espaces vectoriels de dimension finie sur C , et, pour tout

be B, 1ltapplication

1 ~ 1
eyt H (V30 - H (U 5 §) .

Pour tout ouvert U C B , on a une application

~

& ¢ H.l(VU

e

) - T HE ;e
o) o W, 5 &)

qui définit quand U wvarie un homomorphisme da faisceau ﬂ} T & dans le fais-
ceau & sur B défini par &U) = I ' (Vb H @b) .
bel

’
DEFINITION. = On dit que la variéfé mixte propre n: V - B ecst réguliére
si '

1
1° la dimension de H (Vb H EB) ne dépend pas du point b € B ;

2° on peut mettre sur E = U H;(Vb 3 @b) une structure de fibré vectoriel
beB

~

¢® (resp. +..) telle que € soit un isomorphisme du faisceau ] n,© sur le

faisceau des germes de sections G° (respe «..) du fibré E .

1
En fait, KODAIRA et SPENCER ont montré [2], en idcntifiant les espaces H &
des espaces de formes harmoniques, que la condition (2) est une conséquence de la
condition (1).

Le théordme 1 admet comme corollaire :

PROPOSITION 1. - Pour que la variété mixte propre 7 : V -5 B soit localement
triviale, il faut et il suffit qu'elle soit réguliére et que, odour tout b e 3,
1tapplication de Spencer—~Kodaira
soit nulle.

En effet, du fait que € est injective, cette condition entrafne que ltapnlica-

tion
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>

e
Byt T, -+ H(V, ;9)
est nulle pour tout b .

Hous construirons a la fin de cet exposé un cratre-exemple gui rnontrera qu'il

3

est nécess=ire de supposer cgue la variété mixte est rdgulierce

IITI. Un exemplc de déformation non réguliere : Viriétés de Hopfe

l. Variétés de Hopfe

Soit n un entier >2 . Soit b une metrice n x n & coefficients dans
C , dont toutes les valeurs propres soient de module >1 o Le groupe libre

L(b) engendré par b opeére sur v =g - {0} 1librement, et l'espace quotient
2n-1 1

= V/L(b) est une variété Q-analytique compacte, homéomorphe & S x S° ,

v
b
appelée variété de Hopf définie par b
Vb et Vb, sont isomorphes si et seulement si 3 a tel que D' = ab a—l ou
ab-1 a 1

Soit © 1le faisceau des germes de champs holomorphes de vecteurs tangents sur Vi s

(cf. Appondice).

PROPOSITION 2. - H° (V 3 ©) s'identifie & 1'espace vectoriel des matrices qui

commtent & b , et Hl(Vb ; © a2 mfme dimension que cet espice vectoricl.

’
DE] OHSTRATION. ~ Si X est un champ de vecteurs sur un ouvert U C v y b (X)
sera le champ de vecteurs transporté pr b sur 1l'ouvert b(0) , soit

b, X(u) = bX(b-l u) o Soit U= (Ui) un recouvvrercnt de V per des ouverts de

Stein simrlement connexes j posons, pour tout i (L ) . ch oy est
1'applicstion canonicue de v sur Vb . Le rccouvrenent il— (U ) de V est

formé d'ouverts de Stein invariants par b (non connexcs, m-ig go ne fait rien).
b* définit une application, encore notée b, , du groupc decs cochafnes

~ ~
c*WV , U3 0 drons lui-méme.

IEiiE 1. -~ On & 12 suite exacte :

1 - b* *

* ~ ~ ~
0 = c*(vb,u;@)_&..,c*(v,u;a)—_-»c(v,u;e) - 0.

Démonstration du lemme l. - Lo scule chose & vérifier est que 1l'application

L B ‘G i H (3] i o i .t U! N0
1 b* est surjzctive pour tous (10 ’ L lq) y SO1 10""’iq un ouvert

~

de V tel que
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x: U!

! . = U,
10;---,1q lo,ooo’iq

~
soit un homéomorphisme. Ui yeeeyd sst alors réunion disjointe des
’

° q
P N a~ o~
b* Uio’..”i s O0 peZ , et tout ye Cq(V » U3 9) se met sous la forme
q
= = Y
Y—Yl-yz,avec Y1—O sur b(U:!L’”.i) pour p<0,y2=0 pour
p 20 « Posons ° ’q
B= 2 Py, + 2 By, (somme localement finic) .
* Il * 2
p30 p0

I}

On a p-b*ﬁ Y, d'ou le lemme 1.

Fin de 1~ démonstration de la proposition 2. = On déduit du lemme 1 la suite
exacte 3

1- N N l-b, ,~
0 - 1o, 560) K o ;o) X K ;oS R (1, 50 KREF 50 3 50 .

On vérifie que
P ~
o Hl(Vb;®) > 2B ;0

’os 1~ .
est nulle. Si n >2 , clest évident, car H (V 360) =0 « Si n =2 , un calcul

~
direct sur les cochafnes d'un recouvrement de V par deux ouverts de Stein montre
que

1-b 2@ ;0 - 1@ ; 0)

*

est bijective.

D'autre part, HO(\7 : @) est 1l'esprce des champs de vecteurs holomorphes sur
\il , miis un tel champ se prolcnge en un champ de vecteurs holomerphe sur Ef .
et HO("\\T' 39) =Lel, ot L et llesvece des champs de vecteurs linéaires, ot
1. 1ltespace des champs de vecteurs du second ordre en O . Leg scus-espaces L
¢t M sont invariants pir b, ot 1 -b = ¥ - M est uvn isomerphicme. la
proposition 2 en diccule en remarcuant gque, si un ¢lément de L est représentéd

-1
par unc matrice a , on a b* a=bab .
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2. Variété mixte dont les fibres sont des vrriétés de Hopfe

Soit B 1'ensemble de toutes les matrices n x n a cocfficients dans C R
dont toutes les valeurs propres sont de module > 1 . Cl'est un ouvert de ,9?2 .
Soit & la transformation de B x V dans elle-mdme définic par a(b ,x) = (b ,b(x).
Le groupe libre L(a) engendré par o opére librement sur B x V , & le quotient

=B x V/L(a) est une varidté C-analytique. En la munissant de 1a progectlon
1 ¢ B x'V - B

on obtient une variété mixte C-analytique, propre, mais non régulitére. En effet

net V - B déduite par passage ou quotient de la precjection =« ’
1z condition (1) de la définition des variétés mixtes régulidres n'est pas véri-
fiée ¢ par exemple, pour n =2 , la dimension de Hl(“Vb 3 © cst 4 quand b

est une matrice scalaire, 2 dans les autres case.

Remarquons quc la dimension de H CVb 3 © ) est une fonction seml—contlnue su--
périeurement de b , et que l'ensemble des b telles que dim H (Vb ; © )
cst un sous-espace analytique fermé de B « C'est 1a un résultat general, que nous

espérons pouvoir démontrer dans un exposé ultérieur de ce séminaire.
30 Calcul de p -
Ona T Homgﬂ' S Y - LcH(@

position 2, une application 6* : L - H.l(Vb 3 © qui est surjective.

, et on a défini, pour démontrer la pro-—

PROPOSITION 3. = Lt*application p de Spencer-Kodaira cst donnde, pour la vee-

riété mixte étudiée dans ce chapitre, par

pla) = 8,7 .

En particulier, clle ¢st surjective, et a pour roysu 1'csprce des matrices de la
forme [g ,b], L el.

DEIOHSTRATIOH. — Soit n e T, =L . Soit {Ui} un recouvrcrent de V.o par des
ouverts de Stein simplement connexes, ct pour chaque i , soit Ui unc composante
connexe de ﬁ; .

5

Soit Tli le champ projetablc holomorphe sur U! délini per q x) = (a, 0 ;

scit ﬁi le chanmp projetable holomorphe sur Ui deflnl par q = ak qi sur

k _ ~
b (Ui) 3 et soit N3 le champ projetable holomorphe sur Ui correspondant a Ny .

Par définition, p(a) est 1a classz ¢. cohomologie de la cochafne (eij) y Ou

E.. = 1N - n. est un champ vertical holomorpne sur U.. e



w
(@)
q

Posons ﬁ'i(x) =(a, ﬁi(x)) « Alors B e co(W 5 9 , et on a
=1 ~ . -1
Q- b*) Bp=ab €e€Lc HO(V $ 9 . En effet A N =T soit oc* Tli(b x) =ni(x) .

a,G,p07 D) =,

d'ou

ab % + be ;B(b-1 x) = B(x) .

On en déduit que 6 = 6*(ab—1) , ce qui démontre la proposition 3e

4. Un contre-exemples — Prenons n =2 , et 5 €C tel que Iﬁ\ >1 . Soit

B' ¢ B 1'ensemble des matrices de la forme

o t
0 o y tel ’

et soit V! = J'E-l (B') 1la variété mixte induite par V au-dessus de V! ;3 B!

est une droite, et son espace tangent T‘t') en b est engendré, pour tout b , par

0 1
a = ) o Il résulte de la proposition 3 que l'application de Spencer-Kodairs
0 0
pt @ Tb(B*) - Hl(Vb ; ©)
est nulle si et seulement si
y 0
b£Ab = H
° 0 o 1
70
car pour b,ébo,a:[f,,b],oh l = o O,etpour b:bo,p| est

injectives
D'ailleurs, on peut voir que V! est triviale sur B% - {bo} .
Soit ¢ ¢ C = BY ¢ B 1'application définie par
‘b2
’~P(t) = 0 ?

(e)

et soit VP 12 variété mixte image réeiprogue de V p-r © « L'applicrtion de

1 rd
Spencer-Kodaira p‘% de ,E\, dans H (Vnp(t) ; 9) est la composée
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p:‘p(t) o Dlp H 69\‘ S Tq; (t) -» I-ll(Vq'(t) H 9) -

Elle est nulle pour tout t , car s

-si t£0, p$(t) est nulle ;

-si t=0, Dy est nulle.

Cependant la variété mixte VP n'est pas localement trivi-le, car Vg n'est

pas isomornhe aux Vz pour t #0 .
5, Question (K. SRINIVASACHARYULU) .

On snit que les variétés d¢ Hopf sont non-kdhlériennes, donc non algdbriques.
Pour n =2 ; la variété V, admet des fonctions méromorphes non constantes, si
et seulement si b se dicgonalise nvec des valeurs propres oy ct 9 vérifiant
une relation of = c% s D et g entiers (i1l y a alors 1» fonction xf xgq )«
L'ensemble des b vérifiant cetic propriété n'est ni ouvert, ni fermé, mais
c'cst une réunion dénombrable de sous-cspaces analytiques fermés. Un phénomene

analogue se produit pour les déTormations de tores complexes. Ce résultat cst-il
général ?
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APPENDICE
Avec les notations de TIII, 1, eoit £ : V- ¥, un isomorphisme de variétés

C-analytiquss. Tl se reldve en un isonorphisme des rev8tements universels
~r

F: - {0}- ¢ {0} .
= . . n n p
D'aprés HARTOGS, f se prolonge en un isomerphisme g : G~ - G On z né-
cessairement
.k n
(*) g(bz) = p & g(z) , 20

k étant un entier ; la méne propriétd, ansiiquée & 1'applicetior réciprocue de

g , montre que k = L1 . S0it a 1'-ppolication lindaire tangents 2 ¢ 2 1'ovi-

gire ; 1'identité (x) donne . .k .
ab=5b"a, k==1,

d'ct

b- = aba ou b! = g 5



