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Je donne d’abord un theoreme d’Algebricite de Support

Singulier d’Int’grale. Il est base sur le th’or~me d’Hironaka

d’existence d’une desingularisation d’un ensemble algebrique.

Il est applicable aux integrales de Feynman.

La suite du travail essaie de donner explicitement

cette resolution des singularites associees aux graphes de

Feynman.

J’exprime ma reconnaissance a Monsieur le Professeur

Jean Leray qui a non seulement ouvert son seminaire a ces ques-

tions, mais m’a constamment aide et encourage par ses conseils

et ses cours.
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I - UN THEOREME DE SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE

Soit une forme méromorphe qui peut être intégrée sur une

chaîne qui rencontre la variété polaire algébrique de la forme. Alors,

sous certaines conditions simples, la fonction qui résulte de cette inté-

gration est ramifiée autour d’une variété ALGEBRIQUE.

~ 

C’est le cas des fonctions de Feynman.

Nous donnons d’abord, sous la forme la plus simple, un théorème

concernant cette question. Il suffit au cas de Feynman. Sa démonstration

utilise (et rappelle) les résultats de la désingularisation algébrique de

H. Hironaka , puis la théorie maintenant classique des résidus et

cobords composés et relatifs de J. Leray [2]. .

Des conditions suffisantes sont données par un lemme trivial

si la forme est non ramifiée, mais faux si la forme est ramifiée.

Diverses extensions du théorème sont ensuite étudiées, notam-

ment si la chaîne borde dans les variétés de zéro (qu’elles soient ou nor

de ramification) de la forme. On retrouve ainsi certains des résultats d

J. Leray. [3]
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THEOREME DU SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE

Soient : : 

"

y n T deux variétés Y et T Algébriques - analytiques,

complexes

non singulières

et n un morphisme Algébrique - analytique,

complexe,

propre,

qui soit aussi une Fibration différen-
tiable.

f C: Y une famille Algébrique de Codimension un pour ~.

uu une forme Méromorphe dans Y, dont les pôles sont

, portés par f.

n = degré w = dimension t~ de la fibre X
n.

;

On suppose en plus que 

’

T est porteuse de partie réelle T(R)

Y est porteuse de partie réelle Y((R~ ,

n est un morphisme analytique réel, donc si t E a pour fibré Y t
(pour ~~ alors

Y t est porteuse de partie réelle Y t (R) et (Y([R»t.t 
. 

t t TL

Chaque composante i e de 5 est l’équation réelle dans l’atlas réel de Y.
est d’expression réelle dans l’atlas réel de Y.
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Si, dans ces conditions, il existe t 
0 

E T(R) et un voisinage V(t ) tel
o 0

que pour tout t E v(t 0) n T(R), l’intégrale I(t) = soit abso-

lument convergente. 

o 

Alors I déf init un germe de fonction analytique multiforme ramif iée autour

d’un support singulier algébrique dans T.

Avant que d’éclairer les divers termes qui se trouvent dans

l’énoncé, introduisons en un supplémentaire ; et remarquons que si la

famille est en plus en position générale (P.G.) dans Y, le théorème

devient presque trivial. En effet, le lemme facile que l’on trouve dans la

démonstration montre qu’alors la variété polaire n’a pas de point réel,

donc la chaîne d’intégration ne rencontre pas la variété polaire dont elle

est totalement DEGAGEE, sous forme de cycle (relatif éventuellement) de

son complémentaire ; la position générale de t est encore invoquée pour

montrer que la fibre du couple (Y,e) et donc le cycle peuvent être défor-

més grâce à un théorème simple d’isotopie ambiante au-dessus de tout

chemin de T issu de to et ne rencontrant pas l’obstruction à l’isotopie ;
cette obstruction A étant la variété algébrique A C T définie par

A = it E T 1 La contre est en (P.G.) dans Y 71

Alors nous montrerons en employant les cobords composés de J. Leray que

l’intégrale I de w définit une fonction analytique (multiforme) dans le

complément T - A donc dans le complément T - L de l’hypersurface algé-

brique maximale L contenue dans A .

Toute la difficulté est donc concentrée sur le problème suivant

peut-on se ramener à cette situation où f est en (~l.G.~ dans Y et où les
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hypothèses du théorème sont encore vérifiées ? c’est ce que nous allons

résoudre grâce aux résultats de H. Hironaka, et nous aurons de ce fait

dégagé la chaîne hors des surfaces polaires.

RAPPELS PRELIMINAIRES ET DEFINITIONS

1
Définition 1 : FAMILLE POUR TT

s est une famille algébrique de codimensionun pour Y ~ T

est un sous ensemble algébrique (fermé),

chacune de ses composantes le irréductible est de codimen-
sion un dans Y.

n : : Y - T est tel que la restriction n soit surjective
pour tout i. 1$

Définition 2 : VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE PORTEUSE D’UNE PARTIE REELLE

Dans l’espace numérique Cn, considéré comme complexifié de

l’espace numérique Rn, on a les notions de partie réelle canonique et

de l’imaginaire conjugué z d’un point z.

A toute application f : tr, dans ~r d’une partie de tn,
on associe l’application (conjuguée) f : ~r dans ~r de la partie

conjuguée de On, définie par f(z) = fT;Y.

(1) On dit qu’une telle application f est réelle si f et f sont égales

(2) On dit qu’une variété analytique complexe de dimension n est

’ 

porteuse de partie réelle, si l’on en a choisi un sous atlas analy-

tique (W,@) @ : : W. -&#x3E; QncCn, dont les applications de recollement- 

i i

. 0 (p sont réelles au sens précédent. (W,@) étant de plus un sous-
i j 

-

atlas complet pour cette condition est appelé l’atlas réel de X = X(C
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(3) La partie réelle X((R~ d’une telle variété est alors définie comme

réunion des images réciproques des parties réelles canoniques Rn des

cartes de cet atlas :

Cette partie réelle est donc soit vide, y soit une variété réelle ana-

lytique et de dimension n ;

(4) Une application f : Y - T est un morphisme analytique réel, -

si Y et T sont porteuses de partie réelle, d’atlas réel 1 et ~

si f est un morphisme analytique des variétés analytiques complexes Y
-1 f 4. p -1 et

et si i-&#x3E;Y-&#x3E; + T------.)o , réelle (au sens(l))
j 1

pour tout Y. £ Y et cpi E l.
J J

Remarque : 2 a) Deux variétés complexes différentes peuvent admettre la

"même" partie réelle, c’est le cas de la Sphi-iè complexe affine n comparée

à la projective î".

b) Une même variété analytique complexe peut être munie de

parties réelles de deux façons non isomorphes 2

c’ est ainsi que sur la sphère complexe s ¿TI z 2 + z 2 + ...+ z2 - 1
1 2 n+l

On peut considérer que les points de l’hyperboloide défini par

forment une partie réelle de . 
1q

c) Tout choix d’une partie réelle X(R) d’une variété analyti-

que complexe X(~), détermine une involution I : (I2 = 1) qui

est un antimorphisme analytique (en un sens à définir), dont les points

fixes constituent X(R). Et réciproquement.

d) Si f est réel analyt,ique, alors l’image point réel e;

un point réel. Si f est injectif réel, alors l’image réciproque d’un poii

réel est un poi nt réel.
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Définition 3 : ABSOLUE CONVERGENCE i

w et f étant comme dans l’énoncé, l’intégrale est abso-

lument convergente si la suite de nombres positifs K w1reste bornée,
p

i.e. est convergente, lorsque les K p cc Kp+1 (Y t(R) - St) sont des

compacts réguliers dont la réunion est St’ 1
Remarque : l’absolue convergence globale dans Y entraîne l’absolue 1
convergence locale, i.e. si Y est remplacée par une carte de son atlas.

Définition 4 : POSITION GENERALE (P.G.) / 
j

Il y a de multiples définitions équivalentes de cette notion ; /
en voici une : une famille e = u d’hypersurfaces (fermées) de Y est 

i

en position générale en y 
o 

E Y, si toutes celles d’entre elles qui passent

par y o forment les premiers hyperplans associées à une carte en y 0 de /l’atlas de Y.

Si e est en (P.G.) en tout point de Y, on dit aussi qu’elle est en (P.G.)

dans Y ou encore à croisements normaux dans Y.

On remarque qu’alors chacune des ê est non singulière. 

La situation e,st celle du théorème, mais où T est le

Lemme fondamental point ~~ est en (P.G.) dans Y, on ne demande

plus ni algébricité ni propreté de n.

(a) Si X est une variété analytique complexe de dimension n porteuse

de partie réelle X(R).

(b) Si S = U S est une famille d’hypersurfaces en (P.G.) dans X.
i i

(c) Si chaque ~S est irréductible et d’équation réelle (dans l’atlas

réel de X).

(d) Si w est une forme méromorphe de degré maximum (ie degré w = n).

(e) Si w est d’expression réelle (dans l’atlas réel de X).

(f) Si les pôles de w sont portés par S

(g) Si l’intégrale est absolument convergente.
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Alors la variété polaire de w est de partie réelle vide,

autrement dit :

(h) 1 Si l’intersection X(R) n S n’est pas vide, y

(k) 
r 
Alors S n’est pas une surface polaire pour w.

Preuve du lemme

(h) entraîne : il existe a S (on pose i = 1)

(b) + (c) entraînent : il existe une carte d’origine à de l’atlas

réel de X, pour laquelle l’équation locale de S est x1 = 0 et l’équation
locale de S est x1x2***xp 

= 0 ; donc l’équation locale de S au point a

de coordonnées réelles a = (0,e ~e ,...,e ) ~~ ~ e, &#x3E; 0 V j (E f2,3,.

est aussi celle de S soit S : x 1 = 0.

(d) + (e) + (g) entraînent : t l’expression de w au voisinage de a dans une

sous carte est 1

~

et où cp(x) est analytique au voisinage de a et on peut supposer que

0 (en choisissant convenablement ai, F- et Ej)
(g) enfin, entraîne l’absolue convergence locale au voisinage

de a, y donc il y a convergence absolue de l’intégrale restreinte à

boule réelle centrée en a~

Mais çp(a) 1 0, donc finalement il y a convergence absolue de
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Mais a 1 est entier, est soit nul soit négatif. Î i
Donc w est une forme analytique au voisinage de a E 1S ; donc, près de

a E S) , 1 S n’est pas polaire pour /

Mais 1S est non singulière dans X et en (P.G.) par rapport aux autres j
surfaces 2S &#x3E; ... composant S, ~ donc 1 S admet un cobord de J. Leray 

i

1S - X - 1S ° ceci donne un disque (qu’on peut supposer analytique) dont

le centre décrit 1S dont le bord reste situé toujours hors de’S et hors

de S lorsque son centre n’est pas sur ~S U 3S U...U~S ; l’analycité de w

au voisinage de a, et la condition (f~, entraînent (par le théorème du

q ue 1 S n’est pas polaire pour cu , ou plus précisément que uo

est holomorphe hors de 2S U 3S ... U kS. ]]

Si a1 = 0 on peut effacer 1S 1 1-’- 
1

Si 0, fS est une variété de zéro pour le coef f icient de w. 1
Remarque : Pour ce lemme, aucune hypothèse d’algébricité n’a été néces-

saire ni pour X, ni pour S, ni pour cu. La position générale et la réalité
sont les conditions majeures. 1

Remarque : w est une f orme fermée dans (X - S) d’ après (d) et (f), si

X(R) est de plus compacte, alors l’intégrale ne dépend que de la classe J
de X((R) dans l’homologie de (X - PS) éventuellement modulo zS - PS , 

/
(si x(a n’était pas orientable) où S est la réunion de pS, les surfaces

effectivement polaires pour c~, et d’autres hypersurfaces zs. i
On remarque que WI 

Zs 
= 0 en raison des dimensions. J 

1 
i
)i

Remargue : C’est parce qu’il faudra l’adapter à d’autres situations, 
1 
/

que nous avons donné la démonstration de ce lemme dans tous ses fasti- ,
dieux détails.
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En contraste au lemme, voici un petit arsenal d’horreurs où

(h) est vérifié, mais (k) en défaut, car une condition manque :

Cas non ramifie

ici (c) est en défaut

ici (b) est en défaut

ici (b) est en défaut

ici (d) est en défaut (la forme n’est pas de
degré maximum) ’

(h) est vérifié non suivant le chemin

Cas ramifié

ici (d) est en défaut car il y a ramification

(k) est en défaut en ce sens que

les coefficients de w ne restent

pas finis 
1
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DEMONSTRATION DU THEOREME
---------~---------------

1 - MISE EN POSITION GENERALE j

Elle est assurée par H. Hironaka qui nous permet d’affirmer 
/

qu’il y a une de singularisât ion réelle du couple 5o e, Y 1
i.e. : il existe une application f : Y ~ Y telle que le diagramme suivant

obtenu par image réciproque de f et Y - f, présente les particularités que

voici ,

1
--

Y est une variété algébrique, analytique, complexe, non singulière j
et est porteuse de partie réelle.

f : Y -Y est une application, propre, algébrique, réelle, surjective. î 1
7t = x o f est donc encore propre, réelle, algébrique, surjective. ’
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~ = f (ê) est algébri q ue, réelle, de codimension 1 dans Y, en P.G. dans Y

f (Y - ~~ est biholomorphe à Y - ou, plus précisément, la

restriction de f à Y - e est un biholomorphisme sur Y - ~; et c’est le

biholomorphisme réel sur ouvert dense qui nous permettra de faire un

transport de structure de Y - e à Y - Î.

Remarque é Il n’y a pas en général de désingularisation qui factorise

toutes les autres et ce de façon unique.

lère épuration T - N1, 5 pour retrouver la f ibration que l’ on a détruite ;

n : : Y - T n’est plus un fibre au sens différentiable, cependant TT est

réelle et algébrique donc l’application dérivée D n est réelle et algé-

brique, de plus x est propre, donc son ensemble critique N1 e T est fermé,

algébrique, de codimension plus grande que un, et d’expression réelle dans

Donc, : Y - T - restreinte à la contre image de T - Ni~ est diffé-

rentiable, propre, et de rang maximum, ~ donc d’après le théorème d’Ehresma~
c’est une fibration (au sens différentiable).

2ème épuration T - N , pour retrouver la famille algébrique sur T. 4
- .

s = TT-1(s) a chacune de ses composantes de codimension 1 et est en (P.G.)

dans Y, mais n’est plus une famille algébrique sur T.

Mais il existe sous ensemble algébrique fermé de codimension plus

grande que un et d’expression réelle dans l’atlas réel de T tel que

s -&#x3E; Y soit une famille algébrique, sur T - N U N . Il suffit de prendre1 2

pour N2 la projection (propre) par TI des composantes de ? qui ne s’envoier

pas surjectivement sur T.

3ème épuration T - N3, pour trouver la position dans la fibre,
o

Soit N e T l’ensemble des points t E T tels que la n Ùii
3 u (
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ne soit pas une famille en (P.G.) 
.. 

dans r--..J 1 (t,).

N3 est encore un ensemble algébrique fermé, de codimension plus grande

que un et d’expression réelle dans l’atlas réel de T.

Proposition : hors de cet ensemble N algébrique, fermé, de codimension

supérieure à un et d’expression réelle dans T, ~ ~ Y est une paire fibrée

(différentiablement) sur T - N.

Autrement dit, localement en t E T - N, il existe une trivialisation diffé-

rentiable de 7L qui est aussi une trivialisation de W. (ie de n11) j
En effet, il est trivial (en se reportant à la définition 4 de la

position générale) que ceci est vrai localement en y E Y pour s -&#x3E; Y

1li’
T-NT-N

Mais TT est ro re et -4 est fermé et il résulte de [6J

[par emploi d’une partition de l’unité dans la fibre et par superposition

de champs de vecteurs] que ceci est vrai au voisinage de toute fibre 

globale de ~. ]]

Nous sommes ainsi ramenés à la situation suivante au-dessus de T - N

(qui est orteuse de partie réelle) 1

rv
et est toujours un biholomorphisme qui donne un transport de 1
structure. /

Î
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-

Remarque : si t E (T - N), alors la restriction f t : Yt -&#x3E; Yt donne une
~ ~

désingularisation et Yt du couple st -&#x3E; Yt.

I I : - TRANSPORT nF L’ INTEGRALE . DEGAGEMENT DU CYCLE.

CONTINUATION PAR ISOTOPIE

Transportons w par image réciproque : w = alors 1 a vis-à

vis de s -&#x3E; y les mêmes propriétés que l’énoncé du théorème confère à w

~ ~

vis-à-vis (w est holomorphe uniforme dans Y - $ et les seules

singularités de 1 dans Y sont polaires et portées par s).
_ - -

Puisque f :Y-&#x3E;Y est réelle et biholomorphe sur l’ouvert dense Y - s, la

partie réelle de la fibre de % est la transformée stricte* par f de la

partie réelle de la fibre de x ; ; en effet on a pour t 1 E (T - N~ ~~,~ ,

(Cf. définition 2, remarque d).

De plus, pour tout n (T - N)(R) (qui est non vide), il y a

convergence absolue de l’intégrale de w le long de en effet,
1

toujours par transport, on a conservation de l’intégrale :

[car si K. est une suite de compacts réguliers de réunion (Y(]R) t1- Ç3)
1 

1

alors est une suite de compacts de réunion et les
l 

1
deux intégrales sont les limites de la suite :

La transformée stricte par f d’un fermé G de Y est la fermeture de

l’intersection de l’image réciproque de G par F avec le domaine (dense)
de biholomorphie de f.
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Dégagement du cycle :

- la restriction de uo à la 1 ~t

Proposition

Soit t 1 E veto) ri (T - N~ (~,~ , alors ne rencontre aucune

composante de s qui qui soit effectivement polaire pour un tel que It

Preuve de la proposition

. Les conditions du lemme fondamental sont satisfaites dans la

~ 
~ 

~ 

fibre de t 1 i . e . pour pour X = pour S = Et et ce pour tout
1 

i i 1

Donc, fixons t1 et supposons que la composante jet ait une partie réelle

non vide, alors elle est non polaire pour .

1

Mais Js est non singulière (P.G.) et porteuse de partie réelle non vide et

(T - N) est une fibration et est réelle, donc t 
2 

a une partie

réelle non vide pour tout t2 E (T - N)(R), donc notamment pour tout

t3 E v(t0 n (T - N)(R), donc est non polaire pour w|t3. Or ce lieu

de t3 est un ouvert non vide de la partie réelle de (T - N). Ceci joint

au cobord ~f À (y - jÎ) permet d’appliquer le théorème du disque à .,

l’application méromorphe Y - wit(y) et de conclure que JÎ est non polaire
pour wit quelque soit t E T - N. Il

Continuation par isotopie.

Puisque est une paire fibrée pour x : Y - (T 7 N), il existe une

trivialisation (dite réalisation d’isotopie ambiante) de cette paire 
’

au-dessus de tout chemin c(t l t) de (T - N) de source t 1 et de but t.

Une telle trivialisation donne une correspondance (dite isotopie ambiante)
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entre î~)t1 et la chaîne Y 1 (R) est transformée en une
chaîne r(t,c).

Soit p~ la réunion des composantes effectivement polaires pour au

moins un avec t’ E (T - N) ; d’après la proposition ne ren-

contre pas donc r(t,c) ne rencontre pas ~iÔ7, autrement dit r(t,c) est

des surfaces polaires de wi et l’intégrale est bien

définie et ne dépend que de la classe d’homologie de 1’(t,c) dans (Y - p¡)
(éventuellement suivant l’orientabilité modulo les autres parties de f),

de plus (d’après [6j) cette classe ne dépend que de la classe d’homotopie

du chemin dans (T - N) et pas de la trivialisation choisie. On a

donc notamment :

Corollaire : la formule let) = 

définit une fonction (multiforme)

qui prolonge celle définie sur v(t0 n T(R) dans l’énoncé du théorème.
o

III - ANALYTICITE ET SUPPORT SINGULIER DE I

La difficulté provient de ce qu’une surface polaire pour W

peut ne pas l’être pour , de sorte que r(t) peut parfaitement rencon-

trer une surface polaire de 1 sans rencontrer celle d’aucun -w It- . Et ceci

empêcherait de conclure à la dérivation sous le signe somme.

On s’ en tire de la façon suivante :

Dans l’espace numérique ~r~ soit Q(t’) la réunion des hyperpla]

passant par t, E et parallèles aux hyperplans canoniques de coordonnég


