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PROJECTION SUR DES ENSEMBLES FERMES NON CONVEXES

DANS LES ESPACES DE BANACH

par

Melle Marie-Françoise BIDAUT

(Le texte ci-dessous est extrait des Théorèmes d’existence
et d’existence "en général" pour des problèmes de contrôle optimal)

Analyse Numérique et Fonctionnelle

UNIVERSITÉ PARIS VI

et C.N.R.S.

THEOREMES DE PERTURBATION

Nous dormons ici quelques compléments aux résultats d’Asplund [1], Stetchkine [1],
Edelstein [1] [2], Baranger [1].

THEOREME 2.1. - Soit X un espace de Banach S.D.S. stron differentiabilit,
Soit M un sous-espace fermé de X de codimension finie m . Soit F

une application de X’ dans 1R , s.c.i. our la topologie forte telle que, our
tout x appartenant à un voisinage ouvert U de 0 dans X 9

Alors il existe un sous ensemble DM , Gô dense dans U n M , tel que. pour tout

il existe y(x) (X’ vérifiant

et l’ensemble des y(x) est contenu dans une variété linéaire de dimension

est unique, toute suite minimisante y est telle que converge fortement

dans M’ vers y(x) lM ’ et l’application est continue sur D
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REMARQUE 2.1. - Ce résultat complète celui d’Asplund [1] relatif au cas ou
m = 0 .

DEMONSTRATION. - Soit F* la fonction polaire de F , définie sur X par

La restriction de F* à M (sous espace fermé de X de codimension finie, donc en-

core S.D.S.) est convexe, continue sur un M , , donc Fréchet-différentiable sur

un sous-ensemble DM,Gd dense dans U n M et l’application x -&#x3E; 

rentielle de F* en x) est continue de DM dans MI .

Soit x ~ IL et soit y n une suite minimisante quelconque : pour tout E &#x3E; 0 ,

il existe n(E) tel que pour tout n ~ n(E) ,

pour tout 

Posons

Il en résulte que y’ n converge fortement vers dans MI ~ diaprés

d’Asplund et Rockafellar [1] (*)
Et d’après (2), F(y ) est borné.

Désignons par N un supplémentaire (topplogique) de M . Alors

identifiant M’ et N.l.. , e

Or par hypothèse

L’espace N étant de dimension finie, ceci entraine (en prenant

étant une base d.e N)

(*) L’introduction du sous différentiel à E près, permevtant de simplifier
quelque peu la démonstration donnée dans Bidaut [3] m’ a été suggérée par Raoul
Robert [1].
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dcric " est borné, dans M de dimension finie.

Nous pouvons extraire une suite y"v convergeant vers y" f D’cu

Et par passage à la limite dans (1~,

REMARQUE 2 . 2. - Le permet de préci ser dans le théorème 1.1 

la structure de l’ensemble de tous les w E (resp. cr E pour

lesquels J w (resp. Jcr) atteint sa, borne inférieure : son intersection avec toute

variété linéaire de codimension finie est un ensemble gras (i.e., « contient un ensemble

G 6 dense).

D- théorème 2.1, résulte aisément le j

COROLLAIRE 2.1. - Soit X llilbert. Soient S un fermé 

formé X e-b F S dans R y minorée
(m.m. : : s.c.s. ma

boit M une de X , y de codimension finie m . Alors

il existe un sous-ensemble D, , Gôdense dans M , tel que pour tout x~ D m
il existe x(x)  S vérifiant

F(s(x)) + inf (F(s) + (m ,m : = sup) .
S~ S

-.’ensemble des s(x) est contenu dans une variété linéaire de dimension m (de
direction orthogonale à celle de M) : est unique, toute suite miniloi-
sante s est telle que projM sn converge fortement vers proj m s(x) , 

x - proj m s(x) est continue sur D

.le corollaire admet les extensions S11ivantes :

THÉORÈME 2.2. - (borne supérieure) Soit X un espace de Banach 2 ayant
la propriété des suites si x n ~ X converge faiblement vers x e X et

, alors x converge fortement vers x) . Soit S un fermé borné de
n x ’l Yl --’-’--- 

X , et F une Application de S dans ]R , S.C.S. majorée.

p  [1 + ex&#x3E; t . Soit M une variété linéaire fermée de X , y de codimension

finie m . Alors il existe un sous-ensemble ])M’ Gô dense dans M , tel que

pour tout x E IL il existe S vérifiant
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Si p &#x3E; 1 , m = 0 et X est strictement convexe, s(x) est toute suite

maximisante conver fortement et l’application M a s(x) est continue sur Dp .

REMARQUE 2.3. - Nous donnerons au cours de la démonstration la structure de

l’ensemble des s(x) (pour tous p et m) ainsi obtenus. Signalons que ce théo-

rème peut s’ étendre aisément à des fonctions de la norme plus générales 
vérifiant les hypothèses données dans Baranger et Temam [1].

DEMONSTRATION DU THEOREME. - L’espace X est réflexif, donc S.D. S. d’après

Troyanski [1 ]o
Nous pouvons supposer F / - 00 , et par "translation 0 E M . Soit f 11 appli-

cation définie sur X par f(x) = sup (F(s) + . La restriction de f

SE S

à M (espace S.D.S.) est partout définie, convexe, s.c.i. sur M , y donc continue

sur M , donc déchet différentiable sur un sous-ensemble DM , y G, dense dans M ,

et l’ application x~ vÎ’(x) est continue de DM dans Mt .

Soit s n une suite minimisante quelconque pour 0 il existe tel

que, y pour tout n ~ n(E)

d’où pour tout M

Pour tout

d’où, pour tout ZfM y
-P

car pour tout

Désignons par N un supplémentaire (topologique) de M . Alors comme pour le théo-
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rème avec

Donc y’ n converge fortement vers 7f(x) 
1

Puisque z nli = 1 et S est bornée y est bornée. La projection sur Yi--’- étant

continue y y" est bornée dans M ; nous pouvons extraire y" 
v 

convergeant vers’ n ’ v -

,,fi E M L . Donc y = vf(x) + y" dans X’ . La suite s est bornée, nous

pouvons extraire s convergeant faiblement vers s = s(x) E X

D’après (5)

di

et

L’espace X ayant la propriété des suites, il en résulte que s converge fortement

s (donc et

donc s réalise la borne supérieure.

Nous pouvons préciser la structure de l’ensemble des s(x) ainsi obtenus : d’après

(3) et (4)

et

résignons par J la multiapplication de dualité de X’ dans X .

Alors s(x) e x - À J(y) , , avec y E vf(x) + M~

et - si p = 1 ~ &#x3E; 0 quelconque
- si p &#x3E; 1 À est fonction de y :

En particulier, dans le cas où X est strictement convexe, (J est une application

( ~: ,~ntinue ~ ~ , et où m = 0 ,

- si p = 1 s(x) = x - appartient à une demi-droite contenant x
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- si p &#x3E; 1 s(x) = x - x(vf(x))J(’7f(x)) est unique et l’application
x - sexy est continue smr D~ = Dx (comme composée des applications continues
7f et 

REMARQUE 2.4. - L’unicité résulte de la stricte convexité de l’application

J01T un contre-exemple pour p = 1 dans Bidaut [3].
REMARQUE 2.5. ~ Nous retrouvons le résultat du corollaire 2.1 : X étant un espace

de Hilbert (identifié à son dual), et p = 2 , 1 ,

s(x) appartient à une variété linéaire de dimension m

(borne inférieure) Soi t X un espace de Banach uniformément

convexe. Soit un fermé borné de X et F une application de s dans
s. .1. soit 1 . Alors il existe un sous-ensemble D, G dense dans
- à

X , f tel Que pour tout D , il existe s(x) E S vérifiant,

F( s ( x ) ) + inf 

SE S

Si p &#x3E; 1 , s(x) est unique, toute minimi sante conver fortement- 
piL0ation x-&#x3E; s(x) est continue sur D .

~ démonstration de ce théorème reprend celle de Baranger 11 à&#x26;ns le cas p = 1

et se ramène au cas F = 0 en se plaçant dans X x R dans le cas p &#x3E; 1 (voir
Bidaut [ j ] ) .

REMARQUE 2.6. - Relativement à une variété linéaire fermée de X , de codimension

r!l ~ 1 nous jusqu’à présent obtenu de résultat analogue à celui du théorème

2.~ que aans le p = 1 , m = 1 , ou dctns le cas d’un espace de Hilbert,

p =. 2 , 1 2.1). Par ailleurs, nous ignorons si le théorème peut
s rendre à des fonctions plus générales de la norme.

enfin le théorème 2.3 est-il valable dans un espace réflexif ayant la propriété des

su4t,es? indiquons en appendice un résultat positif en ce sens : le théorème

d’ Edelstein [2] est valable dans l’espace X = , où V est uniformément

convexe, Rm est muni d’une norme quelconque, et X est normé par

i n 

&#x3E; . 1
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Nous constatons que X n’est même pas strictement convexe, mais est réflexif et a

la propriété des suites. Par contre Edelstein [3] a donné un contre exemple (avec
m = 1 ~ dans le cas où X est normé par 111 1 v,§ &#x3E; 1 1 j = sup (j ivl 1 V, 1 si) . . Observons

que cet espace est réflexif mais n’a pas la propriété des suites.

REMARQUE 2.7 . - Le Théorème 2,3, permet de donner des résultats d’existence "en

général" analogues à ceux du théorème 1 , 1 (resp, 1.2~ , relatifs à des fonctions "coût"
du type

avec

(resp. avec

sous des hypothèses convenables sar Z2 et E .

APPENDICE. -

PROPOSITION. - Soit V un espace de Banach uniformément convexe. Soit

où Rm est muni d’une norme quelconque, et X est normé par ||x||X 
pour tout x = (v,s) 

X

Soit S un fermé de X . Alors il existe un sous-ensemble D , dense dans

X , tel que pour tout x E D il existe SES vérifiant

DEMONSTRATION. - Nous allons démontrer que pour tout § E R~ , il existe

G dense dans la variété linéaire H parallèle à V contenant S , tel

E d , , n ..

que tout point D se projette sur s ; ; d’où résulte aussitôt la proposition.

Soit § Soit Sv la projection de S sur V :

et pour tout la "section de S par

Donc Sv et SQ sont fermés.
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Soit F l’application définie sur Sv par 1

Alors F est définie par un minimum : soit 11 n E S 0’ une suite minimisant

donc 11 n est bornée dans Rm, nous pouvons extrqire n - 11 dan s Donc

d’où De plus F est s.c.i. la forte de V :

soient ar E R, et an E V tels que r dans V . Il existe
n n - n

donc % n tel que

Donc nn est bornée dans )R y nous extrayons ’flv --" 11 dans Dl 011

D’où

Appliquons le théorème 2.3. : 9 l’espace V est uniformément convexe, donc il existe

dense dans V , tel que , pour tout v E Dv e il existe cr E S v tel que

donc pour tout

et puisque F est définie par un minimum, il existe Il E S (donc (~~) ~ S)
CY

tel que

D’où pour tout tel que
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