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PROJECTION SUR DES ENSEMBLES FERMES NON CONVEXES

DANS LES ESPACES DE BANACH

raxr

Melle Marie-Frangoise BIDAUT

(Le texte ci-dessous est extrait des Théordmes d'existence

et d'existence "en général" pour des problimes de contrdle optimal)

Analyse Numérique et Fonctionnelle
UNIVERSITE PARTS VI
et C.N.R.S.

THEOREMES DE PERTURBATION

Nous donnons ici quelques compléments aux résultats d'Asplund [1], Stetchkine [1],
Edelstein [1] [2], Baranger [1].

\
THEOREME 2.1, - Soit X wun espace de Banach S.D.S. Sstrong differentiability

space). Soit M un sous-espace fermé de X de codimension finie m . Soit F

une application de X' dans R , s.c.i. (pour la topologie forte), telle gue, pour

tout x appartenant & un voisinage ouvert U de O dans X ,

inf  (F(y) ~<xp) > = .
veX!

Alors il existe un sous ensemble DM s Gy dense dans UN M , tel que, pour tout

xeD, , il existe y(x)e X' vérifiant

F(y(x)) - <x,y(x) >= inf  (F(y) -< x,¥>)
ye X!

et 1'ensemble des y(x) est contenu dans une variété lindaire de dimension

m 3 Y(x)/M

est unique, toute suite minimisante y, est telle que Yn/M converge fortement

dans M' vers y(x)/M , et l'application x - y(x)/M est continue sur Dy .
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REMARQUE 2.1. - Ce résultat compléte celui d'Asplund [1] relatif au cas ou

m=0 -

DEMONSTRATION. - Soit F* 1la fonction polaire de F , définie sur X par

F*(x) = sup ( <x,¥ > - F(y))
ye X!
La restriction de F¥ a M (sous espace fermé de X de codimension finie, donc en-

core S.D.S.) est convexe, continmue sur UN M , donc Fréchet-différentiable sur

un sous-ensemble DM ’ G6 dense dans U M et l'application x — vF*¥(x) (diffé-
rentielle de F* en x) est continue de DM dans M!

Soit x¢€ DM et soit y, une suite minimisante quelcongue : pour tout € > 0 ,

il existe n(e) tel que pour tout n = n(e) ,

(2)

IIA

F(Yn) - < XY, > =" (x) + ¢

d'o1r, pour tout ze M

*(z) z < Zy¥, > - F(Yn)

iv

P(x) + < 2=,y > - €

1 — ! -
Posons y' = Yo/m Done y' €9, ™(x) .

I1 en résulte que y‘n converge fortement vers vF¥(x) dans M
4" Asplund et Rockafellar[1](")
Et d'aprds (2), F(yn) est borné.

o p . 4 L
Désignons par N un supplémentaire (topplogique) de M . Alors X' =N + M et,
identifiant M' et N7,

, dlapres

1
— 1 A} 1"t
yn =y n +y n avec y ng M

Or par hypothdse inf (Fly) ~< 2,5y>)> - Vzel
ve X!

L'espace N é&tant de dimension finie, ceci entraine (en prenant

z=e; 5 (eg); _ 1y e,m

étant une base de N) : T Hye¢ R, Epg >0 , tels que

L

1
Fiy' + vy z o +glly"ly » W e ¥, W'e N,

v

(*) L'introduction du sous différentiel & € prés, permettant de simplifier

quelque[p?u la démonstration donnée dans Bidaut [ 3] m'a été suggérée par Raoul
Robert [ 1].
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denc y"n est borné, dans MJ" de dimension finie.

1
Nous pouvons extraire une suite y; convergeant vers y" € M~ . D'ch
!
¥, = ¥(x) = vF*(x) + y" € vF¥(x) + M7 .

Et par passage & la limite dans (1),

P(y(x)) ~<xy(x)>=inf (F(y) ~<xy>) .
vyeX
REMARQUE 2.2. - Le Théoréme 2.1. permet de préciser dans le théoréme 1.1 (res.l1.2)
. !
la structure de 1'ensemble de tous les W ¢ Lq'(B,Zg) (resp. 0 € 1° (B,E')) pour
lesquels JW (resp. Jé) atteint sa borne inférieure s son intexrsection avec toute

variété lindaire de codimension finie est un ensemble gras (i.e. contient un ensemble
Gé dense).

Du théoréme 2.1, résulte aisément le

JOROLLAIRE 2.1. - Soit X un espace de Hilbert. Soient S wun fermé (m.m. : un

fermé borné) de X , et F une application de S dans R , s.c,i. minorée

(m.m. : S.c.s. majorée).

00it M une variété lindaire fermée de X , de codimension finie m . Alors

i. existe un sous-—ensenble I%T,

il existe s(x) € S vérifiant

G, dense dans M , tel que pour tout x ¢ DM
§ mmmm—

F(s(x)) + ||x-s(x)||? = inf  (F(s) + ||x-s|?) (mem : = sup) .
se S

_'ensemble des s(x) est contenu dans une variété lindaire de dimension m (de

direction orthogonale & celle de M) projM s(x) est unigue, toute suite minimi-

sante s, est telle que projM s, gconverge fortement vers projM s(x) , et l'ap-

p..2ation x - projy s(x) est continue sur Dy -

-e corollaire admet les extensions suivantes :

THéORﬁME 2.2, = (borne Supérieure) Soit X un espace de Banach reflexif, ayant

l: propriété des suites (i.e. si x € X converge faiblement vers x e X et

“XnH'—> HX H , alors X, cLonverge fortement vers x) . Soit S un fermé borné de

X , et P une application de S dans R , S.C.S8. majorée.

So.t pe [1 +w| .« Soit M une variété lindaire fermée de X , de codimension

finie m . Alors il existe un sous-ensemble DM ’ G6 dense dans M , +tel que

pour tout X ¢ DM il existe s(x) ¢ S vérifiant
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F(s(x)) + Hx—s(x)”p = sup (F(s) + HX—S”P)
S€ S

Si p>1,m=0 et X est strictement convexe, s(x) est unique, toute suite

maximisante converge fortement et 1l'application x - s(x) est continue sur DM .

REMARQUE 2.3. - DNous donnerons au cours de la démonstration la structure de
1'ensemble des s(x) (pour tous p et m) ainsi obtenus. Signalons que ce théo-
réme peut s'étendre aisément & des fonctions de la norme plus générales que £ - gp ’

vérifiant les hypothéses données dans Baranger et Temam [11.

DﬁMONSTRATION ) THECREME. - L'espace X est réflexif, donc S.D.S. d'aprés
Troyanski [1].
Nous pouvons supposer F £ - o , et par translation Oe¢ M . Soit f 1'appli-

cation définie sur X par £(x) = sup (F(s) + “x—snp) . lLa restriction de f
Se B

a M (espace S.D.S.) est partout définie, convexe, s.c.i. sur M , donc continue

sur M , donc Fréchet différentiable sur un sous-ensemble DM ’ Gé dense dans M ,

et l'application x - Vf(x) est continue de D, dans M' ,

M
Soit s, une suite minimisante quelconque pour tout € 5 0 il existe n(e) tel

e

que, pour tout n = n(e) .
P(s,) + ||x-s ||® = £(x) ~ ¢

dfou pour tout =z ¢ M

f(z) = F(sn) + Hz»anp = f(x) + ”z_snnp - x~sﬂlp + €
Pour tout me¢ N ; soit z € X' el que ”an =1 .
(3) sl = < won s 2>

d'ou, pour tout ze¢ M ,

f(z) = £f(x) + < Z=X,y, > + ¢

avec
p-1

(4) Tn = BlEms,T ',

car pour tout 2z ¢ X

(5) N e e

Lésignons par N un supplémentaire (topologique) de M . Alors comme pour le théo-
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1 L
) —_ ] 1" 1 . i / !
réme 2.1, y =y' +y", , avec y' €M = NT et y'_ eM , ¥' ¢ éef(x)
Donc y' converge fortement vers vE(x) .
|
Puisque 'an =1 et S5 est borné, Y, est bornée. La projection sur M~ étant

continuf, y"n est bornée dans MJ' 3 nous pouvons extraire y"v convergeant vers
y"e M . Done y, oY = vE(x) + y" dans X' . Ia suite s, est bornée, nous
pouvons extraire s convergeant faiblement vers s = s(x) ¢ X .

D'apres (5)

lx=s® = [lx=s I® + < s = 8oy, > = Lin x5 || & [x-s)

B
dtou lim Hx—sp”p = Hx-s”p
ot 1in (x-s, | =ees]

L'espace X ayant la propriété des suites, il en résulte que Sp converge fortement

vers s (donc s ¢ S) et

\p) = F(s) + ||x-s]

f(x) = lim(F(sp) + Hx—spﬂp) = lig(F(sp) + ||x-s

donc s réalise la borne supérieure.

Nous pouvons préciser la structure de l'ensemble des s(x) ainsi obtenus : d'aprés

(2) et (4)

< x-5(x),y > = [x=s)]| 7]
ot Wil = Bllx-s )P

iésignons par J la multiapplication de dualité de X' dans X .

Mors s(x) e x - A J(y) , avec ye vf(x) + n*

et - si p=1 A > O quelcongue
- 81 ps>1 % est fonction de ¥

-

0 si y=20

Ay) = 4 "
1 — .
\TﬁﬂTd%gﬁ)p’1 si y#0

En particulier, dans le cas o X est strictement convexe, (J est une application

(¢continue)), et o m =0 ,

- s8i p=1 s(x) = x - M(vf(x)) appartient & une demi-droite contenant x
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- si p>1 s(x)=x- 3 vf(x))IJ(vf(x)) est unique et 1l'application
x - s(x) est coutinue sur DM = DX (comme composée des applications continues
vE et AJ) .
REMARQUE 2.4. - L'unicité résulte de la stricte convexité de l'application
P 1
£ - € pour p> .
Yoi1r un contre-exemple pour p = 1 dans Bidaut [5].

REMARQUE 2.5, - Nous retrouvons le résultat du corollaire 2.1 : X étant un espace

de Hilbert (identifié 3 son dual), et p=2 ,mz= 1 ,

s(x) = x - %:6 {(x - E£§21)+ U

dor.z s(x) appartient & une variété lindaire de dimension m .

iHEOREME 2.3. - (borne inférieure) Soit X un espace de Banach uniformément

c.rvexe, Soit T un fermé borné de X et F une application de S dans R ,

s,.1., minorée, soit p= 1 . Alors il existe un sous-ensemble D, Gé dense dans

X , tel gue pour tout xe¢ D , il existe s(x) € S vérifiant

F(s(x)) + Hx—s(x)“p= inf  (P(s) + Hx—sHP) .
se S

Si p>1, s(x) est unique, toute suite minimisante converge fortement, et 1l'ap-

piication x - s(x) est continue sur D .

wa démonstration de ce théordme reprend celle de Baranger [ 1] dans le cas r = 1
et se raméne au cas F = 0 en se placant dans X y R dans le cas p > 1 (voir
Bidaut [ :],.

REMARQUE 2.6. - Relativement & une variété linéaire fermée de X , de codimension

1 nous n'av.ns Jusqu'a présent obtenu de résultat analogue & celui du théoréme

2

s h

2.7 que aans le cas p=1,m=1 , ou dans le cas d'un espace de Hiltert,
p=2,ma1 (corollaire 2.1). Par ailleurs, nous ignorons si le théoréme peut

s'<-endre & des fonctions plus générales de la norme.

enfin le théoréme 2.3 est-il valable dans un espace réflexif ayant la propriété des
suites? Mous indiquons en appendice un résultat positif en ce sens : le théoreénme
d'raelstein [ Jest valable dans l'espace X =V x R© , ou V est uniformément

10 © oy .
cenvexe, R est muni d'une norme quelcongue, et X est norme par

1Cvs8)lIx = lIviiy + H§||Hm .
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Nous constatons que X n'est méme pas strictement convexe, mais est réflexif et a
la propriété des suites. Par contre Edelstein [3] a donné un contre exemple (avec
m = 1) dans le cas ot X est normé par |||(v,E)|]|| = sup (Hv“v,lgl) . Observons

que cet espace est réflexif mais n'a pas la propriété des suites.

REMARQUE 2.7 . - Le Théoréme 2.3. permet de donner des résultats d'existence "en

général" analogues & ceux du théoréme 1.1(resp. 1.2), relatifs & des fonctions "coft"

du type
Jg(y,V) = I(y,v) + ||£(y,v) - g||®
= [y + vG) + [|£,v) - 8P
avec pz1 , §e1¥33)
(zesp. I (y,v) = I(y,v) + Iv-c 15 avec pz1 , ¢¢153E)

sous des hypothéses convenables sur 7, et E .

APPENDICE, =
PROPOSITION. - Soit V wun espace de Banach uniformément convexe. Soit X , V R R
ol R® est muni d'une norme quelconque, et X est normé par Hx” = HVHV+H§” o
X R

pour tout x = (v,§) .

Soit S un fermé de X . Alors il existe un sous-ensemble D , dense dans

X , tel que pour tout xe¢ D il existe s ¢ S vérifiant

||x~s|| = inf |x~s'|| 5 (i.e. : x se projette sur §)
t

DEMONSTRATION. - DNous allons démontrer que pour tout £ ¢ R™ , 1l existe
I% , GS dense dans la variété linéaire H_ paralléle & V contenant g , tel
qﬁe tout point D_ se projette sur S ; d'ou résulte aussitdt la proposition.

Soit € ¢ R® . Soit Sy la projection de S sur V :

Sy={oeV[ENeR" , (9,M) € s} ;

et pour tout o ¢ Sv ’

soit %3 la "gsection de S par o"
m
s, = (N eR"(o,M) e s} .

Donc Sv et qj sont fermés.
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Soit F 1'application définie sur SV par :

F(o) = inf

€S

m-£il 5
R

Alors F est définie par un minimum : soit ﬂn € So_ une suite minimisante

Myl g = ¥

. il . m
donc T]n est bornée dans R , nhous pouvons extraire n, - T dans R . Donc

(c,'ﬂv) - (O’,n) dans X , et (csn) € 5, an""gllRm” ”ﬂ"gHRm *

d'ou Fc = l|1'|-g” a De plus F est s.c.i. pour la topologie forte de V
soient re R ,R et o € V tels que F(crn) sr et o o dams V . II existe

done Tln tel que

n o

M eS8 et rzPo)=| M€l
n R

z m N
Donc My est bornée dans R™ y nous extrayons T]V - T dans R . D'ou

(0,M,) = (o,M) dans X , domc (o,M) e S , et Hn\)*gH_RHﬁ Hn'-él}Rm .

D'ol r = H’n—gan .

Appliquons le théoréme 2.3. : l'espace V est uniformément convexe, donc il existe

DV s G6 dense dans V , tel que, pour tout v ¢ DV s 11 existe o ¢ SV tel que

lv=olly + F(s) inf (HV-G'HV + Flot))
cie SV

donc pour tout (¢',n') ¢ S

voliy + 7o) = [+l + 15|,

et puisque F est définie par un minimum, il existe T ¢ S (@gonc (9,M) € s)
o)

tel que

|v=c ||, + [ITM= = inf (lv=o ]| + Nl )
lv-olly + | §HRm Gt € s | lly ] e
D'oh pour tout x = (v,E) ¢ Dg = {(v,g)lv € Dy} » il existe s = (gsm) € S tel que

lowslly = ane_ - Jlaeell
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