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MATIÈRE PARFAITE EN RELATIVITÉ GÉNÉRALE

Jean-Marie SOURIAU

Séminaire JANET
(Mécanique analytique et Mécanique céleste)
3e année, 1959I~~49 n° 7 7 mai 1960

Cet exposé est extraite pour la plus grande partie~ de [7J.

A. Principes 0

On peut caractériser la relativité générale par l’axiomatique suivante (nous né-

gligeons ici les questions telles que celles sur les hypothèses de différentiabilité) : 4

(1) L’univers est une variété U de dimension 4 , munie d’un champ de tenseurs

gjk symétrique, hyperbolique normal.

(2) Chaque phénomène physique(numéroté J ) est un champ y doué d’une variance

déterminée (nous le repérerons par une variable vectorielle il possède
une "fonction f J telle que

soit une forme d’ordre 4 de U j invariante par changement de carteo.

(3) Quelle que soit la chaîne C de dimension 4 , l’intégrale

est stationnaire pour toute variation des ZJ et des gjk nulle au bord de C .

Remarquons que le champ gjk se distingue des "phénomènes" par deux points

importants: il intervient dans toutes les formes 03C9J ; ses dérivées partielles

n’interviennent pas dans le lagrangien. Cependant, il est assujetti à vérifier

le même principe variationnel que tous les phénomènes.

B. Théorèmes généraux. 0

Du champ on peut déduire une forme d’ordre 4, que nous désignerons

par vol , au J moyen de la formule connue ( /1B )

( ) Cette formule suppose que les changements de carte ont un jacobien positif9
donc que U est une variété orientée ; mais le caractère local de la théorie per-
met de mettre un signe ± devant le radicale et de se contenter de chaînes C

assez petites pour ne pas introduire de difficulté d’orientation.
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la forme attachée au phénomène numéro J pourra donc s’écrire

nous appelerons présence du phénomène le scalaire p J ainsi introduito

Dans une variation ô affectant seulement le tenseur ~. 9 on peut écrire
, ~k -

définissant aunsi un tenseur symétrique nous l’appelerons tenseur impul-

sion-énergie du phénomène considérée cette définition étant justifiée par le

théorème suivant ([6]~ [7]) 1

~ Les équations aux variations (par rapport à Zj ) entraînent les 4 équations

(7) 
de conservation 

= 0 .

Ce théorème fondamental est à rapprocher du théorème de Noether [4]~ bien qu’il
en diffère par certains détails (il y a notamment une équation de conservation

par phénomène, bien qu’il y ait un seul principe variationnel) ; il résulte de

l’invariance de la forme dans les changements de cartes infinitésimaux,

nuls au bord de C 0

En donnant une variation à gjk seul 9 le principe variationnel (3) entraîne

évidemment l’équation

qui peut sembler paradoxale ; elle va s’interpréter en considérant un phénomène

gravitation, dont le tenseur impulsion-énergie sera opposé à la somme des autres.

C. Gravitation.

Définissons la gravitation comme une connexion linéaire,, (nous la supposerons

ici symétrique, mais cette hypothèse est en fait superflue) ; la gravitation

est donc repérée par des symboles de Christoffel 0393 jkl ; sa présence est une

fonction des 0393 jkl et 0 0393 jkl , invariante changement de carte ; on

déduit aisément de cette condition que c’est une fonction des seuls tenseurs

~ et R~n  et ou’elle admet un développement limité autour de la gravitation
°jk T~m " ~ 

_ 

- 
-

nulle (caractérisée par l’identité R~ m ~0 )~ qui s’écrit i 
.
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R, jk désignant le tenseur de Ricci de la connexion, À et X deux constantes.

Si on limite l’ expression de la présence à ces deux premiers termes , on trouve,

pour le tenseur impulsion-énergie de la gravitation, l’expression : x

et comme équation aux variations par rapport aux F- l’équation

qui exprime que la connexion de gravitation coïncide avec la connexion riemanion-

ne déduite des g.. (il est remarquable que l’on ne trouve pas une équation aux
J .

dérivées partielles pour déterminer les I" ) ~ l’équation (8) s’écrit alors

la somme du second membre étant étendue aux phénomènes autres que la gravitation ;
on ’constate que les axiomes (1), (2)~ (3), et la réduction de la présence de la

gravitation aux deux premiers termes conduit à l’énoncé exact de la gravifique
d’Einstein, si l’on identifie X avec la constante de la gravitation et À avec

la constante cosmologique ; de plusy cette équation confirme l’interprétation à
donner au tenseur Ejk des autres phénomènes.

Do Matière parfaite : géométrie et cinématique.

Nous définirons la "matière parfaite" comme étant un phénomène dont le champ,
invariant par changement de carte, prend ses valeurs dans une variété V 3 de

dimension 3 0

Dans une région de U où la matière est présente, nous pourrons faire corres-

pondre à chaque point P un point M de v 9 que nous considérerons comme une

"molécule" ; l’état et le mouvement de la matière sont9 par définition, caracté-

risés par la fonction $ telle que
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Nous pourrons choisir des coordonnées locales q pour V 3 ( ~ ~ et tous
indices grecs = 1 , 2 , 3) 0

L’équation M = Cte définira, en générale une courbe de U ~ qui s’interprète
comme la trajectoire d’espace-temps de la molécule M ; j nous l’appellerons lige
de courant o

Soit u une forme d’ordre 3 , non nulle, choisie arbitrairement sur V3 .
L’image réciproque de u par ~ est une forme y d’ordre 3 , définie sur U

par

on peut la caractériser par le quadrivecteur axial J tel que

Il est clair que si 6P désigne un déplacement infinitésimal tangent à une

li gne de courant (6q E ô. q .ôx" = 0) ~ on aura
* *B .. _.

soit 
..p 

= 0 ~ cette relation exprime que les vecteurs J 

sont parallèles, donc que le vecteur J est en chaque point P de U tangent

à la ligne de courant passant par F ~ nous appellerons J vecteur courant de

matière } son f lux à travers une hypersurf ace de U coupant un tube de matière

est égal à l’intégrale de la forme u dans la région correspondante de V3; il
est donc nécessairement conservatif~ ce qui s’écrit

Si l’on change le choix de la forme u 9 le vecteur J est multiplié par un sca-

laire, le même en tous les points d’une ligne de courant j cette transformation

conserve, bien entendu, la relation div(J) = 0 6

Soit maintenant P un point de U ; nous pouvons définir, au point M = 4S(P) ,
l’image par  du tenseur contravariant ° c’est un tenseur contravariant

symétrique y , dont les composantes sont définies par

et que nous appellerons conformation de la matière au point P 0

Le tenseur y est défini sur l’espace vectoriel tangent à V3’ au point M;
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mais il dépend en général du choix du point P sur la ligne de courant de FI j
dans le cas particulier où il ne dépend que de M , on dira que la matière est

rigide o En générale la variation de ce tenseur définira la déformation de la ma-

tière, au voisinage de la molécule M 9 pendant le mouvement.

On vérifie aisément que le déterminant des y ’ est nul lorsque le vecteur J

est isotrope (quand la matière va à la vitesse de la lumière)? et dans ce cas

seulement que le tenseur y est déf ini, négatif si J est un vecteur de temps,

hyperbolique normal si J est un vecteur d’espace (on adopte la signature
+--- pour U ;. Si J n’est pas isotrope, on peut inverser la matrice 

et définir ainsi un tenseur covariant y~ sur on vérifie que le tenseur

de U t

est le projecteur orthogonal parallèle au vecteur J . 

Eo o Matière parfaite ; présence ot équations . 0

Les axiomes propo sé s indiquent que la présence de la matière parf aite en un

point P est fonction des valeurs en ce point des 
, 

q et q 9 et
invariante par changement de carte. Cette dernière hypothèse permet de montrer

qu’elle ne dépend des gjk et des ô. q que par l’intermédiaire du tenseur

de conformation 
~ 

’ 

~ 20142014201420142014

Inversement, il est ’clair que toute expression ~

est une fonction invariante par changement de carte de U, et peut donc a priori

être prise comme expression de la présence  les différents choix de la fonction

f correspondront aux diverses espèces de matières.

On peut différentier la relation (19) ce qui fait apparaître un covectcur b
et un tenseur covariant symétrique a03BB  (de V3) , tels que

~-- ~

et à l’aide desquels on peut écrire les équations aux variations.

Mais il sera plus instructif d’écrire les équations de conservation) déduites

du théorème (7) J nous aurons d’ailleurs des équations surabondantes, puisqu’il
y a toujours 4 équations de conservation, et, dans le cas de la matière parfaite~
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3 équations aux variations (correspondant aux variables ql, q 9 q ).
Les formules (6) et (20) donnent immédiatement le tenseur impulsion-énorgie

de la matière parfaite, soit

le deuxième terme de cette différence est l’image réciproque par ~ du tenseur

covariant a. ; c’est un tenseur de rang maximum 3 , dont le noyau est cons-

titué par les vecteurs tangents à la ligne de courant passant par P ; 9 par suite,

le tenseur impulsion-énergie de la matière parfaite admet le vecteur courant
comme vecteur propre, la valeur propre correspondante étant égale à la présence p 0

Nous définirons le fluide parfait" comme étant une matière parfaite dont la

présence ne dépend de la conformation (cfo (19)) que par son déterminant - 03C3 :

la formule connue

donne alors, grâce à (21)

soit encore, d’après (13),

P.k étant le projecteur orthogonal parallèle à J 3 cette formule~ jointe aux

formules = 0 , v. 
. 

= 0 a constitue le point de départ de la théorie
J J 

_ 

-

des fluides parfaits relativistes ([2J~ [3J) ; on interprète p comme la den-

sité propre du fluide, quant à la pression propre , elle vaut 203C3  p , °

L’élimination de la variable o entre l’expression de la densité et celle de

la pression conduit à une équation dl état du fluide 3 qui est on général fonc-

tion de la molécule considérée ; le fluide sera holonome (au sens de LICHNERCWICZ)

si cette équation d’état n’en dépend pas. On pourra, dans ce cas, exprimer le

lagrangien au moyen du vecteur courant (on montre en effet par un choix

convenable de la forme u de on a o = gkt Jk Jt) ; en remplaçant les

variables q par les variables liées par la relation de conservation

div(J) = 0 , on sait a priori que l’on trouvera une classe particulière de mou-

vements du fluide (puisque la condition de nullité do ÓJ au bord de la chaîne
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C n’y entraine pas ÓqÀ = 0 ) ~ ° le calcul montre que l’on obtient ainsi les mou-

vements irrotationnels, tels que les a ,définis LICHNEROWICZ ([2]y [3J).

Le cas "matière pure" (ou "poussière") s’ obtiendra en annulant la, pression pro-

pre ; d’où l’équation p = 0 S et l’expression de la présence

Ce cas est important parce qu’il se prête aux vérifications astronomiques (en
assimilant les planètes à des molécules de poussière dans le champ de gravitation
du Soleil) i les lignes de courant sont en effet les géodésiques au champ g;k 0

Si nous écrivons, ce qui est loisible, la présence d’une matière pure sous la

forme

w étant une fonction arbi traire de q et de la conformation y~~ 9 et si nous

faisons l’approximation de la relativité restreinte~ en donnant à la matrice des

gik la valeur 
r .. 

.

on obtient une théorie restreinte de la matière parfaite~ qui s’interprétera
physiquement en faisantlc passage à la limite c - On obtient le système

d’équations

où l’on reconnaît l’équation de continuité, l’équation d’Euler et l’équation de

conservation de l’ énergie d’un milieu élastique $ on obtient aussi les équations
donnant la contrainte en fonction de la déformation (par l’intermédiaire de

la densité d’énergie élastique 

Ainsi la théorie classique de l’élasticité peut être considérée, dans tous ses

détails} comme une approximation non relativiste de la théorie de la matière par-
faite (la seule hypothèse supplémentaire étant la petitesse des efforts internes,
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puisque le terme prépondérant de la présence (27) est celui d’une poussière ) o

Remarquons que les hypothèses à la base de la présente théorie sont moins nom-
breuses que celles qui fondent la théorie classique de l’élasticité (conservation
de la masse; équation fondamentale de la dynamique ; existence d’une densité

d’énergie élastique, fonction de la déformation et de la molécule, et invariante

par déplacement ; La relativité générale apparaît donc comme un cadre na-
turel pour cette théorie.

Il est intéressant de considérer des exemples de matière parfaite affranchis

de l’hypothèse des petits efforts. o Ainsi, si l’on pose â

b et étant des constantes, on définit une matière parfaite dont les équa-
tions aux variations sont

si bien que les ébranlements de ce ailieu, aussi bien transversaux que longitudi-

naux, se propagent avec la vitesse de la lumièreo Sur l’écoulement schématisé

par la figure, les lignes de courant sont des

cercles concentriques j il y a donc création

ou annihilation simultanée de matière et

d’antimatière 9 avec une vitesse infinie, de

, part et d’autre du olan x = 0 ~ et cependant
le tenseur impulsion-énergie reste partout
continuo 0 Bien que cet exemple soit très sché-

matique, il rappelle certains faits oxpérimen-
tauxo 0

Fo Interactions éle ctromagnétiques.

Indiquons rapidement les résultats exposés dans [7] : le phénomène "lumière"

peut être défini comme un champ d~e povecteurs A. 2 ° on montre alors que sa
J

présence est de la forme

et que 1"obscurité"’ À~ * 0 est nécessairement solution des équations aux va-

riationso Un développement limité au voisinage de cette solution fournit les

équations de la "particule de spin 1 avec un t enseur impulsion-énergie

( ) Un champ de vecteurs AJ 
. 

n’admettrait que la solution nullc o
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proposé par Louis de BROGLIE o

Dans le cas particulier où p ne dépend que des 0, A w Ôk A, et des g.~
(invariance de jauge), on retrouve les équations de Maxwell dans le vide, avec

le tenseur impulsion-énergie classique correspondant. 0

Pour traiter la matière électrisée (mais non conductrice), il suffit d’ajouter
à la présence Pmat de la matière et à celle Plum de la lumière, un terme

d’interaction

A. étant le covecteur lumière (potentiel électromagnétique), Jj le vecteur

courant de matière (défini ci-dessus en (15)), et (p(q ) une fonction arbitraire

de la molécule, qui définira la répartition des charges électriques sur la ma-

tière.

On obtient ainsi tous les faits observés en électromagnétique classique i champ

électrique et champ magnétique créés par les charges en mouvement) rapport des

unités, action mécanique des forces électromagnétiques sur la matière.

On peut remarquer que la forme associée au terme d’interaction~ soit

est le produit extérieur de la forme Aj et de la forme p(qÀ) comme cette

forme ne dépend pas du tenseur le terme d’impulsion-énergie correspondant

sera nul (ci-dessus, (6)) 0 Ainsi.,bien que la présence 
+ + doive

être considérée globalement comme la présence du phénomène matière-lumière, et

que seul-son tenseur impulsion-énergie global soit conservatif, celui-ci est

cependant la somme d’un terme matériel et d’un terme électro-magnétique . o En

d’autres termes, l’interaction échange de l’impulsion et de l’énergie entre

matière et lumière (accélérateurs de particules), sans en posséder personnelle-

ment 0 .

Go Conclusions et anticipations~ .

Bien qu’elle permette d’expliquer, avec peu d’hypothèses, un grand nombre de

faits expérimentaux (existence et conservation de l’énergie et de l’impulsion ;

mécanique rationnelle ; gravitation j électromagnétisme), la présente axiomatique

de la relativité générale ne doit être considérée que comme une approximation 9

ainsi, il est bien certain qu’une description, même macroscopique, de la matière


