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Séminaire JANET 10=01
(Mécanique analvtique ot Mécanique céleste)
4o ennde, 1960/61, n° 10 27 mai 1%1

OIDES MONOCHROMATIQUES ET EFFET DUPPLER EN’RELATIVITé GﬁNéRALE

per André AVEZ

INTRODUCTIONs = Dans le présent, la théoric d'un effet aussi osscenticl 2 la cons=
truction de modéles d'univers que 1'effet DSppler do gravitation, n'a pas cncore

été faite on un langage adéquat de théorie des ondess

Pratiquement, lc calcul de la vitesse de récession dos galaxics, & partir des

fréquences obscrvées, cst effoctuée via la formulc ¢

ob v et V' sont les fréquences respectivemont assocides & lﬁ sourcc ct a l'obscre=
vateur, v la vitesse de l'observateur por rapporb & un rcpére 1ié 3 la source,

v, sa vitosse radicale dens lo mbme repérc. Mais cotte formule postule le rclas
tivité restreinto. Lacorradiction entre le cadre postulé pour conduirc les calculs

ct le modéle d'univers, non Minkowskien, qu'on on déduit pour les interpréter,

nous scmble unc grave faute épistémologiquoe. La notion esscnticlle 3 1'cffct Doppler,
en relativité restreinte, cst cclle d'onde plane monochromotiquees Cotte notion n'a
plus cours on relativité généralec puisqu'cllc supposc l'existence de repdros galiléens
globauxe La promiére partic de ce travail vise 2 lui conserver un sens on relativité

générale, on transposant dans cctte théoric 1l'éguation do Gordon-Klcine

gt 1'ospaco=temps schématise un fluide perfait = champ éleoctromagnédtique, la sc=
conde pertic montre que cele impose des restrictions au vectour quadrifréquence,

qui. vérific un systéme différenticl du premicr ordre.

La troisiéme partie foit lo lien cntre notrc définition des ondes monochrometiques
et les définitions proposées par LICHWEROWICZ ot BEL. Lnparticulisp, toute onde

monochromatiquo correspond & un cas II ou III dc Bel.

L'existenco d'ondes monochromatiques sur un espacc = temps implique des propriétés
topologiques globales de cet espzce = tempse Nous los étudions dans uno quatriéme
partic ol nous montrons aussi dans quelle mosurc un cas IIb ou III dc Bel cst mono=

- chromatiques
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Dens une derniére pertic nous formulons le probléme de l'effot DSppler 2 1'aide
des notions précédentese. Bous indiquons aussi un cffet de "vieillissemont" des
fréquences, cffet proprement gravitationnol ot qui, & notre connaissance, n'a

jemeis été signalé,

WOTATICNS employéess = Nous les cmpruntons & LICHMEROWIOZ {5].

Néanmoins, rappclons qu'un cspacc = temps V4 cst une variété d quatre dimen=
sions munie d'une métrique hyperbolique normale Bua de classc 04 o Si 'Rdﬁ

désigne le tenseur de Ricel do Vy » los équations d'Einstein s'écrivent

= 1 A 1
Rctﬁ - X‘(Tap -5 gOLﬁ T)\] -7 k'gaﬁ

ol x ‘-est unc constantc, Ta le tenscur irpulsion = éncrgicy, k la constante

cosmologiqucs En schéma fluide parfait e champ électromegnétique

Rop = xL(p +p) u, Ug ~ % gap(P - ») +7]L: Cap LW - Fop FEJ - % k&yp

4

oi ¢ P est la densité de matiére, p lco pression, u, lc vectour vitesse

uniteire généralisé, F lc tenseur champ éloctromegnétiquose

op
Précisons cnfin, que les nombres placés au-dessus de la ligne ontre parcnthéscs
renvoicnt & des notes cn bas do la page, ot quo les nombres cnire cprochots ren=

N
b3

voient & la bibliographics

1. Définition des ondes monochromatiques.

Lt*équation de Gordon=Klein dec la rclabivité rostreinte s'éerit, pour unc parti-

cule de spin p (}) ot de messe nulle :

(1) B9y .. o w0 =0

ol &, est lc dalembortien, ¢ ,,q o tenscur antisymétrique d'ordrc p 5 U
> 1. [ ]

s

une fonction & valcurs réclless

Tn relotivité générale, nous prondrons porur équation de Gordon=Klein d'unc pare

ticule de spin p et de masso nulle ¢

1 ¢ . P
() Pour n=1 s cette cquation déerit un photon 3 pour p =2 , un graviton,



1003

() A(Pet?) = 0

ot A=4dd+ & ost 1'opéreteur de Ge do Rham (voir [4], p. 183), P unc p~formo
définie sur V, s & valeurs récllos, U wunc fonction définic sur V, , & valours

réollese

L'ospace tangent en x € V. est un cspace de Minkowskys Rapportons-lc & un
systéme d'axos orthonormés qui joue le r8lo do ropéro de Galilde. L'équation (2)
induit sur cet cspace tongent une équation de Gordon=Klein (1). Lféquation (1) cone=-
tituc done unc approximstion de reletivité restrointe de 1'équetion (2), cc qui

justific notre d-finition,

Rappelons qu'cn relativité restreinte on appelle solutions planes monochromatiques

de (1), les solutions ol ¢ Pq, o = constante 3 de tello sorte que

l‘..

En relativité générale, nous prendrons cette propriété pour définition @

DEFINITION 1. - Une onde assogiée 2 un corpuscule sera ditc monochromatique si

sa fonction d'onde U vérifie ¢

.

Aelu =0 .

THéORﬁME 1. = Pour que Pelu déerive unc onde monochromatique, il faut ot il

suffit que ¢

k Uovk P, . =0 .
Jlooon

AP':O’b
En particulier, il suffit que

.P. =0 .
vk Jlotojp

DEMONSTRATION. = Evaluons les composantes do A(Pe™") ¢
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. =-\7kV P oOi‘%
:| UL

[A(Pelu)]j «
1... p [ XX ]
kiznvoi

1 r L iu iu
¥ m st-.Cij Lvo vk(PiPooiip‘e ) - vk VO(Pg-ztcbip.e )] ¢

~

‘4

Tous calculs faits, il vient ¢

o dn iu iu k iu
A(P = . . .+ AcTLP. - 20 WV, P .
(a(Pe )]jl"'j (z] (AP)Jl"'Jp + Ae PJL"'jp e Vk jl"'J

P b

iu . . . s
Comme A(Pe™") = 0 , en égalent & zéro les partics réclle et imeginairo, on treuve

- k -
AP - O ] a U.Vk Pj]....jp -— O

Cos doux derni®res rclations sont évidemmont vérifides si P ost & dérivée

covarianbtec nullee

THHORMME 2, =~ Lo fonction d'onde U , d'unc ondc monochromatique, vérific @

Ai U=0, A U=0j; ol

_ op | _ ap
b U=¢g" 3 U 4T, b,B=g VaaﬁU .
DIEMONSTRATION,
Ne™ = w Vg(ielu'ba U) = elu[Al U - iﬂz U] =0 .
Dol

5, U=0, & U=0 .

Ltéquation &, U =0 n'est autre que 1'équation de Hemilton-Jacobie

1
Por suite d'analogics évidentes pvee la reletivité restrointe (voir [3]) intro=-

duisons les définitions suivantos ¢

¢

- Surfoces d'onde ¢ Les variétds a trois dimensions d'équation : U = .constentes
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= Veeteur quadrifréquence ¢ Le vecteur Oq = ba U W

D'aprds lc théoréme 2, 9, ost caractéristieé par ¢
a
9 9, =0, 3, U=g, , Vg=0 .

Ce vecteur d3finit donc une Li-forme homologuc & zéro, coferméo ot isotropee La
premiére situation est dus. 2 une définition purement locale de le notion d'onde ,

monochromatique. Pour des considérations globales nous nous bornerons & imposer ¢
v, cpﬁ'r: Vp ¢, 3 hypothésc plus faiblo que ¢, =3, U « D'ol la définition suivante =

Id .
DEFIMITION 2, = Une onde associde 2 un corpuscule sera ditc monochromatiquec si son
vectour quadrifréquence est fermé, coformé, ot isotrope.

Si on effectue la substitution U -+ f£(U) , o f cst unc fonction arbitreire,
sur la fonction d'ondo, los, surfaces 8 f£(U) = constante, coYncident avoc los sure

faces d'ondo. D'autre part ¢
b, £(U) = (fr)z A U=0
L u 1

b, f(U)—f'.AU+f L, U=0 .

Par conséquont f£(U) définit la mdme onde monochromatique que U o Unc ondo
monochramatigue locale est donc définic & unc fonction arbitraire prés. D'od le

définition ¢

~ Invariant d'unc onde ¢ Nous apnelons invariant d'unc pnde monochromatique tout

8tre ou toute propriété inveriante par la substitution : U = £(U) .

2.+ Structure dos ondes monochromatiquos on schéma fluide parfait = chemp électro-

magnétiques .
TIEIT fe=Si ¢ y définit uno L-forme fermée (v 9g = % (pa ot isotvopo

(cp 9 =0), ona s

si vaq)pv“q,p:o, alors

Vo 05 "% Vg *opVy
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od V, ost tel quo v* g, =0 o+ En particulior : V, " =0,

/{

4
DEMONSTRATION, = Pronons, en x € V

\ e _) P
, » un repéro orthonomé (Oa) :

Cpeey = L » 31.6’.1=—1 (i=1,2,3) .

On peut toujours choisir ce repére de tello sorte quo c—p’ soit dans lo plan
(oo ’ ) s ses projections sur les axps ayant. des mosuros algébriques positivos ou

nulles. aﬁ 9 g = 0 s'éerit alors ¢ ((po - ((pl =0, soit

(l) (‘Pl = (PO ®
2o s . a < a . ’
Per dérivetion do ¢ ¢, =0 , oh tiro ¢ Vp ¢, =0 soit ¢
(PO VO ‘Pp': ‘Pl v]. (P[3 ?
c'ost=a=dire, avec (1),
kz) v =V si ¢ #£0 .
1 (Pﬁ =0 (PB H o

Ceci posé, H =V, Qp vl (pﬁ s'éerit

Hs 2 g g, 0,0 = 2 g, 9))° - 5, v, - (%, o) = (T,

’

ctost=a=dire, avee (2),
M, 2 . 2
= =20, o) + (%))
)2

_ (Vz ‘Po)z - (v, ‘Po)2 + (Y, o, +G73(pl) *y (V ij)

Compte temu de (2) et do V 9 = V‘3 ¢, ¢

V=% %=V =" ’

u<}
=]

o
H

VO (p3=Vl (p3

1
w3l
)
~
.

dtou
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Supposons que H =0 , alors V, o) = O pour i, J =2 » Si dans le repérc

-5 o 2N
(ea) on considerc lo voctour Va de composantes

v =L _1 _ 1
() VO“Vl“Z'(p’gVo‘Po’ Vz‘?p‘gvo“’z’ V3‘cpovo“’3
ona ¢
(4) Va ‘Pﬁ = (P(X Vp + (Pﬁ Va H

conme lc montre 1'égalité des composentes dos doux mombrese

Do (3) on tire d'aillcurs $

At1 3

(o4
gp‘f’avp:“’ovl"“’lvo:o

par suite, do (4) ¢

THEORKME 3+ = IEn schéma fluide perfait = champ électromagnétique, il no

oxister d'onde monochromatique non triviele ((Poc £6) quo si:
p=0 ,} p=0, Py uet vecteur propre de Fap P
ot
a(Pﬁ=(PaV "“Pﬁva ’

a -
ob V., ost tcl quo V o, = 0.

pout

DlﬁIONSTRﬁTION. - L'idontité Rep ¢ = V' Vg 9= 35 ¥ @y s'dorit, puisquo

p-—O:

R(xﬁ (pa::Van Py, o
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Contractons lcs doux membres avec (p;3 s

Rap o 0P = oP & Vg 9 = v(oP Vg o) - v o Vg % .

(pﬁ vﬁ' "?a = (PB VOC (pB-'-'-O

ot (paq;.:O;

iis \V/ -
puisque V, (p‘3 Vp P 4

7% oP = T P
o Vg9, =V 0V, 0

puisque Voc cpp = VB 9y ? done ¢

@ oP a P
Raﬁcp ) +vaq>ﬁv " =0

compte tenu de 1'expression de R ap cn schéma fluide parfeit = champ éloctronse
gnétiquo, ot do gap cpa (PB =0
P ' o 2 . a __
(1) x(p + p)(w” )" = Ny Fap)] *Y “’ﬁva‘?p“o .
4

Dans lc membre de goucho ¢
' ,a 2
(2) (p+p)” )" 20

avec ¢gelitd sculcment e p=0, p =0, puisquo ua cpa;c-/ 0 on tont que produit

scalaire d'un vectour temporel ct d'un vectour isotropos D'outre part,
(3) o™ F )< 0
ap ~ H

puisque, pa Fap est orthogoncl au vecteur isobrope ¢, « Lt'égalité n'eost obtenuo
que si ¢
a

0 Fap = ?\..(pp .
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puisque deux vectours isotropes orthogonaux sont colinéairess Enfin, dtapres lo

lemme 1, puisque 9, cst fermé ot isotrope @

(4) Y gpﬁva@ﬁzo,

a

1tégalité n'étent obtenue que si

a —
Vacpﬁ—cpavﬁ-b(ppva, v (pa—-o .

Les rolations (L), (2), (3), (4) ontratnent 3
k +-)'(u°‘ )2~o‘ ﬁ(“F )-o' 7 0. & of =0
d'ol

. o . a
p=p=0, Fap(p ::Npp, VO(.‘Pﬁ::(PaV +(ppVa avee @ VO(.:O °

- I1 no pout donc oxistor. d'ondes monochromatiquos & l'intéricur de le matiérce Do
plus, si un schéma éloctrangétipeyer (ot non trivial @ Fop #£ 0 ) définit un état
do radiction électromsgnétique intrinséque (voir [2]), les royons d'une ondo mono=

chromatique coYncident avec los rayons électromagnétiquese

COROLLAIRE. - 81 V, o la significetion précitée, YV, oot V) v sont doux

invaricntse

DfMONSTRATION, = Localemont, 9, ost lo gradient de la fonetion do phase U e
Effuctuons sur cottc fongtion la substitution &t U - £(U) « Il cn résulte les

substitutions suivantcs ¢
: v o d
Vo 9p 7 V£t 9g) = I 9y g + £V, ¢ .

Mais, d'aprés lo théorémo 2,

qu’p:q’ocvp"'q’pva ’
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done
1L fn 1
Va (pp—)f‘ ({)a‘Q[V;3 '!‘-z--f—r(Pﬁ] +f'.(ppr:va+-2--iﬂ-(?a] PY

On a ainsi la substitubion 3

1 fn
V -')V +§-—“(Pa ’

dtol
vy vV v (V + E--T' ) = Va Vo ;
puisque
V(f" ("‘r) 0" g+ V7 gy = .
Do mlmo ¢

v2=vava+(va+-21-§¢a)(va+%—§@a)==V2 ’

. o o
puisque ¢ ¢, =9 Va =0 ,

. . . s 1s . o
Remerquong cnfin que l'invarient V2- ost négatif ou nul nuisque V  est ortho-

gonal au vecteur isotrope Py ®

ous allons maintcnant chercher les restrictions qufapporte & la métrique 1'emis-

tence d'une onde monochromatique non triviales

3e Conditions nécesscires d'oxistence d'unc onde monochromaticuc e

Nous avons vu au paragranhe précédent que l'oxistence d'unc onde monochrometique
non triviale inposait dos rostrictions au tonscur impulsion-énorgics HNous nous ple=
cerons donc dsfinitivement cn schémo élcctromegnétigue pur de telle sorte que les
dquations fondamentales soront @

. a
(&) Vo #g= @ Vg + 9gVq s V ¢y =0

) Reg = x[-;];- Bop iy ™ . FP] - %k, ap
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a
(c) Fape® = Aa¢p .
a
Fornules auxilinircse = Posons V2 = VOt Va eDec V ¢, = 0, on tire 3
a
VY(V (Pa) =0 4

En dévelompent ot on tonant compte do (&) @
D a V V = o= VZ. )
Contractons les doux membres de (B) avee (pa :
a 1 Mo a o
R = - F F - F F Lot uk
ap® =X % Ty ¢ Fop ThT - 0 '
Mois, d'cprés (C) ¢
o | 2 |
¢ Fang=Npp.Fg=-Npng=-7» g
done

(1) Rop 9 = ogX(F P, PMe®) Ltk

1]
o

D!'autre part, rcuisque \va Py

O
Rd.p' p =V Vp (pOL °
Ory, (A) ontraine alv g = V(x((p[3 vV, * 9 Vﬁ) « En développont, en tonant
conpte 2 nouveen de A ¢, =0 ctdo (A) s

o ' o a
Ryg 9 -(pﬁ(V2+VaV)+<p Vg s
Confronté avee (L), on tire ¢

(&) A =cp;3[x(zf-FMF"“+>\2)—xf“va—v2--zl-k] .

g
Lt'identité de Ricel

5
% Ty T Rage ¥
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s'éerit, compte tenu do (&) 3
R s & = vy (Tg 05 * Vg Py) = V(T #g * Vg 9y)
= (VY Vo = Yy VY) (pp + Vg VY 9 + vY Vﬁ.‘Pa
+ V() 0 = Yy #y) = @y VuVg = Vy Vo ¥p .
Mzis on utilisant & nouveau (4) ot A 9y = VY ?q ':
Rydpé (pa = (VY v, =V, vY) 95+ (VY Vg =Ty vﬁ) 0y = (va Vg - Vy vp) Py .

Finalemont, on posent dc fagon définitive

(F) on a |
R ¢0= (T, =T ) g,+p,T om0 T .
Yoo yao  Cay’ TR Ta Typ o Ty "af

Intorprétation de (E). = Cherchons le dérivec covariznte lc long d'un rayon d'un
vectour du plan (¢, ,Vp) :

Y v + v ) =up' V Y s - woY v
9" Vy(upg + Vo) =ugl Vy gp+ ¢ @7 Oy utvel VYV

- Y
Y p+vp(9 6 v .

Y

Or .(pY V.gp,=0 ot, d'aprés (E), cpY.V V., cst colinécirc & 95 1 done
¢! v (ucpB + va)- ost dans le vlan (g, ’Vﬁ) « Autroment dit, co plan sc dénlaco
paralldlomont & Iui=mdmo lc long d'un rayon. Los substitutions qui résultent d'un
changement do fonction d- phase U ¢

L £n
P 2 E'e0q s Vo 2 Vg 37T 9 ’
montrent que ce plan est un invariante
Reppelons que BEL ([2] pe 29-31) a introduit la nototion ¢

_ 1 yd
¥ Rapna 77 Moo ™ w
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ol naﬁYé cst la 4=formo élément de volume de V4 dans la métrique Bap *

LEIMME 2, = En schéma chemp éléctromagnétique pur, lc voctour quadrifércnce Py
d'unc onde monochromatique vérifie

o o _ N
Rvaﬁé"? P oty 9

ct o ot b sont dos scalairese

DEMONSTRATION, = Puisque ¢ ¢, =0 , (F) ontraine
' o a D a a
R, = (T =T -T
(1) yaps ¢ ¢ = (g ay) 9 = Tap ¥ %y *

Mais , (T
déduit

il

) ‘_ .
QY) 0 CVY v, =V, VY) ¢~ 3 compto tonu do (B) ot (E) on en

() (g =Ty) o =eo G, PFeR) o Py it

. Dlautre part, Ta ¢a = (V& Vp - Vb Va) @a 3 comptc tenu de Va ¢a =0 ot deo
(E), on on déduit ¢

(3) q)a = (pp[)((%'-_- F)\.p FA"J' + }‘,2) - Va VOL - V2 - %‘- k] .

Taﬁ
Si on a posé

a-z\7°‘v +V - Zx(z-mli'}””-l-}\z)-l-k ,

lce rclations (l), (2), (3) entrainent ¢

o a _ .
RYap& ' ? = "PB (PY o

J
Evaluons

~ q
* Rapm (PB (P,Nl 2‘ naﬁYé Y M(Pﬁ ‘P}'l .
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Dtaprés (F) ¢
R B H= L [(TYE’;.T(SY) + 6TY ..(pYTE)] p
¥ apap P9 T T Napyd Pp TP A Al @
c'cst=a=dire, a causc de l'antisymétric de Nogyd *

B M= Yo S nY 7 oP
* Raﬁ}\p o= T'lapy5[T oy +o T )\] P .

Mais ”apyé (p6 tpﬁ =0 , donc ¢

coci nous am2ne i évalueor les composcntes de

~ Yd B
XQ. = TlapYé T ¢

cherchong cos composcontes dens le ropéro utilisé 3 propos du lemme 1, c'est=a=-dirc

tel que ¢
=9, B =020, ot==o , =0 .
Caleul de Xy o
%o ’;'WOpyé V0 P - N01yd TV gt = - M01y5 ™y e

Calcul do ,Xl .

I1 on résulte ¢

(5) =% .

Calcul do X2 .



= Yo B Yé 0 Yo 1 _ Yo
Xy =Moges T 9 STooys T 0 tppe T = (poys T~ Magye

713 31

_ * 03
= (Mooy3 T *Ma031 T = Ma103 T ~ = M2130

Dens le repere choisi, Mogs = * 1 , done

oy 13 .31 03 30y _

(6) % =op(rP =t 1 w1 ) = gg(ry g = Ty =Ty ) e
Calcul do X3:

TYS

= Yo B - ys 0 Yo 1 _ . Yo _
X3 T‘prbT ? ""130be o9 +T13LY5T ¢ = ("130Y5T M31v6 )‘PO

. 2 21 02 20y _, .12 .21 02 , .20y
dtol
% Xy =9p(= Ty +Tpy *Tp = To)

‘

Los: relations (6) ot (7) conduisent 2 évaluer $

Tyo = T3y

Mais, comptc tenu de o vV, =0 otdo (D)

a_ , a_ o __j
TYacp ..(vyva..VaVY)(p =¢ VYVa— V2.(pY .
Dans lc ropéro choisi, ¢, = 93 = 0 , done ¢
T oo* =T 0 +T Loy (v, -T7,)=0
209 T 20 ? 21 9 = %V20 " t21
T, =T ch+T ot = ¢ (T, =T.)=0 .
3a P 30 31 0°730 ~ 31

Soit ¢

(8) TZO-T21=O’ TBO-T31=0 .
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D'autre part, puisque v ¢y = 0
o 'OL‘ o}
Toy 9 _(vavY-vavY)v =9 Y, Vy

qui cst proportionnol a 9y 2 d'aprés (E), donc @

a 0 1 ; -
T ® =Tgy @ + T ¢ =04(Tgy =Tpp) =0
a3‘P 03“’ *TLB“’ “‘PO(TOB T,3) =0 )
soit
(9) Top = Tip =05 Tg3=Ty3=0 .

Les formules (6), (7), (8), (9) montrent quo

X2=-"X3=0 .

Joint 2 X1 =X cola, prouve quo X, est proportionncl & P On a done

bicn, compte tenu de (4)

B

/ \ .
THEOREME 4, = Un cspace = temps extéricur ne.peut porter d'ondes monodromctiques
que s'il corrospond & un cas II ou III do BEL ([2], pe 60).

DEMONSTRATION, = Elle résulto du lomme précédont ¢t de co que, dans lo vido,

*Bg, = ﬁ .

Ainsi, dons le vide, il n'existe eon général on chaque point, quo doux dircctions
do propagation pour unc énde monochromatiquos. Ccllos=la mémo qui correspond aux
rayons grovitctionnels des cas IIb et III de Bole Les reyons dlunc onde monochromece

tiquo colncidont done avee les rayons gravitationnelss

Réeiproquemcnt, lecs rayons d'un cas IIb ou III de Bel no correspondont pas, on

général, a une radietion monochromatique.



10-17

Montrons, & titre d'cxemple, quo les rediations monochromatiques corrcspondant

a un cas IIIb de Bel, nc constituent pos le cos IIIb lo plus général,

'

LEMME 3. = Si q;a ost un voctour non nul et nyoc un tenseur dtordrec 2 3

- I + 11 “T ¢ =0
(Mg = T ¥+ Tyt = Tg ¥y
entraine
nYﬁ:: h\l}Y tpﬁ ’ h = scalaire .
. . 8
DIMONSTRATION. = Si XP ost un vechour arbitreiro tel quo X ¥, #0 , posons

N

L = JP—)?— « En contractent par X;3 les deux membres de ¢

A | |
(1) (Mg = T) ¥ * Tyt = Tgety =0 5
il vient

Mg = Ty + LY Yy =Ty ¥ .

Multiplions los doux membres de cetbte derniére relation per q;p s ot rctranchons

nembre & membres do (l) H

( p"L q’ﬁ)q’a"( “La\pﬁ)q}Y ’

I1 cxisto donc un veetour M, tcl que ¢
=L + M
p Vp q} *
Portons cotte valour dens 1'égalité qui définit LY :

P
IPYQMB X - O *

or, ¢ #0,ct iP nlest astroint qu'a lo condition XP 4 #0 5 done My =0 .
Aingi, I, , =L
» Ty =2y ¥p o
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’

Portons dans (1) ot simplifions par , qui n'ost pas nul ¢

L -L, Y, =0, soit L, =hy .

y Yo = Lo Yy

7

En résumé ¢
= .
yp = Yy 5

R 4 2 re Ky ~ e
TITOREME 5, = Dans un cspacc = tomps extéricur, le vectour quedrlfréquence d'une
onde monochromatique corrcspondont & un cas IIIb de Bel, définit un chemp do dircc=
tions paralléles,

DIONSTRATION, =.D'aprés LICHNEROWICZ (cf. BEL [2]), lo cas III, ost carectérisé
*
por Ra A ?a =0, Rap @a = 0 ; ol la scconde relation cst surabondante puisguc
Rap =0 . La premiére de cos reletions ct la formule (F) entroinent @

(Tye = Toy) 9p * 90 Typ = Py Tap = © '

‘

1. “ s 2 — . t rat eeDed . 2 A °
Dtaprés lc lemme précédent, Tya = h@Y Py 5 C ost-a~dirc cn oxplicitaont TYa H
(L) VY VOL=VY VOL+h(pY P, N

Cormo V™ g = ¢a Py = 0 , on cn déduit ¢ wa V& Va = 0 ¢ La formule (D) cntrafno
alors V2 =0,

Lo vecteour V& cst done isotropc et orthogonsl au vecteur isotrope ¢ s 1 hid ost

done colinéaire

vV, = %wa .

Portons cette valeur dans (1), et tenons compte de
Va<Pf3=<Pan+(PpVa=2NPa<Pp ’

il vient ¢

?\. — - )\.2 °
Sy (h ) 9y
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Comme WY est un gradient local, on tire ¢

Py

=3, U, A=F(), n=Fy + P,
od T est une fonction arbitraire de U o Ainsi, localement, V, @p = 229, QB
s'écrit

kz) V, 0, U= 25(U) o UBB U .

P
Montrons qu'on peut effectuer un changement de fonction de phase U » £(U) , de

telle sorte que Va d, £(U) = O . Dans un tel changement, on a la substitution

B
VaapU"Va(f' bﬁU)=f"6aU6pU+f'V&aﬁ U ’
soit, avec (R) @
v, ap £(U) = (£" + 2f' F) Oy prU .

‘

Si on choisit f telle que

f? oxp[= 2 /F(U) du] s

il

on a bien
vaa £f(U) =0 .

Il existe done un choix de la fonction de phase pour lequel le vecteur isotrope
Pq est & dérivée covariante nulle. Les espaces =~ temps portant un tel champ vec~
toriel ont été détrrminds per ROBINSON dans un travail non publié,

Le lemme 3 permet la détermination des espaces = temps & courbure constante
nortent une onde monochromatique. On obtient encore des limitations pour ces

espaces $

’ \ .
THEOREME 6. = Si un espace - temps & courbure constante porte des ondes monochro=~

matiques,
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R
v v ——
y B 12 Eyp

+V V_ +h
y g Wy 7

ol R est le scalaire de courbure, h wun scalaire.

En particulier, R >0 ,

¢

DEMOISTRATION, = Le tenseur de Riemann s'écrit ¢
Ry = o '(g 85, = 8a, 5. .
Yapd = T2 ‘py Boa T Cpa Soy
compte tenu de la relation (F), on obtient
R ’ _ ’ .
T (Pa By = Oy Bop) = (yo = Toy) ¥p* talyp = Oy Top
o o LR,
Ce qui s'cerit, en posant Hap = Taﬁ -1 gap H

.
-na)=o .

N - I _+ o (I
%o Typ = 9y Thg* 96y = Ty

Le le me 3 entraine II

= h et, en explicitant la valeur de 1II . ¢
yp Py Pp 2 % OB ERP Yp

R
V V.=V V. 4 e + h -
Yy By B IZ8&pT Wy ¥

Puisque VY 9y = LpY 9y = 0 , on en déduit

P -
(Pvaﬁ_o .

D'aprés la relation (D), (pp VY Vp = - V2 LpY s done

V2 _ R
-— . -1—20 'Y

Mais, puisque V, est orthogonal au vecteur isotrope ¢, , V‘2 < 0 ; done
R>0 .

Motons que l'existence d'ondes monochromatiques implique quton soit en schéma
champ électromagnétique purs Comme la courbure est constante, l'espace ~ temps est
un espace d'Einstein, il en résulte aisément Fa =0 o Aingi, les seuls espaces =~
teaps & courbure constinte admettant une onde monochromatique sont les espaces =

temps vides & constante cosmologique négative ou nulles
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Dans le prochain paragraphe, nous allons montrer que l'existence d'ondes mono-
chromatiques implique des restrictions non seulement locales mais globales. Des

hypotheses tonologiques nous permettront de donner une réciprooue au théoréme 3e

6+ Propridtés globales des espaces = temps porteurs d'ondes monochromatiguos e

Les espaces = temps de ce paragraphe seront supposés comnacts et orientabless
En particulier, ils pourront 8tre périodiques dans le sens ol nous l'avons défini

dans une note aux compte rendus [1]e

TTEORDME 7« = Si un espace = tomps compact, orientable V4 déerit un schéma
fluide parfait = champ électromagnétique, et s'il porte une onde monochromatique
non triviale, le vecteur quadrifréquence ne peut &tre homologue & zéro ( @a;! qxli
sur tout V, )e

DIMONSTRATION, = Supposons que le vecteur Py soit homologue & zéro, c'est=i=dire
so réduise 2 un gradient ba U sur toute la variété V4 « 5i on désigne par E
le sous~ensemble de V4 sur lequel bch =0, E nfest pas vides En effety, U
atteint ses extréma sur V4 compact ot, aux points ou ils sont atteints baII=:0 0

Puisque aa U est continuy, E est un ensemble fermé. Si nous montrons que E
est un ensemble ouvert, la connexité de V4 entreinera V4 =E , clest~a~dire

¢a== d U=0 . cela ontraltnera done une contradiction avee ¢, nHon trivial®,
a

Soit Xy € E ; considérons un géodésique issue de Xy ¢ 81 elle n'est pas isotrope,
nous la paramétrons par son arc s , ot nous désignons son vectecur unitaire tangent

par y* o D'aprés le théortme 3
= +
done
o {3 =2 ﬁ u‘V
LA (v ¢p)(v q) .
Mais vV y =0 s donc
a B

a-d;(vﬁ tpp) =26P cpﬁ)(va V) .
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Lveec dos notations évidentes, on en tire @
P o) = (0P o) x 5 (0
(1) (v cpﬁ)s—- (v tpﬁ)xooepo /O (v Va) ds .

Puisque Xy € E, (¢ ) Xy = 0 , donc (v wp) s=0, 51 la geode31que utilisée
eut oricntée dans le temps, Cette derniére relation entralne, avce v Va 1 ot
¢ 9, =0 » (g s =0

S + ”~ - ~ 2,

Digignons par Cx lc cone ¢du futur de x , par Cx son cone du passé, on a

démontré, avec ces notations ¢

+ -3
xer = CX UCXOCE .

0

Munissons V, d'une distence compatible avec sa topologice On sait qu'a tout

4
point y de U4 on peut associocr un nombre positif %y tel que tout point de
V4 » distant de y de moins de Ry s puisse lui 8tre joint par un arc do géodésique

y
cst fonction continue de y « Soit alors x e E « Prcnons un voisinage compact

au sens de gap « Sous les hypotheses de différcntiabilité feites sur V4 s, R

W de x o La rostrictionde R_ & W atteint son minimum d on z e,
puisque W est compact et R.y continuc. Si x'€ W n C; est distant de x de
moins de d , x est dans un. voisinage de x' recouvert par los géodésiques
issuos de x' , donc x € c. <! On construit de méme un point x" tel que

xe G ot o Par suite x e C n ¢ o ot en tout point de voisinage de x , G;, n G;"
ona @, = 0 .

L Y
THEOREME 8. = Soit v,

d'une variété V3 par pl s schématisant un fluide parfait = champ électromagné-

un espace - tcmps périodique homéomorphe au produit

tiquos S'il porte une oude monochromatique non triviale, le premdor nombre de
Botti de V- , B,(V,) , n'ost pas mul.

DﬁMONSTRATION. - Puisqueo 1l'ondo monochromatique n'cst pas tydviale, son vecteur
quadrifréquence Py n'est pas identiquement nulas D'aprés le théorémo précédent,
py ne so réduit pas & un gradiente D'autre part, sous nos hypothéses tOpologlquos
([1]) i1 oxiste sur V4 un champ régulior, orionté dans le tomps, ¢t formé : o o
Si les champs fa-,et Py étaient homologuos, ils différcraicnt d'un gradicnt ot
lour différcnce s'annulerasit cn quelque point deo la variété compacte V4 « Cette

circonstance est impossible puisque £ #0 est orienté dans lo tomps ot P, #£0
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est isotropes On a donc deux classes d'homologie non triviales puisque P n'est
pas homologuc & zéro. D'aprés de RHAM ([7]), on on déduit Bl(V4) >2 o+ Or

4

, } " ) .
Bl(V4) = Bl(V3 x T°) = Bl(VB) + Bl(T ) s
done

B,(WW) 21 .

En particulier, lcs soctions d'ospace ne peuvent &tre homéomorphes & la sphére
3
S

Rappelons que les cas IIb et III de Bel sont caractérisés par l'existence d'un

vecteur £a satisfaisant les relations @

B oo : B o=

BEL 3 démontré, dans sa thése, que les trajectoires du champ vectoriel £, sont
dos géodésiques isotropese En particulier on peut choisir £, , défini par (G), &
un coofficient de proportionnalité prés, de telle sorte que @

Gy o 4BV -
(H) L7 =0, & paa~o .

Pour un tel choix de ce vectcur ROBINSON a démontré la rclation qui porte son

nom ¢
Lo 002 _ B ,
) zA(vm»z)_v"‘;z(vm;zp+,~\,-f3302 ]
Coci rappelé, nous allons établir le théorémo suivant ¢

THﬁORﬁME 9¢ = Soit V4 un espace = temps oxtéricur compact, oricntable, réalisant

un cas IIb ou III de Bcl.

Avee les notcuions des relations {G), (H), (J), ona ¢
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B
ol
Yy =% =0 .
a (04
En particulier
v, 5 =0 .

DEMONSTRATION, w Contractons avec zﬁ los doux mombres de 1'identité ¢

Pup?,a:dlvﬁla;a

a
v e ,

P

on a ¢

o e 2P = PP v 1) - it v, b - vp(z‘3 v oe%) v (7 %P

Mais Rap =0 ot, compte tenu de (H) et (J), on obtient
Lo M2 . o
§(vaz°’) + 7P Y, = vp(:af3 v, 29 .

Par intégration sur V4 s on en déduit @

-

(1) /V4. [.21. (v, 1%* + 7 eP Y, tgl av =0 .

4
Etudions le signe de A ﬂﬁ V& Zp °

. N . o A\ ’ -
En un point arbitraire x e V4 choisissons un reperc orthonormé (cq) H

googo=1, gi.gi:-'"l (5.:1,2,3) .

. On peut toujours choisir éec repéro de tellc sorte que T soit dans lo plan
(5% ’ gl) s ses projections sur les axes ayant dos mesurcs algébriques positivos ou
nulles. gOLp 2, £p =0 ecntratne (80)2 - (21)2 =0 , soit

(2) b =1 .
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Par différentiation, % Ba = 0 , donne 2 v £a =0 qui s'écrit, comptc tenu

de (2) ¢ P
Do mdmo 2 V& 2ﬁ =0 s'éerit, compte tenu de (2) ¢
(4) V.2 =V 2 .

Ceci posé, L =V, Ep L stéerit
B Y 2 _ 5 M, 2 2 2 2 |
L.:az_xg g (7, 2,) :igM[(VO 8)° = (7, 2,)° = (%, &) - (7, £y)7] ’
9

ctost=a=dire, avoc (4) @

SR, ' 2
L = ezxg”‘uvg B+ (0 62 = = (7 1) 4 (7 2)% - (7, 1)+ )

R\ 2)”
Mais, comptc tonu de (3) ¢ dixeNy o
Vato=Y2 tys V3=Vl
d'ol
| R 2
L= 2 v, L) 30 .
JH12R

Aingi, lo crochot de 1l'intégrale (1) ost positif ou nul. La rcletion (L) entraine

donec ¢

Va ga:O, 2 (Vj Ei)2=0 ’
) 1y322
(5) c'est=a~diro

Vé 23 = 3 @2 = 22 & = Vé 23 =0 N

De (3), (4), (5) on ddduit la matrice de V& zp :
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VO 20 Vb EO Vb 22 Vb 33
Vo Qb Vb 20 VO %2 Vb 23
(otp =
o« P Va b 2% o 0
\73 20 VB P,O 0 0
Par suite, si on a posé :
L
/ VO+WO_T6VO 2,0
V1= 0 ’ wl=1-10
©) < Lo b
2 ED r "2 ZO
v. L \V
V. = 0 3 V. = 3 0 ¢
\\ 3778 0 3T Th ?

on tire @
val ::.BaV + 2 W(X. .

Dn observe que ¢

a

2 Va_zovo-alvl_o

Y =L W. =2, W =0
a0 "0 " "1 "1 .

COROLIAIRE, - 81 , outre les hypothésocs di théordme précédent, lc champ £

est complétoment intégrable, ce champ est cclui d'une radiation monochromatiquce

DEMONSTRATION, = Par définition un champ complétcment intégrable est tol que
V, 0, =V, &, o Cotto condition, joimte & YV, t*=0 ot 2, ¢ =0 ontraine lo

p B o

résultat,.
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Biecn entendu le théoréme 8 ne donne que des conditions nécessaires pour que zp

définisse un cas IIb ou III, Cherchons des conditions suffisantcs cn exprimant
ON

Formule suxiliairce = Avec l'expression de V 2Y donnée au théoréeme 9 @

P

VoV, b =V (0, V o+ W
a By a(ﬁY Yﬁ)

=V LoV 2,V V. +V L
a "By P ey ey

+-€.VW .
B Ty a'P

Une nouvelle application du théoréme 9 donne ¢

Yy v;3 zY = ga(vﬁ VY + VY wp) + zp(‘-"a VY + Y, VY) + BY(wa Wg *+ Yy wp) .

Les identités de Bianchi s'écrivent donc ¢

8 .
RaﬁYé 1 = V& Vﬁ ZY - Vb V& £Y s
soit
6‘ - . . -
R = VU «V )+ (VV -V V, =« (V,V, =-V,V
apps & = 50 p = Tl * H(Ta Vy m Y y = BT Ty = Vg Ty e
Expression de RapYé 86 2p = a.za 2  « = Contractons lecs dcux membres de la fore

mule auxiliairc avec zﬁ « Compte tenu do zﬁ zﬁ =0, Y,ﬁ Vf3= 0 ot
o B 2 s .
Rapyé g r = ala £Y s 11 vient ¢

2t =Py -tPvu)ar By .
aely b= BTV Vg V) = ta ¥ g Vy

Meis &P Wg=0 ot Vo lg= 0t Vp+ Lol entratnont

B - = ' .
¢ Vawp_~J‘3Vazﬁ_—zawﬁvp ;

dlol ¢
P B B _
svPuYe ¢ +2 2P vy e Py v =0 .
(= ) bo by Bl Vgl B B Y Ty

’

On en déduit aisément ¢
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P v =

B o [od
p

a + V“ w“ + P +as=20

qui traduisent la premiére rclation (G).
Exprossion do R .. oP ¢* = bt o = Par afinition

apip W
* P L YO 4B M

Compte tenu de la seconde relation (G) ot de la formule auxiliairc ¢
Dety 8 =3 Ny .zﬁ[z)\(vY Mg = )+ (T Ty =V RAEE (v6 A= Vs V)]
A cause do 1'antisymétric de nagé :
1 (o -n Yy
?napY (Vy Vs = Vs WY) nap y Ws s
B _ p
qagézéa _o,qquz..o .
I1 roste ¢

(L) { b.?,a'= T'[apva?,p VY Wé P

qui traduit la seconde reletion (G).
On dovrait pouvoir cxploiter (X) et (L) de manidrc 2 restreindre la généralité

dos champs vegtoriels V, ot W, ot, pout &trc, démontrer que sous nos hypotheso

topologiques ¢

cas IIb ou IITI => ondes monochromatiquose

4 Effet Déppler (25.

a. Rappels et notationse. - Etant donné un point x de l'espace~temps V4 ’

vﬁ(z) Dans une autre optique, on pourra consulter [8].

W
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décrivant uno trajectoirc d'espace = temps (x) , adoptons dans l'espace tangent
a V4 en x , un repére galiléen orthonormé (O(a)) par rapport auquel 1lc point
x ost au repos. Ce repere est appelé repére propres Le vectour o( ) du repére
mesure le temps propre de x j il est 4videmment tangent & (x) on x

Si ¢, ©st le vecteur quadrifréquence d'unc ondo monochromatique dans laquello

(x) est plongé; la fréquencc observée par x cst, 3 une constante pres

_a
V= G(O) (PQ. .

be Détermination de la fonction d'ondes = Considérons une sourco ponctuclle x

omcttant uno onde monochromatique entretcnuce Le temps pronre de x est défini par
1'arc s do sa trajectoire (x) lorsqu'on a choisi une origine sur (x) ot une

unité de mesurc de s o

D'autre part, expérimentalement, le temps propre peut &tre mesuré par unc horw

a

loge atomique attachée & =x et corrpgspondant & unc fréquence v o« Si u~ oest

le vectour vitosse généralisé de x 8¢ v = Qa'ua o Par suite

A

L I— V(u q,)—u qu.qa +uaqu>7\ .

ds
Or, €'aprés le théoréme 3,
Vr Pq = g VAt 9 Vg ’
done ¢
d A a a
a-s-v=u qu.tpa+2v.u VG. .
Mais dens unc horloge atomique la fréquence vy c¢st constante au cours du temps,

donc ¢

‘

et par suito ¢

(1) u}‘ V}\ uOL-cPOt + 2veu” v,=0 .
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Corme on 1'a vu, l'indéterminetion de, la fonction de phasc U cntratne que Va

n'cst défini qutaux substitutions prés s

Usf(0) , 9 afla’, V, oV /flag,

ar &t

f1 ._--- ,f" —[?:- ..

Donnons=nous une fonction dc phasec arbitraire U 2 laquelle correspond un
voctour V o Nous allens montrer qu'il est possible do choisir unc nouvblle fonction
de phasc f(U) de tolle sorte cue le vecteur correspondant V! =7V +-§ f"/f'.w
vérific (1)s I1 suffit que

f1 .u)”

‘

a G.'
v, utep, + 2van’ (v, +.21. /89, ) =0 ,

claost=a=dire ¢

f'z.u)‘ Vs ur, q;a+ 201 oyau” Vo * vz.f" =0 .
Les coefficionts uA'V ua.¢ Cwt v x? ne dépendant pas de f 3 cette
N o ? a? ’ : H

rolation aprarait donc comme unc équation de Bernoulli en f' & Ello détormine
f 2 deux constentes prése Ces doux constantes sont diterminées si on sc domie sur
(x) uno origino ot unc unité do tempse

Conclusion ¢ Lo choix d'unc horloge atomique, d'unc origine des temps propres ct
G'unc unité de temps, détermino univocuemcnt la fonction d'onde sur la source X ,

donc, dans tout son domaine d'cxistencos

‘ .

Cas particulier ¢ Bi la sourcc déerit unc géodésiquo d'univors @
a
u*VvV u, =0
a A ?

done (L) s'derit

Le vecteur Va est donc orthogonal a W et wa tout 1o long de (x) e
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ce "Vieillissement® des frécucnces obsorvées. = Conservons les notations précé=-

dentes. Soit y un observatour décrivant une trajcctoire d'espace = temps (y) ’
o . p .
v son vectour vitesse généralisé, Le temps propre de y est, mesuré, comme pour

x , par l'arc o de (y) « la friquence obsecrvée par y ost @

w o=y 0) .
a

?%s'v' = v~ Va(vp wﬁ) = v* v, vB.tpp + v vp v, @p .

En utilisant le théoréme 3, il vient ¢

o dv' _ o B 1 &
(J) 'a‘o—" =V va v QLPﬁ + 2V v Va .
La disposition en y des vectcours v Va vp ’ wp s v et Va esty, a priori,

quelconaues Par suite, cn général ¢

dawv

70

’

C} 3 ) I'd 03 Ve 72 . 3 a
8i, en particulier, y décrit une géodésique d'univers, v VOLV‘3 =0 , donc ¢

oV
g

o

l

x
=2V v Va 3

(4)

Q,

. a . L LQ
ot Vy 5 qui ost orthogonal & u~ , n'a aucune raison de 1'8trc & v

Conclusion ¢ La fréquence observée doit varier svec le temps, mdme sk la source
ot 1'observateur décrivent des gdoddsiques d'univers (mouvement rectiligne uniforme,

o

en rolativité restrointe).

Cherchons 3 carcctdériser les univers pour lesquels un tol phénoméne n'a pas lieue
I1 faut ot il suffit que quolle que soit la pairc de géodésiques (x), (y), la
constznco de la fréquonce sur (x) entralne la constance do le fréquence obscrvéc
on (y) o Comme en un point O arbitreire de V4 le vecteur unitaire temporcl
arbitraire v pout &tro considéré comme vectcur vitesse généralisé d'un observas=

tour y passant en 0 4 il faut ot il suffit quo
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r—m V! = (
closted=dirc, d'aprés (4)

Py -
V\:p—-o .

Meis vP n'cst astreint qu'a la condition vp vo=1, donec V,=0 4 De
Va P53 = 9y VB + cpp Va' on déduit Va (pp = 0 o+ Le vecteur quadrifraguence (pﬁ de
1l'onde émisec par x est donc & dérivéc covariante nullee Mais x ost arbitrairc s
en tout point de V4 on doit pouvoir placer une telle source x . On cn déduit

aisément 1l'existence de quatre vecteurs ¢y linéaircment distinets, a dérivée

covariante nullece L'univers est donc celui de Minkowsky,

de Effet DOpplere = Conservons los notations précédontos. La source x émet un

rayon cui est une trajectoire du champ vectoriel Py 9 done, unc géodésique isotropce.

Rappclons que, le long-de cec rayon ¢
o

¢, ©st done transporté parallélement lc long des rayonse

Si % ost un rayon issu de x qui aboutit & l'obsorvatcur y , affectons du
signo "prime" los éléments transportés par parallélisme do x cn y lc long do

La fréqu - . = % -
& . la quence en x est v, SuT g, s 0T @ ¢y » done

(5) '\)x = u'a (pa .

La fréquence mesurée par l'observatcur y cst @

(6) . Vy - 'Va (Pa .

Coci posé, l'cspace tangent en y & V4 peut Stre interprété comme un cspacc =
temps de Minkowsky o ' cst le vectour vitessc généralisé d'unc sourcc d'ondes -
monochromatiquc, v 1c vecteur vitesse généralisé d'un. obscrvatcurs Los fréquoncos
gur la source ct sur l'observetour sont respectivement @ ut® P ? v® Py * Mais
dans cct cspace = tomps de Minkowsky la formule do changement de fréquence de la

rolativité restreinte est applicable ¢



10=33
1+v '
31_'. = ""‘"""Z"E.""’ ?
v Vi - v /¢
avee les notations rappelécs au début do ce travaile

En tenant compte de (5) ct (6), il vient ¢

1 +v
T

) ;l - v /g )

C'est la formule de 1'offet DOppler en reletivité générale, v, ost la fréquonce

(7)

Nékd

émise, x& la fréquence observée, c¢ la vitesse de la lumiéro, v la vitesse de
1l'obgervateur par rapport & la source fictive déduite de la source réclle par
transport paralléle le long du rayon, V. la vitessc radisle de 1'obscrvatcur par

rapport 2 la méme source fictive.

Conclusion ¢ Il scrait du plus haut intérét d'appliquer (7) 2 un univers décrit

par un dg de Schwatzschild ou & courbure constantcse
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