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SEMINAIRE IE MATHEMATIQUE S

T ro isièm e année 1935**36

TOPOLOGIE

He co ut r e  m enta  . ** G roupe fo n d a m e n ta l

E xposé  f a i t  p a r  M.MARTY, l e  lu n d i  23 M ars 1936

E x e m p la ire  n®



Par comparaison avec les invariants topologiques d'ho- 

mologie et d'enlacement, dont il  a été parlé dans les confé­

rences précédentes, la théorie du groupe fondamental prend un 

aspect un peu particulier ,  du fa it  que l ’ on ne connait pas 

encore d'algorithme satisfa isant  pour définir  d ’une manière 

purement abstraite,  partant gén éralisable , les chemins homo­

tope s .

En sorte que l 'o n  ne maîtrise actuellement bien les 

propriétés d ’homotople que pour les chemins à une dimension 

et dans le ces des pseudomultiplicités . Ces recherches en 

leur état actuel jouent cependant un rôle très important.Je 

me placerai systématiquement à un point de vue aussi in t u it i f  

que possible, renvoyant pour une discussion serrée des rela ­

tions entre l 'a sp ec t  combinatoire et l 'aspect  "mengentheore- 

tish" aux traités classiques .

Dans la première partie ,  nous étudierons lo groupe fon­

damental, sa structure, ses relations avec divers invariants 

déjà étudiés dans les précédents exposés .

Dans la deuxième partie ,  nous parlerons des recouvre­

ments d 'un  complexe et de la théorie du groupe de monodromie: 

le problème de la représentation du groupe fondamental par 

des groupes de permutations est en fa it  à la base des recher­

ches récentes sur l ’ aspect topologique de la géométrie algé­

brique .
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I . -  D é f i n i t i o n  du g ro u p e  fo n d amen t a l  .

S o i t  tin com plexe s i m o l i c i a l  K, c o n n e x e . Nous a p p e l l e r o n s  

chem in  d an s  K l ’ im age c o n t in u e  d ?un v e c t e u r  . Un chem in  a un  

p o i n t  i n i t i a l  e t  un  p o i n t  f i n a l  . S i c e s  deux  p o i n t s  s o n t  

c o n fo n d u s  e n  un  s e u l  p o i n t  P , l e  chem in  s ’ a p p e l l e  u n  l a c e t  

de P . S i  deux  ch em in s s o n t  t e l s  que l e  p o i n t  f i n a l  au  p r e ­

m ie r  e s t  p o i n t  i n i t i a l  du s e c o n d , l e u r  r é u n io n  e s t  un  chem in  

q u i  j o i n t  l e  p r e m ie r  p o i n t  i n i t i a l  au  deux ièm e p o i n t  f i n a l  . 

On 1 * a p p e l l e  p r o d u i t  d e s  deux ch em in s d o n n és  . Deux ch em in s  

n 'o n t  p a s  t o u j o u r s  un p r o d u i t ,  m a is  e n  p a r t i c u l i e r  : deux  

l a c e t s  de P o n t  p o u r  p r o d u i t  un  l a c e t  de P « Un l a c e t  p e u t  

év idem m en t ê t r e  r é d u i t  à  un  p o i n t ,  e t  d a n s  c e t t e  m u l t i p l i c a ­

t i o n ,  l e  l a c e t  n u l  jo u e  l e  r ô l e  d ’u n i t é  . P a r  c o n t r e ,  deux  

l a c e t s  d o n n és  n ’ o n t  en  g é n é r a l  p a s  de q u o t i e n t  . P o u r  p o u ­

v o i r  p a r l e r  d ’u n  g ro u p e  de l a c e t s ,  i l  f a u t  f a i r e  i n t e r v e n i r  

l a  d é f o r m a tio n  homo to p e , d o n t l a  d é f i n i t i o n  s c a s  ferm e f i g u ­

r é e  e s t  l a  s u iv a n te  : un  en se m b le  connexe  y  r e s t e r a  connexe  

m ais  deux p à i n t s  à  d i s t a n c e  f i n i e  p e u v e n t  en  c o u rs  de d é f o r ­

m a tio n  y d e v e n i r  p r o v i s o i r e m e n t  , ou  d é f i n i t i v e m e n t ,  i n f i ­

n im e n t v o i s i n s  . S i q u a t r e  l a c e t s  de P , , m , 

mf , s o n t  t e l s  que e s t  hom otope à -v 1 , e t  m à 

m’ , on v o i t  de s u i t e  que "G m e s t  hom otope à  m*. 

R angeons d an s  une c l s s s e  to u s  l e s  l a c e t s  de P hom o to p e3 

e n t r e  e u x . La m u l t i p l i c a t i o n  d es  l a c e t s  e n g e n d re  une m u l­
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t i p l i c a t i o n  des c la s s e s  de l a c e t s ,  où l a  c la s s e  des l a c e t s  

homotopes au l a c e t  p o in t  joue le  r ô le  de l ’u n i té  . Mais c e t t e  

f o i s ,  i l  e s t  c l a i r  que l e  p r o d u i t  d 'u n  l a c e t  p a r  lui-même p a r ­

couru  en se n s  c o n t r a i r e  e s t  homotope au l a c e t  p o in t  . Donc 

chaque c la s s e  a un in v e rs e  , e t  nous avons m a in ten a n t le  r é ­

s u l t a t  s u iv a n t  :

Les c la s s e s  de l a c e t s  de P hom otopes e n t r e  eux fo rm ent un grou 

pe , que nous a p p e lle ro n s  (p ro v iso ire m e n t)  groupe fondam ental 

de K au p o in t  P .

On se convainc d*a i l l e u r s  im m édiatem ent que ce groupe 

en t a n t  que groupe a b s t r a i t  e s t  in d ép en d an t du p o in t  P c h o i s i .  

S o i t  en e f f e t ,  u un l a c e t  de P , u ’ un l a c e t  de î ’ , CO le  

chemin PP* , u ’ <33 ~1 e s t  un l a c e t  de P, U) u CJ e s t

un l a c e t  de P ’ , e t  i l  e s t  c l a i r  que c e t t e  co rresp o n d an ce  e s t  

isom orphe, c e t t e  Isoraorphie  é t a n t  d Ta i l l e u r s  d é te rm in ée  à une 

au tom orphie in te r n e  de l ’un des g roupes p rè s  .

Nous p a r le ro n s  donc d éso rm ais  du g roupe fondam enta l d fun 

complexe (ou  d ’une v a r i é t é  to p o lo g iq u e  co n n ex e).

Avec l a  d é f i n i t i o n  que nous venons d ’ a d o p te r ,  i l  e s t  

c l a i r  que le  groupe fondam en ta l e s t  un in v a r i a n t  to p o lo g iq u e  

D’une m anière p lu s  p r é c is e  e t  p lu s  com plète :

P a r  une r e p r é s e n ta t io n  co n tin u e  d 'u n  complexe K dans 

un complexe E le  groupe fondam en ta l de Kn e s t  r e p i-qso n té

homéomorphement dans le  groupe fondam ental de K_ , En cas  d*ho
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