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TOPOLOGIE

Hecoutre menta . * Groupe fondamental

Exposé fait par M.MARTY, le lundi 23 Mars 1936

Exemplaire n®



Par comparaison avec les invariants topologiques d'ho-

mologie et d'enlacement, dont il a été parlé dans les confé-
rences précédentes, la théorie du groupe fondamental prend un
aspect un peu particulier, du fait que 1’on ne connait pas

encore d'algorithme satisfaisant pour définir d’une maniéere
purement abstraite, partant généralisable, les chemins homo-
tope s

En sorte que 1'on ne maTttrise actuellement bien les
propriétés d’homotople que pour les chemins a une dimension
et dans le ces des pseudomultiplicités . Ces recherches en
leur état actuel jJjouent cependant un rbéle tres important.Je
me placerai systématiquement a un point de vue aussi intuitif
que possible, renvoyant pour une discussion serrée des rela-
tions entre l'aspect combinatoire et l'aspect "mengentheore-—
tish” aux traités classiques

Dans la premiere partie, nous étudierons lo groupe fon-
damental, sa structure, ses relations avec divers invariants
déja étudiés dans les précédents exposés

Dans la deuxieme partie, nous parlerons des recouvre-
ments d'un complexe et de la théorie du groupe de monodromie:
le probleme de la représentation du groupe fondamental par
des groupes de permutations est en fait a la base des recher-

ches récentes sur |’aspect topologique de la géométrie algeée-

brique
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| .- Définition du groupe fondamental

Soit tin complexe simolicial K, connexe. Nous appellerons
chemin dans K | image continue d?un vecteur . Un chemin a un
point initial et un point final . Si ces deux points sont
confondus en un seul point P, le chemin s’appelle un lacet
de P . Si deux chemins sont tels que le point final au pre-
mier est point initial du second, leur réunion est un chemin
qui joint le premier point initial au deuxiéme point final
On 1*appelle produit des deux chemins donnés . Deux chemins
n‘ont pas toujours un produit, mais en particulier : deux
lacets de P ont pour produit un lacet de P « Un lacet peut
évidemment étre réduit a un point, et dans cette multiplica-
tion, le lacet nul joue le role d’unité . Par contre, deux
lacets donnés n’ont en général pas de quotient . Pour pou-
voir parler d’un groupe de lacets, il faut faire intervenir
la déformation homotope, dont la deéfinition scas ferme figu-
ree est la suivante : un ensemble connexe y restera connexe
mais deux paints a distance finie peuvent en cours de defor-

mation y devenir provisoirement , ou définitivement, infi-

niment voisins . Si quatre lacets de P , v ., m,
mf , sont tels que | est homotope a d1,et m a
m’ , on voit de suite que "G m est homotope a m¥*.

Rangeons dans une clssse tous les lacets de P homotope3

entre eux. La multiplication des lacets engendre une mul-
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tiplication des classes de lacets, ou la classe des lacets
homotopes au lacet point joue le rdle de |’unité . Mais cette
fois, il est clair que le produit d'un lacet par lui-méme par-
couru en sens contraire est homotope au lacet point . Donc
chaque classe a un inverse , et nous avons maintenant le ré-
sultat suivant
Les classes de lacets de P homotopes entre eux forment un grou
pe , que nous appellerons (provisoirement) groupe fondamental
de Kau point P

On se convainc d*ailleurs immédiatement que ce groupe

en tant que groupe abstrait est indépendant du point P choisi.

Soit en effet, u wun lacet de P, u’ un lacet de 1° , QO le
chemin PP* | u’ <B~1 est un lacet de P, U u G est
un lacet de P’ , et 1l est clair que cette correspondance est

isomorphe, cette Isoraorphie étant dTailleurs determinée a une
automorphie interne de | ’un des groupes pres
Nous parlerons donc désormais du groupe fondamental dfun

complexe (ou d’une variété topologigue connexe).

Avec la définition que nous venons d’adopter, il est
clair que le groupe fondamental est un invariant topologique
D’une maniere plus précise et plus complete

Par une représentation continue d'un complexe K dans
un complexe E le groupe fondamental de Kn est repi-gsonté

homéomorphement dans le groupe fondamental de K , En cas d*ho



