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EXTENSION AU CAS CONTINU D'UN THEOREME DE L,E, DUBINS

par Ching-Sung CHOU

Trés récemment, M, P,A, Meyer m'a envoyé un article de Dubins [1]
et m'a indiqué " il me semble que les résultats de cet article n'ont
jemais été étendus au cas continu". Nous lui exprimons nos remerciements
pour cette suggestion,

Voici 1'énoncé du théoréme de Dubins :

Soit (Q,F,P,(E )neN) un espace probabilisé filtré, et soit X=(X ) une
surmartingale & valeurs dans [0,1]. On associe & X le processus crois-
sant des variances conditlonnelles

= B[(X "Xo) |F T+ ...+ E[(X "'X 1) |E £n—- 1]

Alors on a

(1) ELVE |Eo] £ Xg(2-X,) pes. .

Cette inégalité est " sharp" : il existe des surmartingales X pour
lesquelles la borne est atteinte.

Avant d'étendre cela au cas continu, nous voulons transformer le
résultat de Dubins, Tout d'abord, nous remplagons X par Y=1-X , sous-
martingale & valeurs dans [0,1] . On a vioy¥ , et (1) s'éerit

(2) B[VL |Fo] < 1-T5 pes. .

A

Ensuite, puisqu'il y a un symbole E[.|gO] , le conditionnement dans la
définition de Vg ( qui revient a travailler sur le processus croissant
<X,Y> ) est inutile, et (2) s'écrit simplement, en faisant passer Yg
du coté gauche

(3)  BIIY,Y], |Fg) <1 pes. .

I1 suffit de vérifier que EB[[Y,Y] |F,] < 1 pour tout n , ou encore
( comme Y est & valeurs dans [O, 1] ) que E[[Y, Y] IFO] < E[Y |FO], et
finalement on se trouve ramené i la proposition sulvante :

PROPOSITION 1, 81 Y est une sousmartingale positive, avec Y eL2 pour tout
n , le processus Y -[Y,Y], nul en O, est une sousmartlngale.

2 = -
n+i" —(Y Yn) lgn]_ 2YnE[Yn+1 Yn|£n3 z0.

Démonstration . E[Y

Maintenant nous allons passer au cas continu. Soit (Xt) une surmar-—
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tingale continue & droite sur un espace probabilisé (2,E,P,(Fy) 4o ) sa-
tisfaisant aux conditions habituelles, & valeurs dans [0,1]. NouS voulons
établir la formule

(1) E[<X,X>CD |Bp 12X, , ou E[[X,X]Oolgoj < 2X,

qui correspond 3 (1), ol 1l'on a ajouté Xg des deux cdtés. Pour cela,
on écrit cette inégalité pour la surmartingale discréte Xk/zn , et on
utilise le fait que
2 2 . ‘
Xq +I (%k+1)/2n-xk/2n) converge en probabilité vers [X,X]oo

lorsque n->0, et le lemme de Fatou,
Mais il est plus intéressant d'établir dans le cas continu 1l'analogue
de la proposition 1 :

PROPOSITION 2 8i (Y ) est une sousmartingale positive continue & droi-
te, avec Y eL pour tout t, le processus Y [Y Y] est une sousmartingale.

Démonstration, Nous remarquons d'abord ( inégalité de Doob ) que "Yt"
< 2“Ytn2 , donc Y appartient & la classe (D) sur tout intervalle [0,t],
et admet une décomposition Y=M+A, ou M est une martingale, A un proces-
sus croissant prévisible nul en O, En appliquant le théoréme 52' de [2],
p.56, & la surmartingale E[Y |F ]—Y sur l'intervalle [0,t], on voit
que MteL2 pour tout t, donc au551 A el” pour tout t.t
Nous avons Y -[Y Y]t 2/ Y, _dY, 2f Y, dAj + 2/ Y _aM . Le proces-

sus / Y dA est croissant et integrable pour t fini
E[f Y, aa ]l < E[Y ||Y Il 1A Nl

et la martlngale locale /tY _aM ] est une vraie martingale, car

21/ Ys_d[M,M]S)Uz] < E[Yt[M,M]t/ ] < LGN Y2 < .

La proposition est établie,
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