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THEORIE UNIFIEE

DES CAPACITES ET DES ENSEMBLES ANALYTIQUES
par C. Dellacherie

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1977

La philosophie de aet exposé peut s’exprimer en les termes vi-
goureux suivants

THEOREME.- Ensembles analytiques et capacités sont comme cul et che-
mise.

COROLLAIRE.- Les premiers pas de la théorie des ensembles analytiQues
(définition, stabilité, capacitabilité, séparation) sont triviaux.

Mais, si le théorème se trouve déjà énoncé dans l’introduction de
Dellacherie (1972), il m’a fallu six ans pour trouver le corollaire...
Il s’agit, en fait, de l’aboutissement d’un travail de recherche col-
lectif, jalonné par

a) la réduction, initiée par Sion (1963), du théorème classique
de séparation, au théorème de capacitabilité (cf Dellacherie (1971)
et (1976a)),

b) l’invariance de l’analycité par les capacités fonctionnelles,
due à Mokobodzki (1966) (cf Dellacherie (1972) et (1976a)),

c) la réduction, initiée par Mokobodzki (1976) et St-Raymond (1976),
du théorème de séparation de Novikov à un théorème de capacitabilité
(cf Dellacherie (1976b)),

d) l’extension, sans emploi de la théorie de l’indice, du théorème
de séparation de Novikov aux schémas de Souslin, due à St-Pierre (1977),

e) la constatation que d) se ramène au théorème de capacitabilité
évoqué en c).

Voilà, en gros, ce que l’on va faire. On va définir une classe,
très simple, de fonctions d’ensembles (à une infinité dénombrable au
plus d’arguments) et à valeur ensemble (arguments et valeurs sont dé-
coupés dans des espaces métrisables compacts " ambiants " , pour fixer
les idées), ayant les propriétés suivantes

1) la classe de ces fonctions d’ensembles (qui seront appelées
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opérations analytiques) est stable par composition, et comprend toutes
les opérations usuelles n’utilisant pas la complémentation (réunion,
intersection, opération de Souslin, images directe et inverse par une
"bonne" f onction, etc ) ;

2) on obtient tous les ensembles analytiques en appliquant les opé-
rations analytiques aux arguments ouverts, et on ne sort pas de la

classe des ensembles analytiques si les arguments sont analytiques ;
3) si I est une opération analytique, on a un théorème d’approxi-

mation par l’intérieur : : pour on a

I(Al,.,An,...) ~ sup I(~1,.,Kn,...) (sup = réunion)
où Ki parcourt les compacts contenus dans Ai ;

4) si I est une opération analytique, on a un théorème d’approxi-
mation par l’extérieur : : pour A-.,.,A .... analytiques, on a

I(A1,.,An,...) ~ inf I(Bl,.,Bn,...) (inf = intersection)
où Bi parcourt les boréliens contenant Ai .
On verra que 2) contient les définitions et propriétés usuelles des
ensembles analytiques, que 3) conti.ent le théorème de capacitabilité
et 4) le théorème de séparation. On verra aussi que 3) n’est pas bien
difficile à établir, et que 4) et la seconde partie de 2) sont des
conséquences simples de 3). Quant à la première partie de 2), elle
nous servira, dans cet exposé, à définir les ensembles analytiques.
Mais, comme nous n’établirons l’équivalence de cette définition avec
les définitions usuelles qu’après avoir établi 3), nous serons amenés,
provisoirement, à appeler ensembles analitiques les ensembles que nous
définirons à l’aide des opérations analytiques.

Encore quelques mots avant de rentrer dans le vif du sujet. Afin de

disposer d’un cadre agréable tant pour la terminologie que pour la
présentation des exemples, nous nous confinons, dans le corps de cet

exposé, dans la catégorie des espaces métrisables compacts. On trou-
vera, dans les appendices, les modifications à apporter pour pouvoir
atteindre tant la théorie abstraite que la théorie topologique "non

classique " des ensembles analytiques. Enfin, par souci de complétude,
nous avons aussi exposé, dans un appendice, quelques conséquences
simples et importantes de la théorie des ensembles analytiques pour
les probabilistes (il s’agit là d’un "repiquage " de certaines parties
du livre rose - 1.e. la nouvelle édition de "Probabilités et Poten-

tiel") i on y trouvera en particulier une démonstration élémentaire
du théorème sur les images injectives de boréliens, et une méthode pour
traduire certains problèmes abstraits en langage topologique.

(1) Pour des raisons typographiques évidentes, nous contractons sou-
vent "..." en "." (qui ne désigne donc pas une variable muette).



709

l. NOTATIONS

Les lettres E et F (avec ou sans indices) désignent des espaces
métrisables compacts. Quand on parle d’un ensemble X, il est sous-

entendu que c’est une partie d’un espace métrisable compact ; la let-

tre A sera réservée aux ensembles analitiques (quand ils seront défi-

nis), la lettre B aux boréliens, la lettre K aux compacts et la let-
tre U aux ouverts.

L’ensemble des parties de E est noté P(E), celui des fonctions de E

dans ~+ est noté ~(E) . On confondra généralement une partie X de E
avec sa fonction indicatrice lx ; en particulier, la réunion est notée
"sup Il et l’intersection " inf " (y compris dans l’écriture des schémas
de Souslin). Au passage, que le lecteur qui ne connaît pas (ou n’aime

pas) les schémas de Souslin ne s’effraie pas : ils n’interviendront

que dans des remarques pour " connaisseurs ". En fait, nous ne suppo-
sons rien de connu du lecteur en ce qui concerne les ensembles analy-

tiques, hors quelques remarques pour initiés.

II. DEFINITIONS PROVISOIRES ET EXEMPLES

Dans toute la suite, nous désignons par I un ensemble fini ou
infini dénombrable d’indices i , que nous identifierons souvent avec

(un segment initial de) Le plus souvent, Tfs 1,2,..., mais il est

parfois pratique de prendre E= 0,1,2,....

1.- Multicapacité :

Une multicapacité sur 03C0Ei est une fonction I de dans IR+
vérifiant les conditions suivantes

1) elle est globalement croissante :

X~ C. Y~ , . , " * ~ I(~l~~~n~**)~I (~ ~*)Y~***)
2) elle est séparément montante t

si tous les arguments X sont fixés, sauf pour et si (i.e.
si (Xki)k~IN est une suite croissante de réunion Xi), alors on a

3) elle est globalement descendante sur les compacts : s
si les arguments Xkn sont compacts et si pour tout n, , alors on a

I(Xk1,.,Xkn,...)~ I(X 1 ,.,Xn,...)
Etant donnée 1), la condition 3) est équivalente aux conditions

3a) elle est séparément descendante sur les compacts
3b) 

Exemples : Je n’ai pas l’intention de multiplier ici les exemples.
On se contentera de donner un exemple de multicapacité à un argument
(on retrouve alors la notion de capacité de Choquet ; j bien entendu,
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dans ce cas - et, plus généralement, dans le cas d’un nombre fini
d’arguments - , il n’y a pas lieu de distinguer "séparément" et
"globalement" ), et un exemple de multicapacité à une infinité (dé-
nombrable) d’arguments (là, le "séparément" de 2) sera crucial) :

a) Si f est une application continue de E dans F et si m est une
mesure de Radon ,0 sur F , la fonction I(X) = où m’~ est la
mesure extérieure associée à m, est une capacité sur E.

b) Si on prend tous les Ei égaux à E et si on pose I(X1,.,Xn,...) = 0
ou 1 suivant que les X ont une intersection vide ou non, on définit
ainsi une multicapacité I sur TTEi .
2.- Opération analytique

Une opération analytique sur TTEi ’ à valeurs dans F , est une appli-
cation I de dans P(F) vérifiant les conditions suivantes

1) elle est globalement croissante :

X~~.Y~ , . , ... ~ I(X1,.,Xn,...)ÇI(Y1,.,Yn,...)
2) elle est séparément montante :

si tous les arguments X nk sont fixés, sauf pour et si , on a

3) elle est à valeur compact sur les compacts, et globalement des-

cendante sur les compacts s si les arguments X sont compacts et
si X iX pour tout n, alors I(X.,.,X ,...) est compact et on a

I(XKl,.,XKn,...) ~ I(Xl,.,Xn,...)
Exemples : Encore une fois, nous ne donnerons que quelques exemples
(plus nombreux cependant) : ceux qui nous seront indispensables pour
la suite. Nous en donnerons d’autres en appendice

a) à un argument : image directe, ou inverse, par une application
continue (en particulier, projection) ;

b) à deux arguments : on prend E, E2 = ExF et on désigne par 1t
la projection de ExF sur F. On pose

I(Xl,X2) = x2~
L’opération analytique I ainsi définie (qui est en fait la composée de
trois opérations élémentaires) permet d’atteindre l’image directe par
une application f de E dans F , et l’image réciproque par une applica-
tion f de F dans E : en effet, si X2 est le graphe de l’application f,
alors est égal à f(Xl) dans le premier cas, et à dans

le second. Noter que, si f est borélienne, alors X2 est borélien.
c) à une infinité d’arguments :

I(X1,.,Xn,...) ~ TTXi
d) à une infinité d’arguments, avec Ei = F pour tout i :

I(xl,.,Xn,...) = infi Xi
(Dans cet exemple, et le précédent, le "séparément" de 2) est crucial)
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e) voyons le cas de la réunion. Il est clair qu’une réunion, à un
nombre fini d’arguments, est une opération analytique. Cependant, une
réunion infinie dénombrable n’en est pas une, à cause des deux clauses

de 3). Il n’en reste pas moins que l’on peut atteindre une réunion in-
finie dénombrable à l’aide d’une opération analytique comme suit. On

prend E =F pour n)_l et on pose (compactifié d’Alexandrov de
~i~ 1,2,...). On pose alors

E si 

On définit bien ainsi une opération analytique I sur (les
compacts de EO ne contenant pas o~ étant finis)à valeur dans F, et on a

I(IN, Xl,.,Xn,...) = supi~1 Xi
Noter que B est un ouvert de E0.

f) (pour connaisseurs) on peut aussi atteindre les schémas de Sous-
lin à l’aide des opérations analytiques. Notre ensemble d’indices l ==
est cette fois l’ensemble dénombrable S des suites finies d’éléments

de On prend F pour tout SES , on adjoint à S un élément noté 0
et on prend Posons alors, si Xo est contenu dans 

I ( X0, . , xs, ... ) ~ sup X$
où signifie que la suite infinie 03C3O commence par la suite finie s,
et, de manière générale, posons

I (X0, . , Xs, ... ) ¢ sup infs-|03C3 YS
où Y =*X si ~  s et Ys = F si ~ ~ s. Nous 

0 
montrerons en appendice que

l’on définit bien ainsi une opération analytique 1 sur 
à valeur dans F , et il est clair que le noyau du schéma de Souslin

est égal à I (1V~, . ,X , ... ). Noter que est une inter-

section dénombrable d’ouverts, et donc un borélien, de E~ .

III. CRITIQUE DES DEFINITIONS PROVISOIRES

Le lecteur se sera aperçu que les définitions de’’multicapacité "
et de "opération analytique" sont très voisines. Manifestement, une

seule définition devrait pouvoir chapeauter le tout, et, de plus, en-

glober des exemples familiers en analyse (comme celui de noyau fel-

lerien en théorie de la mesure) qui sont exclus de la classe des opé-
rations analytiques parce que à valeur fonction.

Ceci dit, si on admet des opérations analytiques à valeurs dans 
au lieu de seulement P(F) (les fonctions semi-continues supérieurement
- en abrégé s.c.s. - jouant le rôle des compacts), on est coincé pour
définir en général la composition d’opérations analytiques.

La solution consiste à permettre aux arguments et aux valeurs d’être
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des fonctions (sous-entendu : à valeurs dans ~R+ ) , les multicapacités
étant alors à valeurs dans les fonctions constantes (dont le domaine
de définition importe peu). Il reste que, pour pouvoir toujours com-
poser nos opérations, il faut savoir les étendre aux fonctions quand
elles ne sont a priori définies que sur les ensembles.

Voici, une fois pour toutes, comment on peut construire un "bon" pro-
longement ( "bon" se référant aux conditions 1),2) et 3) du Soit

I une application de dans ~(F) - en particulier, I peut être
à valeurs dans P(F) ~ 03C6(F). On prolonge I à en posant

I(fl,.,fn,...)=-Log[1o.1o... exp[-I({f1~t1},.,{fn~tn},...)]dtl.dtn...]
Bien entendu, ce n’est pas la seule extension possible t par exemple,
si I , à un argument, est une mesure, l’intégrale supérieure est un plus
beau prolongement. Par ailleurs, la présence des fonctions Log et exp
a pour seul but d’assurer les conditions d’application du théorème de

convergence dominée de Lebesgue. Noter aussi que si I est séparément
croissante (ce qui sera le cas par la suite), on peut remplacer un
nombre fini des accolades par sans changer la valeur
de I(fl,.,fn,...), ce qui permet d’assurer la conservation de la pro-
priété éventuelle de montée séparée de I.

IV. THEORIE UNIFIEE DES CAPACITES ET DES ENSEMBLES ANALYTIQUES

Voici finalement la définition chapeautant les deux définitions
du ~II , à condition d’identifier les réels aux fonctions constantes

et d’avoir prolongé les opérations sur les ensembles en des opérations
sur les fonctions à l’aide du procédé indiqué au ~III.

DEFINITION 1.- Un multinoyau capacitaire de F dans Ei est une appli-
cation I de dans ~(F) vérifiant les conditions suivantes

1) elle est globalement croissante ;
2) elle est séparément montante ;
3) elle est à valeur s.c.s. si ses arguments sont- s.c.s., et elle

est globalement descendante sur les fonctions s.c.s..

REMARQUES. a) On entend par fonction s.c.s., soit la fonction cons-

tante égale à +ce , soit une fonction s.c.s. finie (et donc bornée
puisque les espaces ambiants sont compacts).

b) La terminologie "multinoyau de F dans TTEi" paraphrase la ter-
minologie habituelle adoptée pour les noyaux en théorie de la mesure.
Remarquer que, pour yEF fixé, la fonction 
évaluant la valeur de I(xl,.,xn,...) au point y est une multicapacité : s
on peut donc considérer le multinoyau capacitaire I comme une appli-
cation de F dans l’ensemble des multicapacités sur TTEi.
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Dans ce qui suit, pour rester lisible, nous appellerons le plus sou-

vent nos arguments et valeurs "ensembles" et nous les noterons avec

de belles capitales, même si çà peut être des fonctions. Nous dirons
par ailleurs "multinoyau" pour "multinoyau capacitaire" (et il nous

arrivera sans doute de dire tout bonnement "opération analytique").

Voici, pour commencer, une belle trivialité éminemment importante

(elle équivaut, pour nous, à l’idempotence de l’opération de Souslin).

THEOREME 1.- Soit I un multinoyu de F dans et, pour tout i, soit,
J. un multinoyau de Ei dans (j parcourant un ensemble d’indices J1
au plus infini dénombrable). Alors l’application J de , ~(El) dans
(})(F) obtenue par composition de l et des i.e. définie par

J(...,X_,...) = 

est un multinoyau de F dans Ej .
Attention : On ne peut "identifier" une infinité d’arguments, à cause

de la montée séparée : ainsi, si I(X-.,.,X ,...) est une opération ana-
lytique à une infinité d’arguments pris dans un même espace, l’appli-
cation J(X) = I(X,.,X,...) peut ne pas être une opération analytique.

Nous arrivons maintenant à la définition de nos ensembles analytiques.
Elle découle naturellement de la question suivante : soit I une opé-
ration analytique ; on sait que I(X-.,.,X ,...) est compact si tous

les Xn le sont et aussi, grâce à la montée séparée, que c’est un K~.
(i.e. une réunion dénombrable de compacts) si les Xn sont compacts sauf
un nombre fini d’entre eux qui sont seulement des g~.; mais, que peut
on dire de I(X1,.,Xn,...) si tous les X sont seulement des et

en particulier des ouverts ? Comme la montée est seulement séparée,
on ne sait que dire a priori, et on pose donc une définition...

DEFINITION 2.- Un ensemble A est dit analitique s’il existe un multi-

noyau I et des ouverts U1,.,Un’... tels que A = I(U1,.~Un,...) .
Il faut bien entendu lire cette définition comme suit s une partie A

de l’espace métrisable compact F est dite analitique s’il existe une

famille dénombrable (Ei) d’espaces métrisables compacts, un multi-

noyau capacitaire I de F dans 03A0Ei et, pour chaque i, un ouvert Ui
de Ei tels que l’on ait A ~ 1 (IL,., U ,...).
Etant donné le théorème 1, on a immédiatement le résultat suivant

THEOREME 2.- Soit I un multinoyau et soient A1,.,An... des arguments
pour I. Si les Ai sont analitiques, alors I(A1,.,An,...) est encore
analitique.

Passant en revue les exemples d’opérations analytiques du gll, on ob-
tient alors les propriétés de stabilité habituelles :
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COROLLAIRE.- 1) Les ensembles analitiques forment une classe stable
pour les réunions et intersections dénombrables, les produits dénom-
brables, et l’opération de Souslin.

2) Les boréliens sont analitiques.
3) Les ensembles analitiques forment une classe stable pour les

*images directes et réciproques par des fonctions boréliennes.

~ Remarquons d’abord qu’un compact K est analitique (prendre l’opé-
ration analytique I(X..,.,X ,...) constante égale à K), ainsi qu’un
ouvert U (prendre l’opération analytique I(X~,.,X~,...) = xl, i.e.
l’identité). Ceci dit, le 1) résulte immédiatement du théorème appli-
qué aux exemples c),d),e) et f) du §II (pour f), il faut savoir qu’un
G b est analitique, ce qui résulte de la stabilité pour les intersec-
tions dénombrables) ; le 2) du fait que la classe des boréliens est
le stabilisé de la classe des compacts pour les réunions et intersec-
tions dénombrables. Une fois que l’on sait que les boréliens sont ana-

litiques, le 3) résulte aussi immédiatement du théorème appliqué à
l’exemple b) du §II.

REMARQUES. a) En particulier, si I est un multinoyau et si AI,.,An...
sont des arguments alors I(A1,.,An,...) est analitique. On aurait
pu prendre cela comme définition des ensembles analitiques, et il nous

faudra agir ainsi, dans l’appendice, quand les espaces ambiants seront
seulement séparés (les ouverts ne sont plus alors forcément des 
ni même, en fin de compte, des analitiques).

b) Comme, classiquement, tout ensemble analytique est image directe
d’un (et même d’un Gg) par une application continue (ou encore,
le noyau d’un schéma de Souslin sur les compacts), on voit que tout
ensemble analytique est analitique. Nous verrons la réciproque juste
après avoir établi le théorème de capacitabilité.

c) Lorsqu’on sait qu’il existe des ensembles analytiques (et donc
analitiques) non boréliens, on voit combien est grande la distance
entre la montée séparée et la montée globale. Meyer m’a fait, à ce
sujet, la remarque instructive suivante : de même que Lebesgue, sup-
posant érronément que l’image directe par une fonction continue com-
mutait avec les intersections dénombrables décroissantes, avait " râté "
la notion d’ensemble analytique, j’avais raté, de mon côté, pendant
six ans, la bonne notion de multicapacité, d’abord en ne pensant pas
à y mettre une infinité de variables, ensuite en m’acharnant (y com-
pris avec, comme Lebesgue, des démonstrations fausses) à avoir une
montée globale. Au passage, il est amusant de constater que j’ai en-
core fait, involontairement, cette erreur dans la première version de
cet exposé : elle y est subtilement glissée à l’occasion de la défini-
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tion du prolongement du en effet, dans la belle formule en

question, il y avait des lieu de 

Voici maintenant le théorème de capacitabilité

THEOREME 3.- Soient I un multinoyau et A1,.,An,... des arguments pour I.
Si les Ai sont analitiques, alors on a

I(Al,.,An,...) ~ sup I(Kl,.,Kn,...)
où Ki parcourt les compacts contenus dans Ai.
jy Fixons ysF et considérons la multicapacité 1 sur TTEi qui associe
à X1,.,Xni... la valeur de I(X-.,.,X ,...) au point y. Soit teTR tel
que 1 (A.,.,A ,...)) t : nous devons montrer qu’il existe alors, pour
tout i, un compact Ki inclus dans Ai tel que Iy(Kl,.,Kn,...)~ t . La
démonstration va se faire en deux étapes.

a) On suppose d’abord que les Ai sont des Kr. Il existe alors, pour
chaque i, une suite croissante de compacts de réunion égale
à A.. Comme I monte séparément, il existe alors un entier P4 tel que

En raisonnant par récurrence, il est alors facile de voir qu’il existe

pour tout i un entier pi tel que l’on ait, pour tout n,

Iy(lt 
Mais, comme la montée n’est que séparée, on ne peut pas, s’il y a une
infinité d’indices, remplacer simultanément tous les A. par les Kli.
Cependant, comme Iy est globalement croissante, on a, pour tout n ,

Iy0t ’K22’’’Kn~’En+l’’’En+k! ... ) ) t
et, comme Iy est globalement descendante sur les compacts, on peut
effectivement conclure que l’on a bien

Iy(Kp11,Kp22,.,Kpn+1n+1,.,Kpn+kn+k, ...)  t
D’où le théorème lorsque les arguments sont des K03C3.

b) Passons maintenant au cas général. Par définition, il existe,
pour tout i, un multinoyau J. et des ouverts U1 tels que l’on ait

Ai - 
Désignons par J le multinoyau obtenu par composition de I avec les J..
En appliquant a) au multinoyau J et aux ouverts on a

I(A1,.,An,...) = J(...,Uij,...)
= sup J(...,Kij,...), Kij compact 

dans Uij= sup I(...,Ji(.,Kij,.)...)
Comme Ji(.,K1,.) est un compact contenu dans Ai si, pour tout j , Kij est
un compact contenu dans on obtient bien l’approximation désirée.

REMARQUES, a) La démonstration paraphrase évidemment la démonstration
classique du théorème de capacitabilité de Choquet. Remarquer cepen-
dant que l’on a gagné un cran dans la première étape : on y a considéré


