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PREMIÈRE THÈSE.

ÉTUDE DES SPECTRES
DES

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
DE LA

THÉORIE DES PLAQUES ÉLASTIQUES

1. Introduction. — Le présont travail a pour objet l'étude des
spectres de deux équations aux dérivées partielles du quatrième ordre
qui se présentent dans la Théorie de l'Elasticité.

Considérons dans un domaine S du plan (#, y) l'équation

(1.1) AAw—X2iv=o,

et cherchons ses solutions différentes de zéro, qui s'annulent avec
leurs dérivées normales sur la frontière C de S. La théorie des équa-
tions intégrales et les méthodes directes du calcul des variations
démontrent l'existence de telles solutions propres pour une suite
dénombrable de valeurs propres du paramètre X2

(1.2) X'f, 11 . . .

que nous supposerons rangées par ordre de grandeur en tenant
compte de leur multiplicité, c'est-à-dire du nombre de solutions
propres indépendantes correspondant à chacune d'elle. La suite (1.2)
ainsi définie sera appelée le spectre de l'équation ( l . i ) relatif aux
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conditions aux limites
dw

(1.3) w = o, -r- = o.
ane

(Nous avons cîésigné par ne la normale extérieure au domaine.)
La méthode par laquelle nous nous proposons d'étudier ce spectre

pourra être appliquée sans changements notables à l'étude du spectre
de l'équation

(1.4)

relatif aux conditions aux limites
* - dw* -

Nous désignerons ce spectre par

(1.6) Xî, XJ, ....

La théorie des spectres des équations aux dérivées partielles a été
étudiée jusqu'à présent surtout pour les équations du second ordre.
L'exemple classique de cetre théorie est l'équation

(1.7) AM + w a = o,

dont le spectre relatif à la condition aux limites

(1.8) u = o

sera désigné par

Pour les fonctions propres nous emploierons des notations telles que

Le Calcul des Variations nous donnera l'origine commune des
trois équations (1. 1), (1-4) e t (1-7)- Nous verrons qu'elles sont les
équations d'Euler-Lagrange de trois problèmes isopérimétriques pour
des inlégrales doubles, généralisations immédiates à deux dimensions
de problèmes bien connus pour des inlégrales simples. D'ailleurs on
considère habituellement l'équation ( l . i ) comme la généralisation
directe de (I.7) quand on aborde l'étude des équations du qua-

( l ) O n s a i t q u e l e s v a l e u r s p r o p r e s ( 1 . >) , ( 1 . 5 ) e t (] . 9 ) s o n t p o s i t i v e s .
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Irième ordre ('), parmi lesquelles elle doit être considérée, avec (1.4)?
comme l'exemple le plus simple et le plus typique.

Pour ces raisons déjà l'étude de nos équations s'impose dans le
domaine des Mathématiques pures. Mais l'intérêt de la question est
considérablement augmenté par le fait que nos équations se pré-
sentent dans la théorie des plaques élastiques. En effet, (1. i) et (1.4)
sont respectivement les équations des vibrations et du flambage
d'une plaque élastique, tandis que (I.7) est Véquation classique
des- vibrations d'une membrane. Les conditions aux limites (1.3)
et (1.5) signifient qu'il s'agit de plaques encastrées, c'est-à-dire de
plaques dont le bord est immobilisé de manière à y maintenir le plan
tangent horizontal.

Un grand nombre de recherches ont permis d'établir plusieurs pro-
priétés du spectre et des fonctions propres du problème des vibra-
tions d'une membrane à bord üxc, c'est-à-dire des solutions de
l'équation (1-7) avec les conditions aux limites (1.8). Citons comme
exemple le théorème sur les lignes nodales, d'après lequel les lignes
nodales d'une fonction propre appartenant à tùn ne peuvent par-
tager S en plus de n domaines. Ce théorème combiné avec le fait
qu'une solution de Au + ww = one peut avoir de zéros isolés nous
donne immédiatement le résultat suivant : une fonction propre
appartenant à la première valeur propre W| ne peut avoir de zéro
dans S. par conséquent elle est unique à un facteur près. Des théo-
rèmes de ce genre ne sont pas toujours vrais dans la théorie des
plaques; pour d'autres propositions la question n'a pas encore été
tranchée.

On connaît explicitement les valeurs numériques des ûù/t pour un
certain nombre de domaines, en particulier pour le cercle et pour le
carré. Par contre les Xft (et les À*) n'étaient connues jusqu'à présent
que pour le cercle où elles s'obtiennent par l'intégration d'équations
ordinaires. M. Weyl a démontré pour un domaine quelconque la loi
asymptotique de la répartition des valeurs propres con. lia trouvé que
cette répartition est indépendante de la forme du domaine et qu'elle
est complètement déterminée par son aire (2). La démonstration de

(*) Signalons cependant que la théor ie de l ' équat ion (1 .4 ) nous appara î t ra légè-
r e m e n t plus facile que celle de ( l . i ) .

( 2 ) H. W E Y L , [ 1 ] ,
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M. Wejl utilisait d'une manière essentielle la connaissance des tën

pour un carré et ne pouvait être appliquée à la théorie des plaques.
Quelques années plus tard, M. Courant a réussi à tourner la difficulté
et à démontrer (') que les Xf} se comportent asymptotiquement comme
les carrés des GÔ . Sa méthode s'applique sans changements aux X*
pour lesquels on trouve la loi asymptotique X* ̂  wn. Le procédé de
M. Courant utilise avec succès la définition indépendante des
valeurs propres (méthode des plus grands minima), dont il sera
question plus loin. Sa démonstration n'exige plus la connaissance
des valeurs propres pour un carré : il suffît de les connaître pour un
cercle.

Signalons un autre principe, qui joue également un grand rôle
dans la théorie des lois asymptotiques des spectres de la membrane
et des plaques encastrées : les valeurs propres pour un domaine S',
contenu dans S, sont supérieures aux valeurs propres pour le
domaine S (-).

Les lois asjmptotiques, importantes en elles-mêmes, trouvent des
applications dans la Physique Théorique. Cependant ce sont les
valeurs propres d'indice peu élevé qui jouent un rôle fondamental
dans l'Art de l'Ingénieur. Plusieurs procédés, dont le plus connu est
la méthode de Rayleigh-Ritz, ont été imaginés pour le calcul numé-
rique des spectres. La méthode de Ritz permet d'établir une suite
non croissante de bornes supérieures pour chaque valeur propre (3).
En plus, il est toujours possible de choisir ces suites de manière
qu'elles convergent vers la valeur cherchée ( '•). Il est cependant évi-
dent que ce n'est pas la question de convergence, malgré son intérêt
intrinsèque, qui constitue le point essentiel d'une telle théorie, mais
bien V évaluation de Veneur commise par l'application de la
méthode de Ritz (;>).

(1) R. COURANT, [ 1 ].
(2) Ce théorème de monotonie, démontré par M. Hadamard, [1], a été retrouvé

par plusieurs auteurs.
(3) W. RITZ, [1]. Rappelons que le premier exemple calculé par Ritz lui-même

furent les \aleurs propres d'une plaque carrée vibrante, libre sur les bords.
(*) M. PLANGIIEREL, [1], R. COURANT, [2].
(5) Nous devons renoncer à citer les travaux sur ce sujet, d'autant plus qu'ils ne

trouvent pas d'applications dans notre travail. Bornons-nous à signaler que dans
plusieurs de ces méthodes on se sert de la fonction de Green, dont la détermination
n'est relativement facile que dans la théorie des équations différentielles ordinaires.



Dans les applications, la méthode de Ritz est restée, suivant
l'expression de H. Poincaré, une « méthode d'ingénieur ». Le calcu-
lateur se contente d'admettre que la borne obtenue est voisine de la
valeur cherchée, quand deux ou trois essais le conduisent a des
valeurs numériques rapprochées les unes des autres.

Signalons encore le fa il suivant. La méthode de Ritz ne nous
fournit aucun renseignement général sur le spectre d'un problème,
permettant de le comparer aux spectres de problèmes plus simples el
mieux étudiés. Dans la theorie des plaques encastrées, le théorème
de monotonie nous donne immédiatement un moyen de comparaison
entre le spectre pour un domaine» S et le spectre du même problème
pour un domaine circulaire contenu dans S (ou contenant S). Ce
procédé pourrait être considéié comme supérieur a la méthode de
Ritz au point de vue théorique, mais la précision des résultats numé-
riques est loin d'être satisfaisante.

Les conditions aux limites (1.3) et (1.5) ne sont pas les seules
qu'on est -amené a considérer dans la théorie de nos équations (1 . i)
et (1.4). Si le bord d'une plaque est immobilisé, sans être encastré,
il faut remplacer (1.3) et (1.5) par les conditions

( i . io) w = o Att- = o,

\\ . 11 ) w* = o Acv* = o

Les problèmes ainsi poses sont plus élémentaires que les pro-
blèmes correspondants pour les plaques encastrées, car on vérifie
immédiatement qu'ils se ramènent au problème des vibrations dune
membrane. En effet, les fonctions propres wn et w*n sont, dans ce cas,
identiques aux fonctions propres u,n les valeurs propres correspon-
dantes étant données par les équations If, — w,,, X* — co/2.

Les résultats du présent travail nous permettront de rattacher la
théorie des spectres des plaques encastrées au problème des vibra-
tions des membranes. Il va sans dire que le lien entre ces problèmes
est moins évident que dans le cas élémentaire précédent. Nous trou- •
verons que la détermination des spectres de nos équations (1 . i) et
(1.4) relatifs aujc conditions aux limites (1.3) et (1 . >) peut être
ramenée à Vétude d'une suite de problèmes de vibrations forcées
d^une membrane. L'énoncé exact de notre résultat sera donné au
paragraphe 16. Précisons ici, autant que possible, l'énoncé sommaire
que nous venons de donner. Pour étudier les spectres de nos pro-
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blêmes nous introduirons une suite de problèmes auxiliaires d'un
caractère plus élémentaire. Ces problèmes nous donneront des suites
non décroissantes de bornes inférieures pour les 1^ et les A* et nous
permettront d'établir des inégalités pour les valeurs propres. Ici,
comme dans la méthode de Ritz. on peut s'arranger pour que ces
suites convergent, mais la question de la convergence constitue un
fait séparé que nous n'aurons pas à envisager dans le présent travail,
uniquement consacré à l'étude et à la comparaison des spectres de
divers problèmes.

Pour construire des bornes inférieures des Xft et des A* nous serons
amenés à considérer une suite d'équations du type

(1.12) àf>i+ti.(>k = Pk(x,y) (k=i, 2 , . . . )

avec les conditions aux limites çk=o. (Les /?/ sont des fonctions
harmoniques données; JJL désigne un paramètre.) Nous verrons que
les p/c sont déterminées à partir des Uh\ d'autre part, il est bien
connu que les Uh permettent d'intégrer les équations (1. 12).

En résumé, la connaissance des fonctions propres uk permet,
comme dans le cas élémentaire des conditions (1. 10) et (1. 11), de
faire Vétude complète du spectre des problèmes des plaques
encastrées.

On obtient des résultats analogues en imposant à w et w* des con-
ditions mixtes, c'est-à-dire les conditions (1.3), (1. 5) sur une partie
de la frontière et les conditions (1.10), (1. 11) sur la partie complé-
mentaire.

Notre méthode admet des applications numériques. Combinée avec
celle de Ritz, elle fournit des bornes numériques inférieures et supé-
rieures pour les valeurs propres. On peut de cette manière évaluer
l'erreur attachée aux valeurs obtenues par la méthode de Ritz et
combler ainsi une grave lacune que présente ce procédé. Dans
'certains cas nous obtenons la valeur cherchée à une erreur de
0,2 pour 100 près.

Les résultats du présent travail ont été en partie résumés dans
deux Notes ('). Dans des publications antérieures j'avais indiqué des
inégalités pour la première valeur propre A* (ainsi que pour \\)

(l) A. WEINSTEIN, [5], [6] .
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dans le cas du carré. M. Tomotika a fait, d'après mes indications,
le calcul analogue pour 1^ (1). Les résultats acquis depuis nous
permettront de faire rentrer ces cas particuliers dans le cadre d'un pro-
cédé général et de les débarrasser d'artifices étrangers à nos problèmes.

Signalons enfin que nous avons primitivement entrepris nos
recherches dans le but d'élucider les solutions formelles, par les-
quelles plusieurs auteurs cherchaient à obtenir les valeurs de X* et
de XJ dans le cas du carré. Ces calculs rappellent un procédé formel
par lequel Fourier avait obtenu en 1822 les coefficients de certains
développements trigonométriqués. M. Picard signale ce « calcul
extraordinaire » dans un de ses Traités récenls (2). En comparant
les résultats numériques, obtenus par des méthodes formelles, avec
les nôtres, nous constaterons parfois une concordance imprévue, que
nous pourrons expliquer dans une certaine mesure (:i). Il pourrait
paraître inutile d'insister sur les procédés formels qui sortent des
cadres des mathématiques usuelles; qu'il nous soit pourtant permis
de signaler, à l'usage des calculateurs, que les méthodes rigoureuses
présentent, dans notre cas, des avantages indiscutables dansles appli-
cations numériques et que les procédés formels ne peuvent fournir
aucun renseignement sur les valeurs propres d'indice supérieur à un.

2. Rappel de quelques définitions. Fonctionnelles quadratiques et
formules de Green. — On désigne habituellement par fonctionnelle
bilinéaire symétrique, définie pour une certaine classe de fonctions,
un nombre Q(cp, i];) = Q(^, ?) cf11^ dépend linéairement des fonc-
tions cp et \\>. On obtient une fonctionnelle quadratique en posant
i|> = cp et l'on écrit pour abréger Q (cp) au lieu de O (cp, cp). Pour une
combinaison linéaire de n fonctions à coefficients constants At\ on a

t1) k. WETNSTEIN, [1], [2], [3], [41. S. TOMOTIKA, [1].

Ë. TREFFTZ, [1], [2], a retrouvé mes inégalités numériques pour Xf dans le cas
du carré, mais sa méthode ne permet pas d'obtenir des inégalités pour X,* et \ft

dans les cas où n > i . Ceci tient au fait que la théorie de Trefftz ne fait intervenir
ni les fonctions propres un du problème de la membrane, ni les suites des fonc-
tions harmoniques pk qui jouent un rôle important dans nos recherches.

(2) E. PICARD, 11], p. 99.
(3) De même que dans d'autres domaines (par exemple en mécanique quantique)

la méthode rigoureuse diffère essentiellement des procédés formels et ne permet
nullement de les justifier a posteriori.
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l'identité

On dit que la fonctionnelle Q est définie positive, si, pour la classe
de fonctions considérée, l'équation Q(op)=o entraîne <p = o.
Deux fonctions cp et ^ seront dites orthogonales par rapport à Q si
l'on a Q(cp, ty) = o.

Nous allons considérer en particulier les fonctionnelles bilinéaires
suivantes

(2.2) H(cp, 40= f f

Nous utiliserons souvent une notation usuelle dans la théorie des
espaces de Hubert, en écrivant (cp, tp) au lieu de H(cp, <];).

En posant ^ = cp on obtient les fonctionnelles quadratiques

("2.5) H(9)=y* f c-i

(2.6) D(ç) = ƒ ƒ (?

H((p) est fe ca/W ö?e /a norme hilbertienne de 9. D(cp) est Vinté-
grale de Dirichlet. Cette fonctionnelle est positive définie pour la
classe des fonctions qui s'annulent sur la frontière C de S. La fonc-
tionnelle I(cp) est égale à H(Àcp).

Hypothèses sur le domaine S. — Nous supposerons que le
domaine S est borné et que sa frontière C se compose d'un nombre
fini de courbes fermées simples, chacune de ces courbes étant elle-
même formée d'un nombre fini d'arcs à courbure hölderienne, se
raccordant sans point de rebroussement. Nous désignerons par s
l'arc sur C.



g

Formules de Green. — Nous utiliserons fréquemment les iden-
tités classiques suivantes, valables sous des conditions de continuité
bien connues,

(2.8) (S

En remplaçant ici <p par Acp, on obtient

et l'on en déduit immédiatement la formule suivante :

(2.ii) (ç, AA^-(^AAcp)

J c V ^ c ^ e ^ e rf/lj

3. Définition des spectres par des problèmes variationnels. — II
est bien connu que les valeurs et les fonctions propres des ( l . i ) ,
(1.4) et (1-7) relatifs à des conditions linéaires et homogènes aux
limites peuvent être définies par des problèmes variationnels. On est
amené à chercher les minima des rapports

I I D
(3.i) H , -^ et - ,

pour toutes les fonctions satisfaisant à certaines conditions (*).
Pour fixer les idées, nous allons considérer les problèmes varia-

tionnels pour le rapport -^ et pour des fonctions s'annulant avec leurs

( l) Signalons que des problèmes analogues ont déjà été traités pour des inté-
grales simples. Posons

M. M. Janet, [1], a trouvé les minima des rapports ~(k<. n) pour les fonctions

qui s'annulent ainsi que leurs n — î premières dérivées pour x = o et x = î. Les rap-

ports—» — et -^ correspondent à -4> — et ~ et les minima trouvés par M. Janet
i l i) XX l 0 l j -IQ

correspondent à Xj, "Xj et a>r
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dérivées normales sur la frontière de S. Bien que la plupart des
considérations suivantes soient connues, il nous paraît nécessaire de
les reproduire ici pour mettre en évidence les résultats et les raison-
nements qui pourront être appliqués aux. problèmes modifiés intro-
duits par notre méthode.

On peut définir les valeurs propres ÀJ, 7^1, . . . de deux manières
différentes par des problèmes variâtionnels.

Définition des X* par récurrence. — X\ sera défini comme le

minimum du rapport ——~ pour toutes les fonctions w s'annulant

avec leurs dérivées normales sur la frontière de S. Une fonction
minimisante de ce problème sera désignée par W\ ( ' ) .

Pour n ^> i on définit "k'ft comme lo minimum de 77 pour les fonc-

tions (v, qui, en plus des conditions aux limites w = -j— = 0 , satisfont

aux n 1 conditions d'orthogonalité

(3.2) H O , W/) = O (/ = I . 2 , . . ; . / l - - l ) . J

Une fonction minimisante de ce problème sera désignée par wn. (La
démonstration de l'identité de la suite des V*n ainsi définie avec
le spectre (1.3) sera rappelée plus loin.) Il est évident que les Vfk

définis par les , problèmes variationnels forment une suite non
décroissante.

Soit ow une fonction arbitraire satisfaisant aux conditions aux
limites, ainsi qu'aux n — \ conditions

( 3 . 3 ) H ^ , 8«>) = o ( / = i , 2 , n — 1).

On aura, pour toute valeur de s, l'inégalité

l ( Wn -H £ $W ) ^ XJ5 H ( Wn -4-

ce qui nous donne l'équation

(3.4) I(wB} 8w) — XâH(w,,, Sw

(l) Les conditions de continuité suffisantes pour assurer l'existence des solutions
des problèmes de ce paragraphe ont été étudiées par M. K. Friedrichs, [1]. Pour
les problèmes modifiés ces conditions seront énoncées explicitement au para-
graphe 5. Bornons-nous à signaler que, dans ce dernier cas, elles seront moins res-
trictives.
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En posant dans cette équation â(V= Wj, on trouve, d'après (3 .2 ) ,
les équations

( 3 . 5 ) I (w B j «;,) = o, H(w / l , Wi) = o pour i £̂ n,

I(«f„)== X?,H(«vn) ( i , n = i, 2 , . . . )•

Si âw ne satisfait pas aux conditions (3 .3 ) , nous poserons

(3.6) g^ = âw

les coefficients Af étant choisis de manière que àw soit orthogonale
à W\, w2 , . . ., ^n-i« On aura immédiatement, d'après (3 .5) e t (3 .4) ,

Alwl) — X2 H (<*>„,

ce qui démontre que l'équation (3-4) est remplie pour toute fonction
àw satisfaisant aux conditions aux limites, même si elle ne satis-
fait aux conditions d'orthogonalitè (3.3).

Équation a^Euler-Lagrange. — Appliquons les identités de
Green. On déduit de (3.4)? PU laissant tomber l'indice n1 l'équation
générale, équivalente à l'annulation de la première variation,

(3.7) H(AA«.- X2«-, S« ) + f(A«> f^ - S* ^ ) ds = o.
Jc \ dnc dne J

En vertu des conditions aux limites hw = —j— = o , l'intégrale étendue

à C est égale à zéro. La fonction hw étant arbitraire dans S, on obtient
pour w = wn, X2 = Vft l'équation d'Euler ( i . i)

— X2 w = o.

Ce procédé démontre que chaque X2 obtenu par un problème varia-
tionnel est une valeur propre de l'équation ( 1 . i) relative aux condi-
tions aux limites ( I . 2 ) . La réciproque est également vraie. Nous
reproduirons ici l'éléganle démonstration de M. Herrmann (4) qui a
simplifié la démonstration donnée primitivement par M. Gourant.

Soit X2 une valeur propre de l'équation ( 1 . 1) relative aux condi-

(!) H. HERRM\NN [ j ].



lions (1.3) et soit w une fonction propre correspondante. Il s'agit de
démontrer que \- est le minimum de l'un des problèmes variationnels
considérés. Soit àw une fonction arbitraire s'annulant avec sa dérivée
normale sur la frontière de S. On obtient immédiatement, en multi-
pliant (1 . i) par àw et en intégrant, l'équation

(3.8) J( w, $w) — ) - II(<*\ fiw) = o.

Posons ow =z (v. On trouve X2 = TT,—l ? co Qui démontre l'inégalité
H ( w ) n ö

X 2 >/ f . Soit
(3.9) X/,_, <XS^X?,.

Posons dans (3 .8 ) ôw = wl9 (i= i, 2, . . ., ^ — i). On obtient

D'autre part, on a. en posant dans (3 .4) n-^ i et dw = w,
l(wtJ w)—)^H(w<; w) = o. Vu que 1 et H sont des fonctionnelles
symétriques, on en déduit

( AJ — A') H ( < * . \\t) = O.

Par conséquent w satisfait aux conditions d'orthogonalité

H ( w > , t v , ) = o (^ = i , . . . , / / — i ) ,

ce qui montre que A- ne peut être inférieure à 7;r En comparant ce
résultat à l'inégalité (3-9), on trouve immédiatement /-* = lfn ce qui
démontre que la valeur propre A2 du problème différenliel est égale
au minimum de l'un de nos problèmes variationnels.

Définition indépendante des valeurs propres. (Méthode des plus
grands minima.) — Cette définition, utilisée avec grand succès par
M. Courant, permet d'établir dos inégalités entre les valeurs propres
de différents problèmes.

Soient ĉ i, < 2̂,. . ., cp/2 s 9 n — i fonctions continues dans S (il suffit
de supposer qu'elles soient de carré sommable). Désignons par
/;,(cp<, cp.j,. . ., on ,) le minimum (ou la limite inférieure) du rap-
port-—— pour toutes les fonctions satisfaisant aux conditions aux
limites (1.3) ainsi qu'aux n — î conditions
(3 . io ) H ( w , Çi) = o ( / = i , 2 , . . . n—i)

qui remplacent les conditions d 'orthogonalité ( 3 . 2 ) .
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On démontre que À^(o,, cp2,. . ., cp/1_i)<X/
2
l. La valeur X* est le

maximum de ces minima, quand cp4, cp2,. . .,?«-< varient. Ce maxi-
mum est atteint pour <p,= wt. La démons tra lion de ces propriétés est

basée sur le lemme suivant : Le rapport YT7—{ est inférieur ou
r r H(w)

égal à X̂  pour toute combinaison linéaire à coefficients constants

des n premières fonctions propres wK,. . ., wn. En effet,
K—\

on a, d'après (3.5), I(w)— À̂

Déterminons les constantes À/ de manière à satisfaire les n—i
équations linéaires (3. 10). D'après le lemme précédent, on aura les

inégalités Àf, > xrf~\ -^/K?» 5 ?-* 9/i-i)# ^ n P o s a n t V'—^o o n

trouve X2
n(w^ w>,. . ., çv,i_t) = A;/? ce qui achève la démonstration.

Problèmes mixtes. — Les considérations précédentes s'appliquent
presque sans modifications à ces problèmes.

Signalons qu'on obtient le> fonctions propres satisfaisant aux con-

ditions w= —— — o sur une partie C de C, et aux conditions
w z=r Â IP = o sur l'autre partie, C", en imposant aux fonctions w,
considérées dans los problèmes variationnels, la condition*

~~~ du( ~~

sur Ce t (v = o sur Cr/. Il est superflu d'imposer la condition Aw = o.
En effet, l'équation générale (3.7) se réduit pour une fonction
minimisante, à l'équation

ƒ dlw——
dne

La (onction -^—étant arbitraire, 011 en déduit qux3 l'équation Aw = o

est valable sur C". La condition Aw = o est une condition aux
(imites intrinsèque de nos problèmes variationnels. Elle a lieu

(*) Ce mode de raisonnement, d'ailleurs classique, ^era dé\eloppe au para-
graphe 6.
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lorsqu'on n'impose aucune condition à la dérivée normale. De même'
pour obtenir les conditions ^ = AMP = O sur toute la frontière G, il
suffit d'imposer aux fonctions w du problème variationnel la seule
condition aux limites w = o.

Problèmes du flambage. — Pour définir les valeurs propres de
ces problèmes par des problèmes variationnels, il suffît de remplacer
le rapport jry—^ par l'expression * • Les conditions d'orthogona-
lité (3.2) et (3.10) sont à remplacer par les équations

D(w% w*) = o, D(w*, 9i) = o.

(On suppose que les cp4 ont des dérivées continues.) On aura, au lieu
de (3.7), l'équation suivante

f (
De même que dans les problèmes relatifs à -TV? la condition Aw*= o
joue le rôle d'une condition intrinsèque.

En résumé, nous pouvons dire que les minima des rapports -p e^ T:
jouent dans la théorie des plaques le même rôle que les minima de
l'expression — dans le problème classique des vibrations d'une mem-
brane.

Nous désignerons par Problème I l'ensemble des problèmes varia-
tionnels définissant le spectre du problème des vibrations des plaques
encastrées. Ceci nous permettra de les distinguer des problèmes
auxiliaires modifiés que nous serons amenés à considérer dans la
suite. Les problèmes variationnels correspondants de la théorie du
flambage seront appelés Problème II.

Les solutions indéfinies des équations AAw — XJçv=:o et
H- ̂ *Aw*= o. — Les fonctions qui satisfont à ces équations du

quatrième ordre sont des sommes de solutions d'équations aux déri-
vées partielles du second ordre. Ce fait élémentaire nous sera tres
utile pour l'étude des spectres des différents problèmes envisagés.

Considérons d'abord l'équation AAw — À2w = o. Soit l2 ;> o.
Désignons par 1 la racine positive de l2. Posons
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On aura

(4.2) AU — XÏJ = o.

Par conséquent on peut écrire, au lieu $e (4 . i),

&s» -+- > w = X V -+- XV = AU -f- XÏÏ
ce qui donne

On peut donc poser

(4.4) w = U-f-ü

ou la fonction U satisfait à l'équation

(4.5) AU-hXU=o,

c'est-à-dire à Féquation indéfinie du problème des vibrations d'une
membrane. En faisant la somme de (4 .2) et (4 ,5 ) , on obtient l'iden-
tité

(4.6) A» = A (77—li) (i).

Considérons maintenant l'équation AAw*-f- V Aw*' •=. o p o u r V ^ o *
On aura

ou p est une fonction harmonique. Il vient donc

A(w* — ƒ>)•+- A*(w* — P) = o.

Par consequent on peut poser

(4.(S) w* = p+V,

ou p et U satisfont aux équations

(4.q) àp = o,
(4. io) AU-h)*U = o

et l'on aura l'identité

( 4 . I I ) Aw* = — X * U .

(l) 11 para i t que jusqu 'à p r e sen t on a u t i h s ç ( 4 . 4 ) u n i q u e m e n t dans le p r o b l è m e
des v ibra t ion» d 'une plaque encas t rée c i rou l ane . Nou> u t i l i se rons ( 4 . 4 ) et ( 4 . 6 )
p o u r un doma ine que lconque .
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Applications, —Considérons d'abord l'équation (1. i ) avec les condi-
tions aux limites (l.io) : w = Aw = o. D'après (4.4), et (4.6) U et U
doivent s'annuler sur la,frontière. Par conséquent U est identique-
ment nul dans S, tandis que U est une fonction propre u correspon-
dant à une certaine valeur propre \ — oan. On a w = un et V2 — w .̂
Réciproquement, toute fonction propre un de ( I .7) , (1,8) est une
solution de (1.1), (1 . 10) correspondant à X2r= tft.

Pour les solutions de l'équation A Aw*-f- 1* Aw* = o, qui satisfont aux
conditions aux limites (1.11 ) : w* = Àw* rz= o, on trouve, d'après (4. 8)
et (4.11), que/? et U s'annulent sur C. Par conséquent la fonction
harmonique p est identiquement nulle et w* est, d'après (4.7), une
fonction propre un, correspondant à À* = «„. Réciproquement toute
fonction propre un est une solution de notre problème aux limites et
l'on a (ùn="k*r En résumé, les problèmes aux limites correspondait
aux conditions w = Aw -= o et w* = Aw* = o se ramènent immédia-
tement au problème des vibrations d'une membrane (i ).

5. Les problèmes modifiés. — Nous nous servirons fréquemment
dans la suite an principe fondamental suivant : Si l'on remplace les
conditions imposées aux fonctions d'un problème variationnel par des
conditions moins restrictives, on obtient un problème modifié, pour
lequel le minimum est non supérieur au minimum obtenu dans le
problème initial. En effet, la classe des fonctions considérées dans le
problème modifié contient la classe des fonctions envisagées dans le
problème initial. De même, en introduisant des conditions plus res-
trictives, on obtient un nouveau minimum, non inférieur au minimum
primitivement trouvé.

Ce principe générai est classique. Il est d'ailleurs implicitement
utilisé dans la méthode de Ritz-Rayleigh pour le calcul des bornes
supérieures des valeurs propres d'un problème donné.

Nous allons nous servir du même principe pour obtenir des bornes
inférieures des valeurs propres de nos problèmes. Pour fixer les idées
nous allons, comme au paragraphe 3, considérer d'abord le problème
des vibrations d'une plaque encastrée.

(*) Les démonstrations usuelles utilisent le fait que le système des fonctions
propres un est complet.
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Définition des problèmes modifiés* — Soit

une suite arbitrairement choisie de f onctions harmoniques, linéaire-
ment indépendantes dans le domaine S. Nous supposerons q,ue ces
fonctions sont continues dans S-f-O( ') , et nous désignerons par

les valeurs que prennent lesƒ?*(#, y) sur la frontière C.
La suite (5.1), ou (5.2), que nous supposerons fixée une fois pour

toutes, nous servira dans la définition des problèmes modifiés. Nous
l'appellerons la suite fondamentale de ces problèmes. Son choix est
pour l'instant arbitraire, mais nous verrons plus loin qu'il existe des
suites privilégiées, permettant d'obtenir des résultats plus approfondis.

Nous allons définir maintenant, par des problèmes variationnels,
une suite de bornes inférieures pour les valeurs propres Xfr Envi-
sageons d'abord le problème suivant : Déterminer le minimum

de pj-;—rr pour toutes les f onctions continues dans S -|- C, possédant

dans S un laplacien de carré sommable et satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

(5.3) w = o sur G,
(5.4) (/>*, Aw) = o pour £ = i, . . . ,m,

où m désigne un entier positif. Les conditions (5.4) expriment que
le laplacien Aw est orthogonal dans S aux m fonctions/?4,/?2, . . ., />m.

Soit \^\m le minimum dans le problème considéré et soit W\m une
fonction minimisante correspondante. Pour n >> i, nous définirons
les valeurs \^int par récurrence : \^im sera le minimum dans le problème
qu'on déduit du précédent en ajoutant aux conditions énoncées
les n — i conditions d'orthogonalité

(5.5) H(w, wun) = o (/ = T, 2, . . . , n — i ) .

Une fonction minimisante correspondante sera appelée wnm.
Les théorèmes d'existence démontrent l'analycité des fonctions

minimisantes dans le domaine S. Le laplacien d'une telle fonction

(l) Pour établir certains résultats, nous serons amenés à modifier ces hypothèses.

TJIÈSE A. WEINSTEIN 2
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est continu sur la frontière C. De même, sa dérivée normale, ainsi
que la dérivée normale de son laplacien sont continues sur les arcs
de C à courbure holderienne.

4u voisinage d'un point anguleux de G, les dérivées premières par
rapport à Oc et y d'une fonction minimisante et de son laplacien ne

peuvent devenir infinies d'un ordre supérieur à - •

D'après le principe général, énoncé au début de ce paragraphe, la
suite

( S . 6 ) n ? w , j i j / / * » . . . , f i , 2 « m , . . .

est non décroissante. Nous désignerons l'ensemble des problèmes
variationnels définissant cette suite par problème I m ; la suite elle-
même sera appelée le spectre de ce problème. De même que X*, la
valeur p-jlnl peut être définie par le procédé des plus grands minima.

Eiemplaçons dans la définition de \xjim les conditions (5.5) par
les n — i conditions H(w, cp£) = o (i — i, a, . . ., n i) , les cpt dési-
gnant, comme dans le problème I, des fonctions arbitraires de carré
sommable. Soit ft^m(cpi, 92? •••? <P/i-0 1° minimum du problème ainsi
posé. On démontre, comme au paragraphe 3, que le maximum de
^ / » ( ? M ?2> • •? <P«-0 quand les cpf varient, est égal à (j.jim et que ce
maximum est atteint pour <pt =z wun,

Nouvelle expression pour les conditions (3.4)- - Soit/?(#, y )
une fonction harmonique dans S, et soit W(#, y) une fonction arbi-
traire, nulle sur C.

Supposons p et W suffisamment régulières pour qu'on puisse leur
appliquer la formule de Green

On en déduit immédiatement Y identité fondamentale

(5.8) (©, AW) = f p ~ ds.
Jc dnc

Gette démonstration suppose l'existence de la dérivée normale
do p sur la frontière. Mais on peut, après coup, se débarrasser de
cette hypothese : pour établir (5.8), il suffit d'admettre la continuité
des valeurs p(s)* que prend p sur G, Eu effet» on peut approximer
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uniformément la fonction p(s), continue sur G, par des fonc-

tions p(nî(s) possédant des dérivées hölderiennes p •• Les

fonctions harmoniques p{n) (x, y ) , correspondant aux valeurs ƒ?<'*) (s),
tendront uniformément vers p dans S + C. On sait, d'après la
théorie générale du problème de Dirichlet, que les p{n) possèdent
des dérivées normales continues sur G. D'après ce qui précède,
l'identité (5.8) est démontrée pour les p{n) ('). Par conséquent, elle
sera encore valable pour la fonction limite/?.

L'identité (5.8) permet de remplacer les conditions (5-4) par les m
conditions aux limites équivalentes

,v > C . . dw _
(5.9) l pi(s) — ds = o (k = i, 2, . . ., m).

Ces équations, fort importantes dans la suite, expriment que la

dérivée normale -^- estorthogonalesur G auxm fonctions/^ ,/?2,... ,/?m.

Appliquons maintenant le principe général. Les conditions (0.9)

dne
étant moins restrictives que la condition -7— = o, on trouve immé-

~ dne
 ?

diatement les inégalités

En posant 9*= Wim on en déduit les inégalités

De même, on trouve, toujours par le même principe, les inégalités
, . 2 < , . 2

En supprimant le^ conditions (5.9) on obtient, d'après les résultats
du paragraphe 4, un problème qui se réduil immédiatement au pro-
blème des vibrations d'une membrane (2). Par conséquent on a
^n^^Jun' (II est évident que toutes ces inégalités sont valables aussi
pour le cas /i = 1, qui s'obtient en supprimant les 9/.) En résumé.

( l) Si s = s0 est un point anguleux, on peut poser p^(s) = />(50)pour les 6* voisins
de s0. Une transformation conforme de S en un domaine sans points anguleux
permet de démontrer (5.8) pour p("\

(~) Ce problème peut être considéré au point de vue formel comme un pro-
blème du type Im. En effet, il suffit d'écrire en tête de la suite fondamentale la
fonction harmonique pQ — o et de considérer le problème Io.



nous avons obtenu pour n = 1, 2, . . ., les inégalités fondamentales

(5.10) ^tx^itâ^.Sn.

Le problème Im nous donne des bornes inférieures i^2
nm pour

chaque Vfr Les p*im sont des fonctions non décroissantes de m et ne
sont jamais inférieures à co*.

Signalons que M. Gourant avait déjà établi, par une méthode diffé-
rente, les inégalités

(5 .11) W?,<À2 ( / l = I , 2, . . . ) .

Notre procédé, qui permet d'intercaler entre cô  et 1^ une suite
infinie de bornes inférieures, nous donnera au lieu de (5.11) des iné~
galités plus précises.

G. Les équations d'Euler du problème ï,„. — Dans les para-
graphes suivants m sera fixe; ceci nous permettra d'écrire

( 6 . i ) (J.J, jiij, . . . , (x)î, . . . ,

( 6 . ' 2 ) W l , W>, . . . , «>„. . . .

a u l i e u d e [ ± \ m 1 | X 2 , , t , . . . , p ^ m î . . . e t d e i v i m i w 2 f l i , . . . , W / z m , . . . ( • ) .

(Considérons l'équation

(6.3)

Cette équation, qui est équivalente à l'annulation de la première
variation, est identique, aux notations près, à (3.7). Elle a lieu
pour w = wa et /JL2 = pi;;. La fonction èw doit, d'après (S.3) et (5-9)
s'annuler sur C et satisfaire en outre aux m conditions

(6.4) fp//~^-ds = o (*= 1, 2, . . . , m),C <®W 7

qui signifient que —j— est sur G orthogonale aux m fonctions p(s)1

/><>(/), . . ., pm(s).
On prendra d'abord, dans (6.3), pour àw une fonction arbitpaire

(!) Il ne iaut pas confondre la suite (6.2) avec la suite des fonctions propres du
problème 1. Ces dernières n'interviendront plus dans les paragraphes suivants.



s'annulant avec sa dérivée normale sur G. Cet artifice classique
démontre que w satisfait à l'équation d'Euler

( 6 . 5 ) AAw —JJ.2W = O.

Par conséquent l'équation (6.3) se réduit, en vertu de (6.5) et de la
condition hw = o sur C, à la relation

(6.6)

qui exprime que le laplacien ÙLW est orthogonal à -%— sur C. Or, nous

avons vu que ^— est une fonction arbitraire sur C, orthogonale

à pi(s)1p2(s)^ . ... ,pm(s). Par conséquent, A west, sur la frontière C,
une combinaison linéaire desp^i^s). En effet, on a pour tout système
de valeurs des constantes A|, A2, . . ., Am l'équation

Déterminons les A* par les conditions

(6.8) / (Aw—

c'estrà-dire par les m équations

(6.9) "5\( ( PiPhds\^i= l ptkwds (i = 1, 2, .. ., m).

Le déterminant des coefficients f p,pu ds est identique au déter-
minant de Gram des m fonctions indépendantes px% p2, • . . • pm* P a r

conséquent, il est différent de zéro, et les équations (6.9) admettent
une solution unique. Il est permis de poser, dans (6.7), en vertu
de (6.8),

dn(,
 r

On obtient alors
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c'est-à-dirè

En résumé, on a, pour |JL2 = /xJJ et w = wn, Inéquation d'Euler

avec les conditions aux limites

( 6 . I l ) &Wn= 9\Xn
A

(6.12) I pk -7-^ ds = o (k = 1, 2? . . . , m).

Nous avons posé A^= 2/xna/lW. Cette notation meten évidence que les
constantes A ,̂ inconnues a priori, dépendent de n.

Définition du spectre de Im par un problème aux limites. —
Considérons, sur G, l'ensemble Lm de toutes les combinaisons
linéaires à coefficients constants des m fonctions indépendantes
P*(s)->Pi{s)i - - - iPm(s)* Les considérations précédentes nous amènent
à poser le problème suivant.

Problème aux limites \m. — Déterminer le spectre de l'équation

relatif aux conditions aux limites

(6. i5) Aw appartient à l'ensemble linéaire Lm,

(6*16) -7— est orthogonale à l'ensemble linéaire Lm.
CLTtç

Nous avons vu que chaque p^ du spectre (6. i) du problème varia-
tionnel \m est une valeur propre du problème aux limites que nous
venons d̂e poser. Réciproquement, toute valeur propre \x2 du pro-

(!) Signalons que notre démonstration est au fond identique à la démonstration
classique du second lemme fondamental du Calcul des Variations {voir par exemple
GOURSAI, Cours d'Analyse, III, rcpy, p. 546; COIRAÎNT-HIIBERI, [1] , p. 172).



blême aux limites est un ixjr La démonstration de l'équivalence des
deux problèmes est identique à celle du paragraphe 3. Multi-
pl ions-^. i3) par une fonction dw satisfaisant aux conditions (6 . izf),
(6 . i5) et (6 . 16), et intégrons sur h. On obtient par les formules de
Green l'équation

r / < v \ « T T / •% \ CI*, d b k w dow\
1 (wy ùw) — p.-H(w} uw) -+- / I ow --j l\w —j— \ as — o,

qui, en vertu des hypothèses sur <5w, se réduit à l'équation

CeUe équation est identique, aux notations près, à (3 .8 ) . Par consé-
quent la démonstration de l'équivalence de nos problèmes s'achève
comme au paragraphe 3.

7. Réduction du problème aux limites. — Nous allons démontrer
que le problème aux limites \m pour l'équation du quatrième
ordre (6 . i3) , considérée dans le paragraphe précédent, se réduit à
un problème aux limites pour un système de deux équations aux
dérivées partielles du second ordre. A cet effet nous allons nous servir
des solutions indéfinies, étudiées au paragraphe 4. Soit JJ.^IJJLJ; une
valeur propre de ( 6 . i 3 ) et w — wn une fonction propre correspon-
dante. Soit p. la racine positive de [x1. D'après les résultats du para-
graphe 4, on a dans S - j - C les équations (4.4)? (4 .6) , (4- 5) et (4 .2),
où il faut écrire p. au lieu de 7. Notre fonction w satisfait aux con-
ditions aux limites

(7.i) iv = 0, \K = 2

les coefficients constants 2/jtax. étant inconnus a priori. (Nous avons
écrit pour abréger ai au lieu de a/t7l.) On déduit immédiatement de
ces équations les conditions aux limites suivantes pour les fonc-
tions U et U du paragraphe 4 :

U-hÜ = o; U— TJ =—2ZakpL(s).

Par conséquent, on aura sur C.



Vu quepk(x<i y) est harmonique, on peut écrire, au lieu de (4.5)
e( (4.2), les équations

Posons

A(U H-

A(Ü—
-h fx(U

— fx(TJ
= \i2akpk,

(#j y),

, y).
k=z%

k=zl

On aura p - f - f = U + U = fv, de sorte que les équations (4.5)
et (4,a) prennent la forme équivalente '

(7.2) APH-JJ.

(7.3) AP — }I

avec les conditions aux limites

( 7 . 4 ) p = o? p =3 o.

Les solutions de ce système doivent satisfaire, en outre, aux
équations (ƒ>#? Aw) = o, c'est-à-dire aux m conditions

(1.5) AP) = o : = i, 2, . . . , m).

En faisant la somme de (7.2) et (7.3) on vérifie, en tenant compte
de (7.4), que les conditions aux limites (7.1) sont satisfaites. Signa-
lons qu'il ne faut pas confondre (7. 2) avec l'équation des vibrations
forcées d'une membrane. En effet, le second membre contient les
coefficients a*, inconnus a priori. Cette « indétermination » est en
quelque sorte compensée par la condition supplémentaire (7.5).

En résumé, nous aurons, au lieu du problème aux limites \m du
paragraphe 6, le problème équivalent suivant.

Désignons par £m l'ensemble linéaire des fonctions harmoniques,
ayant pour base/?, (x, y), p2(x, y), pm(&, y).

Problème aux limites I'/n. — Déterminer les valeurs du para-



~ m —
mètre p. pour lesquels il existe deux fonctions v et p, non nulles
simultanément, satisfaisant aux conditions suivantes. Les fonctions

AP -h \J.V et Ac — \LV

appartiennent à %m dans S, et sont, d'après (7.2) et (7.3), égales entre

elles, v et v s'annulent sur C; A yç -f- v) est orthogonal aux éléments

de £m dans S.

Le paramètre JJC est supposé positif. (Dans le cas contraire, le rôle

de v et v serait interchangé*) Nous désignerons par

( 7 . 6 ) p . j , [ J . 2 , . . . , i i n , . . .

les valeurs propres de ïm et par vn et va(n = 1,2, . . .) les fonctions
propres correspondantes. Rappelons que \x.n est la racine carrée posi-
tive de la 7iieme valeur propre du spectre de Im .

Remarquons enfin que v et ç satisfont aux équations

A Ae-t-{x AP = o, A A P — JJLAP = O?

dont la première est identique à l'équation (1 .4) de la théorie du
flambage.

8. Les problèmes modifiés de la théorie du flambage. — Ces pro-
blèmes s'obtiennent en remplaçant, dans le problème lm , les nota-
tions H, w, >2, p.2 par D, (v*, X*, jm*. Signalons qu'on a, pour une
fonction w*, nulle sur G, D(<v*)=— (w*? Atv*). On trouve, au lieu
de (5 .10) , les inégalités

(8.1) "n^liUèvU^-'^K (n = i, 1, ...).

Donnons, comme au paragraphe 7, à m une valeur fixe, et écri-
vons //.* et «>* au lieu de \Cnm et w*nm. La fonction w*= (^n satisfait
dans S à l'équation A àw* -+- (JL* A ^ * = O, ainsi qu'aux conditions sui-
vantes sur C : w* = o; Aw* appartient à Lm . En plus, Aw* est ortho-
gonal à %m dans S.

Posons, pour JJL*I=JX*, AÇV* = p*1a/Lp/,(s) sur C, les coefficients a/,
étant inconnus a priori. Les fonctions harmoniques Aw*-4-JJI* w*
et]UL*^a/L/>/L(^, JK) prennent les mêmes valeurs sur C. Par conséquent,
elles coïncident dans S.



En résumé, on a l'équation
m

(8.2) A(*>*H-fj.(*>*= l^^akpkiœ, y),

avec les conditions

(8.3) w* =?o sur C; (pk9 Aw*) *= o pour k = ix 2, . . . , m.

L'équation (8 .2) est identique, aux notations près, à (7 .2 ) . Le
problème modifié du flambage peut donc être traité env même
temps que le problème modifié des vibrations. Il est même plus
simple que celui-ci, car on n'a qu'une seule équation à intégrer.

9. Intégration des équations des problèmes modifiés. — Reprenons
l'étude des équations (7 .2) et (7 .3) avec les conditions aux limites
(7 .4) et (7 .5) . Le paramètre p. est, par définition, positif. Par con-
séquent (7 .3) admet pour chaque valeur de p une solution unique,
nulle sur C, qui est de la forme

où les Çj sont déterminées d'une manière univoque par les équations

(9.2) Apy—[JL ÇJ = pj dans S (p/ = o s u r C ) .

One formule classique permet de développer s?j en série de fonctions
propres du problème des vibrations de la membrane.

Supposons ces fonctions propres U\, M2, . . . orthonormées dans S.
Soit ciJ) = (pjJ ua) le criimc coefficient de Fourier de pj(x, y). La
fonction Çj sera alors donnée par la formule

(9-3)

L'intégration de (7 .2) est plus compliquée. En effet, /x pourrait
être égal à l'une des valeurs propres du spectre (4-7) du problème
des vibrations d'une membrane. Mous touchons ici à une des diffi-
cultés caractéristiques de nos problèmes, que nous aurons à étudier
dans les paragraphes suivants.

Déterminons d'abord parmi les valeurs prçpres JJL de l'm celles qui
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sont différentes de tous les con de la suite (1-7) . Pour une telle
valeur \x les coefficients a,, a2i . . ., am ne sont pas simultanément
nuls. En effet, les relations a} = a2 = . . . = am=. o entraîneraient
v = r = w = o, ce qui serait contraire à l'hypothèse.

Les Oy n'étant pas simultanément nuls, l'équation (7 .2) admet une
seule solution, nulle sur C. Cette solution sera de la forme

(9.4) v =

les pj étant univoquement déterminées par les équations

(9.5) Apy -+- p. ÇJ ==. pf dans S (^ = o sur C).

On aura les formules suivantes, analogues à (9 .3 )

Posons Wj= Vj-\- Çj. Les conditions (/>;c^Aw) = o, (Â: = i, 2, ..., m)
nous donnent m équations linéaires et homogènes

(9-7)

pour les 7?2 inconnues ail a2, . . ., «m.
Il est aisé à voir que la matrice des coefficients (JO*, Awy) est symé-

trique. En effet Vj et v^ satisfont aux équations

(9.8) ûkVj-h nvj = pj; ±VL-h iLVJL=pk (çj=zv£=zo sur G).

Multiplions ces équations par v^ et py respectivement et intégrons
leur différence dans S. La formule de Green donne immédiatement

Multiplions maintenant les équations (9.8) respectivement par
etpj et intégrons dans S. On obtient

(9. H)
(9.12)



ce qui donne d'après (9.10)

])e même on obtient
(pk, A^7) = (pJf

et l'on en déduit immédiatement les équations cherchées

(9 .14) (pk, Aw /) = ( jpy? A ^ ) (y, A = 1 , 2, . . . , m ) .

Le système (9.7) doit admettre par hjpothese, des solutions aM

a2, . . •, etm diflerenîes de zéro. Par conséquent son déterminant
doit être nul. Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

Toute valeur propre p., différente des valeurs propres w, est une
racine de l'équation transcendante

Inversement toute racine de (9 . i5), qui est différente des valeurs
propres w, est une valeur propre du problème aux limites ïm.

En effet, soit JUI une racine de (9 . i5) , différente des w, et soit R le
rang de la matrice des (ƒ>*, A(V/). Les équations (9 .7) admettent
m — R solutions indépendantes

a\h), af\ ..., a\\\ (h = 1, >, . . ., m — R).

Le rang de la matrice des a{^] est égal à m —R. On obtient, pour
chaque système des a{£\ une fonction propre w= w{h), satisfaisant à
l'équation Atv ( / i )= (ïtx1a{l)pkJ sur C (2) . Ces m—^R fonctions w{h)

sont linéairement indépendantes dans S, car une relation de la forme

entraînerait l'équation

(1) Signalons que (9.i5) ne depend que de pf Voir (9.17).
(2) Ceci démontre que les carres des racines p. sont positifs. Nous pourrons donc

piendre \i positif.
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c'est-à-dire, vu l'indépendance des/>#, les m équations

pour les constantes C/,. La matrice des a/^ ayant le rang m — R,
on trouve

C i = C s = = . . . = Cm—R = O.

Nous obtenons par conséquent le résultat suivant : la multiplicité
(Vune valeur propre f/., différente des w, es£ égale à m — R.

Il est aise de former explicitement l'équation aux racines p, diffé-
rentes des co. En effet, on a. par la formule de Parseval,

( 9 . 1 b ) (pu, kwj)

Or, on a, d'après (9.2). (9.3). (9.5) et (9.6),

= ( 20/ — U Y 1 C{J]

En introduisant cette \aleur de (Aw,, w )̂ dans (9. i6), on trouve
l'équation cherchée

(9.17) (y, * =

Pour l'écrire il suffit de connaître les \aleurs propres ŵ  et les
fonctions propres uG du problème de la membrane. Signalons cepen-
dant que dans les applications on réussit parfois a former (9.i5)
sans avoir a recourir aux développements en séries de fonctions
propres ua. Rappelons encore que, pour le moment, il ne faut pas
tenir compte des racines de (9. i5) qui seraient égales a des o. Nous
avons, dans ce qui précède, démontré que les racines positives
de (9. i5) qui sont différentes des o>, appartiennent au spectre

( 9 . l8) \li, [lt, . . , [in,
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du problème I'm. Rangeons ces racines par ordre de grandeur, en
écrivant chacune d'elles autant de fois que l'indique sa multiplicité.
Nous obtenons de cette manière la suite partielle

( 9 . 1 9 ) lXmv }J-mv . . . ( m i < m 2 , . . . )

de toutes les valeurs propres /x différentes des co. Il est nécessaire de
signaler que nous ne connaissons pas les indices m{, m<±, . . ., car
nous n'avons pas encore déterminé les JUL qui sont égaux à des co.

On conçoit immédiatement l'importance du problème qui se pose :
pour obtenir une borne inférieure de Â , il faut connaître le ̂  du
même indice. Or, pour résoudre ce problème il faudrait déterminer
aussi la suite partielle

(9.20) \Ltlx1 j i .W â , . . . ( / l l < / * 2 < . . . )

des ix qui sont égaux à des w. L'ensemble des éléments de (9. ig) et
de (9.20), rangé par ordre de grandeur, nous donnerait alors le
spectre (9. 18) et nous permettrait de déterminer les indices inconnus.
L'étude de ces questions fera l'objet des paragraphes suivants.
Bornons-nous à signaler ici, que les valeurs propres &> qui figurent
dans le spectre (9. 18) ne sont pas nécessairement identiques aux
valeurs w qui sont des racines de (9.15) et que nous avons négligées
jusqu'à présent.

Problème du flambage. — On vérifie immédiatement que les
équations analogues à (9.i5) et (9.17) s'écrivent sous les deux
formes suivantes :

(9.21)

(9.22) = 0 ( / , À: = I , 2, . . . , m).

Signalons que le calcul effectif de (/?#, &Wj) se fait en supprimant
dans (9. 16) la fonction vj et en remplaçant /ut. par jjt*.

10. La répartition des valeurs propres du problème des vibrations
d'une membrane dans les spectres des problèmes modifiés. — Dési-
gnons par rn la multiplicité de wA (71 = 1, 2, . . . ) dans le spectre (1.9)
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des vibrations d'une membrane. Soit

( 1 0 . I) M y 0 , tt</i>, . . . , u<nj

un système de /^fonctions propres correspondantes. Nous les suppo-
serons linéairement indépendantes, mais non nécessairement ortho-
normées dans S. La suite (10. i) sera appelée une base des fonctions
propres correspondant à (ùn. Pour mettre ces bases en évidence,
nous désignerons parfois la suite des fonctions propres par

au lieu d'écrire comme jusqu'à présent u^ u<2, . . . .
Abordons maintenant l'étude du problème fondamental suivant :

Déterminer Vensemble des valeurs propres du problème de la
membrane qui appartient au spectre du problème \'m. (Cet
ensemble peut être vide, fini ou infini.)

Désignons par pn la multiplicité <ùn dans le spectre de I'm. Il est
évident que pn n'est pas nécessairement égal à rn. Nous conviendrons
de dire que la multiplicité pn est égale à zéro, si (ùn ne figure pas dans
le spectre de ïm. Ecrivons la suite (vide, finie ou infinie)

( 1 0 . 3 ) wVl , Wv2, . . . ? cov,, . . . ( v i < v 2 < . . . ) ,

des a) qui appartiennent effectivement au spectre de lm. en tenant
compte de leur multiplicité p. On aura, en utilisant les nota-
tions (9.2o), les équations ^ = ci)v pour toutes les valeurs de
l'indice i. Les éléments de la suite (10.3) sont répartis d'une façon
a priori inconnue dans le spectre del'/;i, mais l'ensemble des éléments
des deux suites (9. 19) et (10.3), rangés par ordre de grandeur,
permet de déterminer tous les indices. De même, et cette remarque
sera importante, il suffit de connaître tous les éléments de (9.19) et
de (10.3), inférieurs à une certaine quantité donnée, pour pouvoir
déterminer leurs indices.

Rappelons que, pour définir les problèmes I'm(/n == 1, 2, . . .) nous
nous sommes servi jusqu'à présent d'une suite fondamentale arbitrai-

(*) On sait que /*, — 1.



rement choisie de fonctions harmoniques pK, piy . . . . Nous verrons
qu'il ne sera pas facile d'énoncer, dans ces circonstances, une règle
générale et simple donnant les valeurs to qui figurent dans le spectre
de Ym. Ces difficultés nous amèneront à chercher des suites fonda-
mentales privilégiées, pour lesquelles notre problème trouvera une
solution satisfaisante. Nous établirons dans les paragraphes suivants
l'existence de telles suites et nous verrons qu'elles nous permettront
de résoudre en plus quelques autres questions intéressantes. Pour le
moment nous continuerons à nous servir d'une suite fondamentale
arbitrairement fixée.

Soit GO = (un une des valeurs propres de multiplicité r = rn du
problème de la membrane et soit (10. i) une base correspondante.
Pour abréger, nous écrirons co, r, p an lieu de con, rn, pn et

(10.4) ai, u2, . . . , un

au lieu de (10. i).
Déterminons les conditions nécessaires et suffisantes afin que

notre a> appartienne au spectre de l'm, c'est-à-dire afin que p soit
positif. Remarquons d'abord que l'équation

(10.5) A P — t*> v = to S akpA

[qu'on obtient en posant /jt = GO dans (7.3)] admet pour tout système
de valeurs ax, a2, . . ., a,n une solution unique, nulle sur C.

11 en est autrement pour (7.2). La condition classique nécessaire
et suffisante, afin que l'équation

(10.6) AP + WP =

[qu'on obtient en posant pi = o> dans (7.2)] admette des solutions
nulles sur C, est donnée par les r équations linéaires et homogènes

...,

auxquelles doivent satisfaire les m inconnues a1? «2? • • •? am* Ces
équations admettent toujours la solution triviale

a\ = a± = . . . = am = o.
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Formons les fonctions v et v correspondant aux différentes solu-

tions de (10.7), la solution triviale n'étant pas exclue (4 ). Afin que w
figure dans le spectre de I'm, il faut et il suffit que les m équa-
tions (7.5),

(/>*, A^n- A?) = {pk. Atv) = 0 (k = 1, 2, . . . , m),

soient satisfaites pour une au moins des fonctions w(= v -\~ ç).
L'ensemble de ces solutions de (7. 5) forme une multiplicité linéaire M.

D'une manière plus précise, on peut énoncer le critère suivant :
La multiplicité p(>o) de w dans le spectre de l'm est égale au nombre
de fonctions indépendantes w dans M. Pour donner à ce critère une
forme maniable nous allons considérer séparément les cas r > m ,
r = m, r <C m.

11. Les valeurs propres w de grande multiplicité. — Admettons
que la multiplicité r de notre w soit supérieure au nombre m des
fonctions pi9 p2, • • • ? Pm qui nous ont servi à former le problème l'm.

Ce cas pourrait se présenter pour certains domaines S, quel que
soit le nombre m. En effet, la multiplicité r = rn de co = oon n'est pas
nécessairement une fonction bornée de l'indice n (2). Les équa-
tions (10.7), dont le nombre est supérieur à celui des inconnues,
admettent, parmi leurs solutions éventuelles, la solution triviale

= «2 = . . . = am = o,

à laquelle correspondent, d'après (10.5) et (10.6), les fonctions

(11.1) v = o, v — bi uv -+- bi u>-¥-. . .-H britr%

(*) Signalons que v n'est pas uiiivoquemenl déterminée par les ah. En effet, on
peut toujours ajouter à v une combinaison linéaire des fonctions propres (10-4). Ce
fait complique la détermination de la multiplicité de w.dans le spectre de l'm.

7C TE

(2) Prenons, comme exemple, le domaine — < (37, y) < —> que nous allons
considérer dans les applications. Les valeur» propres sont des entiers et la multi-
plicité rn de wn, qui est égale au nombre de décompositions de o>n en somme de
deux carrés, n'est pas une fonction bornée de n. Tl n'existe aucun critère per-
mettant d'indiquer les domaines à rn borné.

THÈSE A. WEINSTEIN 3
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les bk étant des constantes arbitraires. On aura

et

Les conditions (7 .5) nous donnent les m équations linéaires et
homogènes

Uk) = o (y = i , 2, . . . , m)

pour les r inconnues bk- Le nombre de ces équations étant inférieur
à celui des inconnues, on aura une ou plusieurs solutions indépen-
dantes, différentes de zéro, auxquelles correspondra le même nombre
de solutions indépendantes w = p, données par (11. i). Nous obtenons
ainsi le résultat suivant :

Les valeurs propres co, dont la multiplicité r est supérieure à m,
figurent toujours dans le spectre Im. La multiplicité p(>> o) d'une
telle valeur w n'est pas inférieure au nombre de solutions indépen-
dantes de (11.2) . Pour déterminer complètement p, il faudrait tenir
compte des solutions éventuelles non nulles de (10.7) et appliquer le
critère dn paragraphe 10. Bien que ces opérations permettent de
déterminer p dans chaque cas particulier explicitement donné, le
résultat ne pourrait être formulé d'un-e façon simple et générale.

Au premier abord cette difficulté pourrait paraître très grave. Mais
il est évident que, pour un m donné, elle ne se présente pas pour un
certain nombre v d'éléments co,, co2, . . . , wv du spectre ( I . 9 ) .
l'indice v étant une fonction monotone de m, tendant avec m vers
l'infini. Faisons parcourir au paramètre /nia suite des entiers 1, 2,
Pour un w donné, de multiplicité /•, la difficulté disparaît dès que m
dépasse r — 1. On peut dire que l'inégalité m >> r est « généralement »
satisfaite pour un GO donné. Cette remarque nous permettra de nous
débarrasser du cas m <C r, mais il nous sera utile de considérer
séparément le cas « exceptionnel » m — r.

12. La suite adjointe de fonctions harmoniques. — Conservons les
notations du paragraphe 10. Soit w ~~- o)Ai une valeur propre de multi-
plicité r = rn, et soit, comme précédemment M,, U2- . . • ,u, une base
correspondant à OJ.
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Soit m = r. Proposons-nous de déterminer la multiplicité p de to
dans le spectre de Im>Dans ce cas, on aura, au lieu de (10.7), u n

système

2 7) = O (y = i, 2, ..., /•) ̂

de r équations avec les r inconnues a1? a2, . . ., #r- On s'aperçoit
immédiatement que la discussion se simplifie considérablement si l'on
fait l'hypothèse suivante :

Le déterminant | (ƒ?*, Uj)\ de (12. i) est différent de zéro.
Les équations (12. i) admettent, sous cette hypothèse, une

solution unique.
r / 1 = a s = . . . = flfr

=:O'

Les fonctions v et v seront données par la formule (11. i). Au lieu
de (11 .2) on aura les équations

dont le déterminant est le transposé de celui des équations (12.1).
Par conséquent il est différent de zéro, ce qui nous donne

b\ = bt = . . . = br = o.

La fonction w -=.v -\- v étant nulle, il en résulte que co ne figure pas
dans le spectre de lm (c'est-à-dire que sa multiplicité p est égale à zéro).

La simplicité du résultat ainsi obtenu nous amène à préciser le
choix, arbitraire jusqu'à présent, de la suite fondamentale, dont nous
nous sommes servi pour définir les problèmes Im. Nous allons montrer
qu'on peut choisir ces suites de maniere que l'hypothèse que nous
venons de faire soit vérifiée pour un numérotage convenable des
fonctions pk-

DÉMNITIOW. — Une suite de rn f onctions harmoniques

(12.2) p(l\ p^, ..., pW

sera appelée suite adjointe à la valeur propre co,̂  si le déterminant

! ( r f > r > i ( y , * = i , 2 , . . , , / • „ )

est diffèrent de zéro.



Celte définition esl évidemment indépendante du choix de la
base u\n\ u{"\ . . ., u^J. D'autre part, on obtient une nouvelle suite
adjointe par une transformation linéaire, non singulière, des p{"\

THÉORÈME D'EXISTENCEC — II existe des suites adjointes à (ùnpour
toutes les valeurs de Vindice n.

La démonstration repose sur des lemmes très simples.

LEMME 1. — Les dérivées normales

d'une base u{{l\ u[^\ . . ., u^J sont des f onctions linéairement indé-
pendantes sur la frontière G de S.

Démonstration. — Soit R. la distance d?un point (x, y) de S au
point (variable) s sur C. Désignons par Yo-= Y0(Ry/co) la fonction
de Bessel de deuxième espèce d'indice zéro. On aura, pouf une
solution quelconque de l'équation Au -f- w u — o, la formule classique
de Weber-Green,

. . i C / dYQ du\
u(œ, v ) = - ƒ (u— Y - 7 — )V J J (\Jc\dne dne)

)ds

qui se réduit, pour u = u{jl\ à

uf\œ, y) = - \ f Y0(R ̂ ) ^£ dt.

Par conséquent une égalité de la forme / , C ; J = o entraînerait

l'égalité

ce qui donnerait
Ci = G2 = . . . = Crn = O.

On peut énoncer un résultat plus précis»

LEMME 2. — Les dérivées normales ' sont des f onctions indé-

pendantes sur tout arc c de la frontière C.



Supposons qu'on ait sur un arc c la relation linéaire à coefficients
constants

Considérons la fonction propre, appartenant à con,

Cette fonction s'annule avec sa dérivée normale sur c. D'après le
théorème classique de Cauchy-Kowalewski. u est nulle partout, donc
on a

( ^ = 0 2 = . . . = (Vrt=<>.

(Si l'arc c n'est pas analytique, on appliquera, à la place du théorème
de Cauchy-Kowalewski, le théorème d'unicité de Holmgren.)

Remarque. — Signalons que les dérivées normales de fonctions
propres u. appartenant à de différentes valeurs propres co, ne sont
plus nécessairement indépendantes sur C. En effet, prenons comme
exemple, pour S le cercle x2-\^y2<i- Toutes les fonctions propres

de la forme Jo[\/6O(^" + ,X2)]? o u v °° désigne les racines (en nombre
infini) de la fonction de Bessel Jo, ont des dérivées normales égales à
des constantes sur la frontière.

Remarques sur les dérivées normales des fonctions propres u. —
Soil c un arc de courbure continue et hölderienne, appartenant à la
frontière de S.

La dérivée normale ~j- d'une fonction propre u admet, sur c,
une dérivée continue et hölderienne par rapport Q Varc s. En
effet, u satisfait à l'équation de Poisson Au = —ww dans S (M = O
sur C). Par conséquent, on peut poser, d'après un procédé classique,

(12.4) u(x,jr)=£- f A ^

où V désigne une fonction harmonique dans S, prenant sur G les
mêmes valeurs que le potentiel logarithmique P. On déduit immédia-
tement de (12.4) l'existence et la continuité de ~z— Pour démontrer
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l'existence d'une dérivée hölderienne -y- ( ^~ \ nous allons prolonger u
par zéro à l'extérieur de S. Soit K un cercle contenant le domaine S.
La fonction u satisfait en tout point (x, y) de c à une condition de
Hölder-Lipschitz. Ce fait entraîne l'existence de dérivées secondes
hölderiennes de P(#, y)* D'après un résultat classique (*) il en sera
de même pour les dérivées secondes de V dans S -t- c, ce qui démontre
notre proposition concernant la dérivée normale de u ~ P — V.

Pour se rendre compte de l'allure de la dérivée normale en un
point anguleux de la frontière, considérons, comme exemple, le cas
où S est le secteur o<R<i , o <0< a. (Nous avons désigné par R et 0
les coordonnées polaires.) Les fonctions propres u sont données par
les formules

où inlz désigne la fonction de Bessel d'indice — •

Considérons le point anguleux R = o. Pour a<7t les dérivées
normales restent bornées et continues au voisinage de ce point. Par
contre, certaines d'entre elles deviennent infinies (d'un ordre infé-
rieur à - \ pour 7i <C oc <Z 2 7T (2). Signalons que les points anguleux ne
jouent aucun rôle dans le lemme 2, mais, par contre, le théorème
de Holmgren. sur lequel est basé celui-ci, est d'un caractère moins
élémentaire que les moyens employés dans la démonstration du
lemme 1.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la démonstration
de l'existence d'une suite adjointe à co„. Posons

Formons les fonctions harmoniques p^ix, y) prenant les yaleurs

(*) LlCHTENSTEIN, [1 ] , p . 58, 70.
(2) On obtient des résultats analogues, relatifs k l'allure des dérivées premières

dans le voisinage d'un point anguleux, pour toute fonction W satisfaisant à une
équation de Poisson : AW = / ( i r , y ) (W _ o sur G). La fonction ƒ est supposée
continue dans S-f-G. Ce fait m'a été communiqué par M. G. GIRAUD, auquel
j'adresse mes vifs> remercîments.

Signalons que les fonctions propres v et v dû Problème ï'/;î satisfont aux équations
de Poisson ( 7. >) et (7. :>).
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(12.5) sur C. Appliquons maintenant l'identité fondamentale (5 .8 ) .
On trouve

1 Ç i/o (/*)
—— r P k P j ^ '

Le déterminant | (p{/x
l\ u{jl)) j est égal I au facteur ( j près r

déterminant de Gram

( y , * = i , 2 , . . . , / • „ ) ,

des fonctions (12.5), qui sont, d'après nos lemmes, indépendantes
sur la frontière. Par conséquent, ce déterminant est différent de
zéro, ce qui démontre que nos p{

([
l) forment une suite adjointe à (ûn.

Le procédé indiqué ramène la détermination de p{k\x,y) à la
résolution d'un problème de Dirichlet. Le choix des valeurs dep{£\s),
donné par la formule (12.5), s'impose par sa simplicité. Mais il est
évident qu'il existe une infinité de fonctions pk(s) telles que le
déterminant

(y, k = i, 2, rn)

soit différent de zéro. Par conséquent, il existe une infinité de suites
adjointes à (*>fl. Observons que les fonctions ƒ?/-(#, y) prenant sur la
frontière les valeurs données par (12.5), possèdent certainement des
dérivées normales continues sur les arc^ de C à courbure holderienne.
Ceci résulte immédiatement de la théorie générale du problème de

du}-n)

Dirichlet, en vertu d'une remarque antérieure faite sur l'allure de ' •

Au voisinage d'un point anguleux de la frontière les .A ne sont
plus nécessairement continues ou même bornées. Dans ce cas la
formule (12.5) ne donne plus des valeurs aux limites continues et
dérivables pour les /?(/?). Mais, d'après ce que nous venons de dire, il
est possible de trouver, en vertu du lemme 2 (et même d'une infinité
de manières), des fonctions pk(.y), aussi régulières qu'on veut, telles
que le déterminant (12.7) soit différent de zéro. En résolvant le
problème de Dirichlet correspondant à ces données, on trouve
immédiatement des suites adjointes à oo,,.
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13. Les suites fondamentales privilégiées. — Définition. Une
suite de f onctions harmoniques p^ p 2 , . . . linéairement indépen-
dantes dans S, sera appelée suite fondamentale privilégiée, si elle
contient des suites adjointes à tous les (àn(n = 1,2, . . . ) .

Il est facile de démontrer l'existence "de telles suites. Prenons pour
chaque valeur de l'indice n une suite adjointe à &)„. Soit

l'ensemble de ces suites, rangées par ordre de grandeur de n. Suppri-
mons dans (13.1) tous les éléments qui sont des combinaisons
linéaires des précédents. Numérotons les éléments indépendants dans
l'ordre dans lequel on les rencontre dans (13.1) et désignons ces
fonctions par

( 1 3 . 2 ) p i , / > 2 7 • • • ? P<x—ij P<x-> / > a + i ; • • • •

Nous allons montrer que la suite (13.2) est une suite privilégiée.
Les fonctions p^\ p^\ . . ., p^ de la suite adjointe seront des

combinaisons linéaires
a

(43 .3) y / ° = V C * X / > T (k = i, *>, •••• '•«)

d'un certain nombre «(</% -t- r2-+-...-+- rn) de fonctionspA,p2j ...,/>a

de la suite (13.2) . Vu que les p{£] sont indépendants, le nombre a
sera non inférieur à rn. Posons, pour abréger l'écriture, r — rn. On
a. d'après (13.3) , l'équation suivante :

(A-, ƒ = 1. -2, . . . , / • ) .

Le déterminant du premier membre étant différent de zéro, les
déterminants du second membre ne peuvent être tous nuls. Par
conséquent on peut trouver parmip^, p2, . . . p^ r fonctions

PoLv- / > a 2 , • • • • POL,. ( a i

telles que le déterminant

| ( / > a , , * 4 " } ) l ( * , / = !, a



- 44 -

soit différent de zéro. Ceci revient à dire qu'on peut extraire
de (13.2) une suite adjointe à con. Nous utiliserons désormais uni-
quement des suites privilégiées. Les problèmes, formés à l'aide de ces
suites, seront appelés problèmes privilégiés.

14. La suite privilégiée régulière. - En posant, dans (13. i),

on obtient, par le procédé du paragraphe 13, une suite privilégiée
particulière qui sera appelée suite privilégiée régulière, A des chan-
gements de base u\n\ u["\ . . ., u^J près, cette suite est déterminée
d'une manière univoque par le problème des vibrations d'une

membrane. Signalons que tous les sont des combinaisons
linéaires d'un nombre fini d'éléments y?*(s) de la suite régulière.

Il est évident que la suite régulière pourra être définie si les , *
satisfont aux conditions de continuité énoncées au paragraphe 12.

THÉORÈME. — La suite privilégiée régulière est fermée sur la
frontière ide S. — En effet, soit p(s) une fonction arbitraire, con-
tinue sur C, satisfaisant aux conditions

xp(s)pk(s) ds == o pour A: = 1,2,
c

Soit ƒ>(#, y) ta fonction harmonique prenant les valeurs p(s)
duln)

sur C. Vu que les —j-— sont des combinaisons linéaires des Pk($)i on
aura

duùn)

p{s)--7L- ds = o ( 7 = 1 , 2, • -, rn; n = i , 2, . . . ) .Xc dlte

II vient, par conséquent, en vertu de (5.8), (/?, Au{
;
n)) = o, c'est-

à-dire (/>, u{jtl))=:o. Le système des u{/l) étant complet, donc a fortiori
fermé, on en déduit immédiatement p(x, y) ^ o, p(s) = o.

Si/?4, /?2, . . . est une suite privilégiée fermée sur C, l'ensemble des
conditions pour une fonction çv quelconque

Jr dne-
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est équivalent à la condition dw\dne^= o. On est ainj>i amené à
énoncer dans ce cas l'hypothès,e, à savoiii que les spectres des pro-
blèmes modifiés tendront pour /n~>oo vers les spectres des problèmes
initiaux. Ce théorème est exact et sa démonstration sera ,développée
ailleurs (' ).

15. Étude des problèmes privilégiés. — Soit/?<, p2, . . . une
suite privilégiée arbitrairement fixée. Considérons les problèmes l'm
formés à l'aide de cette suite. La suite des fonctions pA, p2, . . ., pm

contient des suites adjointes aux valeurs propres d'indices suffisam-
ment petits, &)<, o)2, . . ., wv, y étant une fonction non décroissante
de m, tendant avec m vers l'infini. Nous nous proposons de déter-
miner leurs multiplicités pi, p2, . . ., pv dans le spectre de ïm.

Soit a) = Mn une de ces valeurs, de multiplicité r -- rn. Désignons
par u{?\ uf\ . . ., u^ une base de r fonctions propres correspondantes.
Soit pat, pa^ • • • ? POLX1 — a i < oc2<'.. . <C ocr^m) une suite adjointe
à w. Pour abréger Fócriture, nous allons changer le numérotage et
désigner cette suite par/><, p2, . . ., pr. On aura donc

Dans le cas m = r, on trouve par le raisonnement du paragraphe 12,
que « n'appartient pas au spectre de ïm.

Supposons m^> r. — Posons
A

( 4 5 . 2 )
== 1, 2, •••> m —

et déterminons A y l , Aq21 . . . , Aqr(q = 1 .2 , . . . , m — /•) pa r les r

condit ions d 'orthogonalité

( 7 = i , 2 , . . . . / • ) .

Ces conditions peuvent être satisfaites, car on a | {ph1 uf])\y^ o. Il

(*) Voin à ce sujet • N. ARONSZ\JN et A. AVEINSTEIN f 1].
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est évident qu on peut remplacerp u p%, . . . , pm par p\, p2i . . ., pm

sans altérer ]e spectre de 1^, car cette substitution revient à un chan-
gement de base dans la multiplicité 4fm (§ 7).

Considérons les équations (10.y) ,
m

y^akipt, «)">) = o (y = i , 2 r),

A . . A

où les ajc désignent les inconnues relatives aux p^ Ce système se
réduit d'après (15.3) et (15. i) aux équations

fcVjD*, M } / = o ( ƒ = i , 2 , . . . , r ) ,

dont le déterminant est différent de zéro. Par conséquent, on a

A A A
ai = «2 = . . . ar= o,

et Pon peut écrire, au lieu de (10.6) , Féquation

m

(15.4) A^-+-ü>p = w 7 ajcpk (f = o s u r G ) .

En vertu des conditions d'orthogonalité (15.3) , cette équation
admet des solutions pour des valeurs arbitraires de^

A A

La solution générale de (15-4) sera donnée par la formule

m r

(13.5) P = W V ajç,-

où les bh sont des constantes arbitraires et les fonctions Vj satisfont
aux équations

A A A f A „ . \
(15 .6 ) A P , + toPj = pf \VJ = o sur ( i ; y = /••+-1, . . . . m j .

Désignons par ç{^, . . ., v{£ un système de solutions (particulières)



de (15.6). La solution générale sera alors donnée par la formule

où Gy<y désignent des constantes arbitraires.
Formons, comme au paragraphe 10, les fonctions v et w = ç -f- v.

On aura

-
(15.7) P = W

A

où Vj désigne la solution (unique) de l'équation

(15.8) AP/—Ü)P/ = />7- ^ / = o sur G; / = /• -4- i, . . . , m).

Posons

On aura alors
r m -

A A

Ecrivons maintenant les m équations (7.5) :

c'est-à-dire
/ m

(15. io) ^àhipk, 4'°)-+- 2 «/(/>*> A w / ) = ° (* = i, 2, . . . , m).

Vu que le déterminant | (/?A, ^ / l ) ) | (/r, o* = i. 2, . . ., r) est,
d'après (15. i), différent de zéro, on peut choisir les constantes Cja

de manière que

/ A A \
( 1 5 . i l ) \ p k , & w r + . q ) — o p o u r i : = i , 2 , . . . , r ; ^ = i , 2 , . . . , / n - / 1 .

[.Signalons que les \pix, &Wj) (y, k = r -h i, . . ., m) sont,
d'après (15.3), indépendants du choix des C/ff~|.



- 45 -

Si oo appartient au spectre de I'm, les m coefficients bA, 62, . . ., 6 r,
A A A

cir+n ctr+2, - - •, am ne sont pas tous nuls. Par conséquent le déter-
minant du système (15. IO) doit être égal à zéro, ce qui donne, en
vertu de (15.3) et (15.11), l'équation

(15.12)

. . . (pu 4*

o

' A A

Le mineur principal des \pk, u(jl)) (y, À* = i, a. . . ., r ) est différent
de zéro. Par conséquent nous obtenons, au lieu de (15.12), l'équation
équivalente

(15.13) |CP*, A £ , ) | = O (ƒ, * = r + i,x.. , m),

qui exprime la condition nécessaire pour que GO appartienne au
spectre de Xm,

La réciproque^ est évidente : si (15 . i3) admet la racine w = oon.
cette valeur appartiendra au spectre de I'm' et sa multiplicité pn sera
donnée par le nombre de solutions indépendantes de (15. 10).

. A . / A A \
Soit R le rang de la matrice des \pk, kwj)\ j , k = r + 1, .
Les équations (15. 10) admettent, vu que

m.

(m — r) — R L = m — rn — RJ solutions indépendantes :

o, o, . . . , o, a S o . . . , «IJ (T = I, 2, . .., m — rn—

On obtient ainsi m — rn — R fonctions propres indépendantes

w = wW =
, A

ce qui démontre que pfl est égal à m — rn — R-



Signalons qu'on peut utiliser pour le calcul du premier membre
de ( l o . i3) , les éléments du déterminant (9 . i5), calculés pour p. ̂  OK
Posons pour q=z\^ . . . . m — r ( i )7

les k.qk étant les mêmes constantes que dans (15.2) . Écrivons, dans
(15-4) et (15.8) , tu au lieu de co. On aura, comme au paragraphe 9r

l'équation

ou nous avons pose

( y , £ = r - 4 - i , . . . , m ) ,

cJ/° = \/>/o i ^ ) . On a

(q = i , . . . 5 m — r ; cr = i , 2, . . . ) .

La formule (15. i4) est calculée pour p.^é(ùn. Mais, pour obtenir
le premier membre de (15. i3) , on peut y poser jjt. = o^, car,

d'après (15.3) , le coefficient du terme —,—r—5 est égal à zéro.

La règle énoncée dans ce paragraphe permet de déterminer les
multiplicités p<, p2, . . ., pv avec lesquelles les valeurs w4, o)2, . . ., oov

figurent dans le spectre de ïm. D'autre part, le procédé du paragraphe 9
nous donne toutes les valeurs propres de I'TO, qui sont différentes
des (ù. Par conséquent, nous connaissons toutes les valeurs propres
de ïm qui sont inférieures à cov+1. Désignons ces valeurs par p^,
jj.2, . . ., /%• L'indice M dépend de m et tend avec m vers l'infini. En
faisant parcourir à m les entiers 1,2, . . ., nous pourrons calculer non
seulement un nombre toujours croissant de bornes inférieures 4u ,̂
l*:2, . . ., (j.^ des valeurs propres de nos problèmes initiaux, mais aussi
substituer aux bornes déjà calculées des bornes plus grandes, amélio-
rant ainsi les résultats déjà obtenus.

(*) Rappelons qu'il faut préalablement changer de numérotage'dans (9.t5) pour
le rendre conforme aux notations présentes.
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16. Résumé. — Nous allons résumer le procédé, développé dans
les paragraphes précédents, qui donne des bornes inférieures pour
les valeurs propres du spectre ( l . a ) : X ,̂ 1*, . . . des vibrations
d'une plaque encastrée. Pour appliquer ce procédé, il suffit de
connaître le spectre et les fonctions propres du problème des vibra-
tions de la membrane pour le même domaine S.

Commençons par écrire le spectre et les fonctions propres du
problème de la membrane :

( 1 6 . i ) tói, O)2, . . . ,

( 1 6 . 2 ) ttl, us, . . . ,

15 l = = k,
(16.3) (ul: uk) §ik= \ . , .

f O, l y£ K.

Pour mettre en évidence la multiplicité rn de w n (^ = i, 2, . . . ) ,
nous écrirons, au lieu de (16 .à ) , la suite du paragraphe 10

(16.4) uV\u\*\...,u%\ i^>, ...,«<»>, . . . , *</«, . . . , <>, . . . .

Formons la suite des dérivées normales

dne dne dne dne dne dne dne

Supprimons, dans cette suite, les éléments qui sont des combinair
sons linéaires des précédents. Désignons les autres, dans Tordre dans
lequel on les rencontre en parcourant la suite (16. 5) par

(16.6) />!(*), ^ ( 0 , ••• (*)•

Résolvons les problèmes de Dirichlet relatifs aux valeurs ƒ>*($) et
formons la suite des fonctions harmoniques

(16.7) pi(œ,y), pi(x,y), . . . .

Ecrivons les équations

(16.8) kok-+- ^Vk = Pk (p* = osurC)

AP*— }xvk^pk \Vk= o sur L)

(') Nous supposerons la irontière de S suffisamment régulière, pour que
puisse former la suite régulière. Pour les autres cas, voir paragraphe 12.



Posons Wk=

(16.9)

- 48 -
/

k- Formons la matrice infinie

Les éléments de cette matrice sont donnés par les formules

(16.10) (pk, AtV, ) = — À ;

On a (/?*, A(vy) == (pj, Awk).
Considérons les déterminants

(16. n) dm(\L)=z \(pk, | (y, A: = i , 2 m; m = 1, 2, . . . ) •

neSoit v H- 1 le plus petit entier, tel que la suite adjointe à w

soit pas contenue dans la suite p^, />27 • • •, />m-

Calculons d 'abord les racines positives JUL(1), JUL(^, . . . . ^a) de

qui sont différentes des GO et inférieures à OJV+1.

Déterminons le rang Rw de dm(^1l)) (n= «. 2, . . . . a ) . Ecr i -

vons ( m — R„) - - fois la valeur i±{n) (/i .= 1, . . .̂  a ) . Soit

(16. 12) ^m^m* ^m^m* • • • ? ^rn^m

la suile ainsi formée.
Considérons, après avoir obtenu (16. 12), la suite

adjointe à w^ (n == i, 2, . . . ,v) . (Nous avons posé pour abréger r = rn).
Formons le mineur d{$__r(\k) relatif aux lignes et colonnes a<, a2 , . . . , a r

de la matrice de dm(^). Soient (31? (32, . . . , (3m_r les indices des
lignes et colonnes de dm qui figurent dans d$__r. Remplaçons ppk et w§}

par

(A: = 1, 2, . . ., m — r).

(16.14)
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les coefficients A étant déterminés par les conditions d'orthogonalité

(16 . iô) (

(j = 1.2, . . , r ; # = i, 2, . . . , m — r)

Calculons le déterminant

(16. i6) â$£L, (co«) = | (p?k, A ^ ) | (y, * = i, ..., m - r).

On peut se servir pour ce calcul des valeurs déjà calculées (y?*,

Déterminons le rang Rrc(^m - rrt) de la matrice d£_,(&„). Posons

gp^gm — rn) .

Écrivons pn — fois la valeur wn(/i = i, 2, . . ., v). Soit

(16.17) fxnim, ixnim, . . , jxnjm ,

la suite ainsi obtenue. Désignons par

( 1 6 . l 8 ) }Xi m , | l 2 m , . . . , fi-M/W,

l'ensemble des éléments de (16. 12) et (16.17), rangés par ordre de
grandeur. On aura alors les inégalités

(16.19) vfétôm^ (« = I, 2, ...,M)

qui nous donnent les bornes inférieures cherchées. L'indice M dépend
de m et tend avec m vers l'infini. Rappelons qu'on a

On a

duin)

D'après une remarque antérieure les ——- sont des combinaisons linéaires

de ply . . . , pm. Par conséquent le calcul des intégrales doubles qui figurent
dans (16.i5) est ramené au calcul des intégrales simples

's (y, k = i, 2, .. , m).

THÈSE A WEIN8TEIN
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17. Quelques inégalités. — Soit co = o)n une valeur propre de
multiplicité r et soit pu p2, . . . une suite privilégiée. On peut
admettre (en changeant, si c'était nécessaire, le numérotage des pk)
que les fonctions pK, p2, . . ., pr forment une suite adjointe à w.
Considérons le problème ï',. D'après les résultats du paragraphe 12,
la valeur a) ne figure pas dans le spectre JLJL , , JJU, ..., jj./n ... de Yr. Or, nous
savons que [x.n ne peut être inférieur à w,,. Par conséquent, nous
obtenons l'inégalité \^t^> w .̂ D'autre part, on a À^p.^. En résumé,
nous obtenons les inégalités

( 1 7 . i ) \*> (og (n = i3 2, . . . ) .

Signalons qu'on pourrait évaluer les différences 1^— cô  en se ser-
vant de l'équation (9.17).

18. Le problème du flambage. Les problèmes mixtes. — Le procédé
résumé au paragraphe 16 s'applique immédiatement au problème du
flambage d'une plaque encastrée. En effet, il suffît de remplacer dans
toutes les formules p. et w par JJI* et w* (ce qui revient à supprimer v).
\ u lieu de (16.10), il faut se servir de la formule (9.2a).

On obtient, de même, les inégalités

( 1 8 . 1 ) X * > wM (n = 1, 2, . . . )

analogues à (17.1).
Pour les problèmes mixtes, on peut, d'après le lemme 2, utiliser la

même suite régulière, mais il faut remplacer les ƒ?*(«?) par zéro sur
tous les arcs (en nombre fini), sur lesquels on a la condition
w — Açv — o (ou w*= Aw*-=: o). Les nouvelles fonctions pk($) auront
un nombre fini de points de discontinuité sur la frontière C, qui seront
également des points de discontinuité pour Ar, ApetAw*; mais ce fait
ne peut modifier aucun des résultats obtenus.

19. Applications. — i° A tilre d'exercice, nous allons déterminer
par notre procédé le spectre du problème du flambage d'une barre
encastrée. Il va sans dire que ce problème pourrait être résolu par des
moyens plus élémentaires.

Problème. — Déterminer le spectre de l'équation différentielle

(19.1) «*>(#)-+- XWO) = o7
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donnée dans l'intervalle S : | x\ < — > en supposant que w s'annule avec>

sa dérivée première pour x = dz - •

D'après la règle du paragraphe 16, nous avons à considérer dans S,
l'équation des cordes vibrantes

(19.2) tt'-f-ö)tt=O,

avec les conditions aux limites u = o pour a? = zfc — •
r 2

Le spectre et les fonctions propres de (19.2) sont donnés par les
formules

i o > w = rï>- (n = i , 9., . . . ) ,

(19.3)
i u,, = I / — siim ( # H )

Les dérivées « normales » prennent, à des facteurs constants près, les
valeurs -h 1, -h 1 ou -j- 1, —-1 aux extrémités de l'intervalle d'intégra-
tion. Par conséquent, la suite fondamentale normale se compose de
deux fondions seulement

Les problèmes analogues à l'm7 sont, pour m >» 2, identiques à I'2.
La suite adjointe à w,7 se compose de la fonction p^ pour n impair,

et de p2 pour n pair.
Formons, d'après la règle générale, les équations

(19.3) v\ -h [JL* vy — T ( Pi = o pour a; = ± - J,

( 1 9 - 0 p'2-4-jx*P2= ^ ( f>2= o pour x — ± — )•

On peut les intégrer sans développements en séries. La solution
de (19.3) [ou de (19.4)] sera, d'après tes résultats du paragraphe 7,
la somme d'une fonction linéaire et d'une fonction trigonométrique,
ces deux fonctions prenant des valeurs opposées sur la frontière. On
trouve immédiatement
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L'équation d?aO**) = o est équivalente a l'équation

2 tang (^V7?)

c'est-a-dire à l'équation

tangÇ(tangï —O = o, U = ^ vV V

L'ensemble des racines de l'équation

nous donne toutes les valeurs propres JJ.* qui sont différentes des
Les fonctions pA etp2 satisfont aux conditions d'orthogonalité

/ p\ utj dx = o

/
ptUîj-idx —

(y =

Par conséquent on a (toujours avec les notations du § 16)
A A \ A

d\i}(iJ.*) = o n'admet pas de racines w. Par contre, on a d{?)(/\(Ti) = o,
(<7 .= i, 2, . . .). Par conséquent, toutes les valeurs propres w de la
forme (2 a)2 figurent dans le spectre de I'2 avec la multiplicité un.

On vérifie immédiatement que les fonctions propres V\ et p2 véri-
fient les conditions aux limites v — vr = o du problème initial. Par
conséquent, le spectre obtenu est identique au spectre du problème
du flambage des barres encastrées. Ce fait s'explique aisément. En
effet, vu que p\ etjp2 forment un système fermé sur la frontière, on
se trouve en présence d'un cas particulier du théorème énoncé au
paragraphe 14, sur la convergence des valeurs propres des problèmes
modifiés vers les valeurs propres des problèmes initiaux.

2° Le carre et le rectangle. — Ainsi que nous l'avons dit dans
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l'introduction, les spectres des problèmes des vibrations et du flam-
bage des plaques encastrées ne peuvent être déterminés explicitement
pour ces domaines. Par contre, les problèmes modifiés sont élémen-
taires, car on connaît explicitement la solution du problème corres-
pondant des vibrations d'une membrane.

Soit S le carré | # |< -> Lxl~^'

Le spectre et les fonctions propres du problème de la membrane
sont donnés par les formules

a) = m- -h nï (m, n = i, 2, . . . ),

2
u = — sin m

/ 7Z\ . / ,7!\
\ x -\ IsinnlrH )
\ 2 / V 2/

On a, avec les notations du paragraphe 16,

_ (4) _ c o sh x COSJK •+• cosh y cos x

cosh ( —

sinh^cosy

s m h U)
sinh 2y -4- sinh ix sin2 y

sinh je

Formons les équations

vjL^= PL* kt>k— \i-vk~ pk ( ^ > t = vk~ o s u r C ) .

Pour les intégrer sans développements en séries, nous allons poser
comme au paragraphe 7,

= o, A j ^

?^5 \]k = /?A- s u r G.
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On trouve immédiatement

cos# cos(y\/iL — i ) -h cos(# \fix — i ) cos y
,TT

U 1 = =

_ sin2.^ cos ( j / v/V — 4) co sy s i n ( # \/\i — 1

/ \ ) s in ( — y/jx — 1 1

Ui = 2 -

T T _ COS>x cosh UH-O-+

-hsin(

- rosh (x y/fi

~4)sin2/

. -4- I ) COSJT

cosh ^ ^ / J T T

-ry- . sin 2# cosh (>; /̂u. -H 4) sinh (a; y/fx-h 1) cos r
U2 = -j —~^zz. h > / — — 9

cosh ( — ̂ '{jt. -+- 4 ) sinh / — y/jx H- I j

r— _ sin2# sinh ( y V̂ ^ "^ 4) •+- sinh (^ ^ ^ •+" 4)

sinh f - ^ j i +

On aura à calculer

Sv) = (i>*, Â^/)=-+-^(i?*, 0}),

Avant d'aborder ces calculs, signalons que dans des travaux anté-
rieurs (1) nous avons déjà obtenu les inégalités suivantes :

(49.5) î,30.36 < >M < 5,3iï73, i3,^94 < XJ < i3 ,3 7 .

Les bornes supérieures ont été obtenues par la méthode de Ritz.
Quant aux bornes inférieures, nous nous sommes servi de là suite

i1) A. WEINSTEJN, [i], [2]. Les inégalités pour "X| o n t été calculées d'après mes
indications par M. S. Tomotika [1].
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fondamentale
, cos(2&—i)#cosh(2A—i)r-hcosh('2Â:

(w.b) Pzk-tiœ, y) = cosh(2A" — i ) —

(A: = 1 , 2 , . . . )

qui n'est qu'une suite partielle de la suite régulière. La suite (19.6)
présente quelques avantages au point de vue du calcul numérique,
mais elle ne contient pas la suite adjointe à &% = 5. Pour cette raison
la valeur co2 figurait dans le spectre de tous les problèmes formés à
l'aide de la suite (19.6), et nous avons dû recourir à des considéra-
tions supplémentaires pour démontrer que "k* était supérieure à
co2 = 5 (1). Ces artifices n'interviennent plus quand on se sert de la
suite régulière.

Dans ce cas le procédé est, d'après la règle générale, le suivant.
Pour calculer des bornes inférieures de 1*, posons m=S, On a,

pou ry^ / : , (ph Avj) = o]j, A- = i, 2, 3.
Par conséquent, on aura, en écrivant JJI* au lieu de p.,

La plus petite racine de

dfHiL*) = (/?i, A*>i) = o,

c'est-à-dire de l'équation

TZ 7Z 7Z — / 7Z , -\ fJL*
- tang 1 etix*— i tang ( — \/u.*-*-i H • r = o,

est égale à, 5. i5. De même, la plus petite racine de

est supérieure à 5. On peut aisément démontrer ce fait sans faire le
calcul explicite de d{*\ En effet, les racines de (19.7) sont les valeurs
propres, différentes des «, du problème formé à l'aide de la suite fon-
damentale p2, ƒ>,}, identique à la suite adjointe à a)2. Ce problème
admet, vu que (/?2, u\i]) = (/>,}, &(

4
1)) = o, la valeur propre 2. Par

conséquent, la plus petite racine positive de (19.7) sera égale à la
seconde valeur propre de ce problème, donc elle sera, d'après (18.1),
supérieure à co2==~ 5.

O) A. WEINSIEIN, [3].
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A
Signalons enfin que df}(o) et d{*](?,) sont différents de zéro. Ce

fait se démontre immédiatement, car on a, pour ( £ = 1 , 2, 3),

pk — pk, d^ = d\2) et d{^J = d[*]. En résumé, on obtient, en
posant m = 3, l'inégalité X*;>5, et le calcul de (19.5) s'achève
comme dans mon travail antérieur.

Revenons au problème des vibrations. Dans deux notes anté-
rieures (1), auxquelles je renvoie le lecteur, j'ai indiqué les inégalités
suivantes :

7 > i < X2= X 3<7,73, 10,6 < X,, < n . 6 .

(Nous avons désigné par X la racine positive de X2. )
Jl serait superflu de reproduire ici les détails de ces calculs.

N'ayant pas encore précisé la notion de la suite régulière, je me suis
servi de suites fondamentales particulières, arbitrairement choisies.
Pour obtenir des bornes supérieures de X2, et de XJ. j'ai calculé le
rapport de I(w)/H(w) pour les fonctions

(sin# -+- sin3#) cos2 / et (sin# -+- sin3.2?)(sinjK -+- sin3jK)-

Signalons encore que le calcul de X* et l'i revient au fond à l'étude de
problèmes mixtes pour des rectangles et des carrés.

20. Analyse des méthodes formelles. — Ainsi que nous l'avons dit
dans l'introduction, plusieurs auteurs continuent à se servir pour le
carré de solutions formelles.

Nous allons analyser brièvement ce procédé, en prenant comme
exemple le calcul de X2, fait par M. Tomotika (2).

Le procédé formel n'utilise pas de problèmes variationnels : il
attaque directement l'équation ( l . i ) AAw — X2w = o. Cherchons
d'abord, avec M. Tomotika, des solutions particulières de cette
équation, nulles sur la frontière du carré S. £n posant

— i)y - t - e a r cos(2& — \)x (k = 1, 2 . . . ) .

(») A. WEINSTEIN, [4], [51.

(2) S. TOMOTIKA [2]. Signalons que M. Tomotika avait déjà préalablement
calculé X2 par notre méthode (voir S. TOMOTIKA, [1]).
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On trouve immédiatement une infinité de fonctions1 de ce type

c o s h ( y i / X + ( 2 À — i ) 2 ) ~] . ,
^ Z _ v v _ L± | c o s ( 2 A — \)x

cos h (— \/ \ -h (Q fc — i

^/X__( 2A —i)2)

3S ( ~ Sjh ('> k l ) 2 )

cos h ( x sj X -f- ( o /c — i )i) 1

~,h(ïlfl^rï?)J-(.*-.Xr.

Admettons maintenant -que la solution de (1.1), satisfaisant aux
dw
dnP

conditions ^ux limites (I.2) w == ^—-= o, soit donnée par la for-

mule

(20.2) w

les coefficients A.2>̂  , étant inconnus a priori. Cherchons à déter-
miner \ de manière que la dérivée normale soit nulle sur la frontière,
c'est-à-dire de manière à satisfaire à la condition ~ =z o pour x~± -•

On trouve, en dérivant la série (20.2) terme à terme,

k=l

Développons —-^-^- en série de Fourier

«et introduisons ces séries dans (20.3). On obtient alors l'expression

2^ ( Z J ̂ 2^-JG-2^t,(7 ) COS2GJ.

Pour satisfaire à la condition — = 0 , on pose

(20.4) 2
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et l'on écrit l'équation
G10

(20.5) = o,

qui exprime que le déterminant (infini) des équations (20.4)? à une
inanité d'inconnues, est égal à zéro. Calculons la plus petite racine
des mineurs principaux à m lignes et m colonnes pour m = i, 2, . . . .

M. Tomotika affirme que ces racines donnent des valeurs appro-
chées de A|. Le calcul numérique donne, en effet, Â  = 13.29, c'est-à-
dire une valeur très peu différente de la valeur (19.5), calculée par
M. Tomotika par notre procédé.

Il nous paraît superflu d'analyser les détails des procédés formels
que nous venons d'exposer, mais nous allons, dans la mesure du
possible, tâcher de donner une explication de la coïncidence numé-
rique inattendue des résultats.

Observons, d'abord, qu'on peut poser w'o/l_< = ^OA-I + ^ik-\> ^es ^
et V étant les solutions des équations

== ° sur

Les/?2A_, désignent ici les fonctions de la suite fondamentale (19.6).
D'après la méthode développée dans le présent travail, il aurait fallu
former la matrice infinie aux éléments

(20.6) (/>',A-<)A«<,y.l)

et déterminer la plus petite racine positive des déterminants princi-
paux. Par cette voie on arrive à l'inégalité X^>>i3.2g4. Or, les
éléments du déterminant infini (20.5) sont donnés, à des facteurs
près, par les formules

. 'c ane

où p2j(s) désigne la fonction égale à coszjx pour y = ± - et à

cos 2>jy pour x = zrz
Bien que les éléments du déterminant du procédé formel soient net-

tement distincts des éléments (20.6), les valeurs numériques des
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plus petites racines des déterminants principaux sont, par un hasard
inexplicable, à peu près identiques. Néanmoins cette coïncidence
numérique, qui d'ailleurs n'a pas toujours lieu, ne pourrait être
considérée comme une justification des solutions formelles.

Les auteurs des procédés formels ne se prononcent pas sur la pos-
sibilité de calculer les valeurs propres d'indices supérieurs. D'après
ce que nous avons vu dans le présent travail, cette question ne pour-
rait être discutée avant d'avoir établi la liaison entre les problèmes
de la théorie des plaques et de la théorie de la membrane (1 ).

En terminant cette rédaction, je tiens à exprimer ici ma profonde
reconnaissance aux Savants français dont l'accueil m'a permis de
poursuivre mes recherches en France.

(x) [Note ajoutée aux épreuves]. M. Iguchi [1], [2| donne, dans des travaux tout
à fait récents, quelques résultats numériques, obtenus par des procédés formels.
Une rapide inspection de ces résultats montre qu'ils sont — en partie au moins —
inexacts. Des applications numériques de notre méthode seront publiées inces-
samment.
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