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LE SPECTRE DU LAPLACIEN AGISSANT SUR LES
p-FORMES DIFFERENTIELLES D'UN FIBRE EN CERCLE

Paul-Andi NAGY

1. Introduction

Soit (Z", g) une variété riemannienne connexe, compacte et orientée. Notons
AP(Z) I'espace des p-formes différentielles C* muni du produit scalaire (e, 8) = |, Z OA
=B ol » désigne I'opérateur de Hodge. Le laplacien agissant sur les p-formes de Z est
défini par

A=dd’ +d’d
ou d désigne la différentielle extérieure et d* la codifférentielle, adjoint formel de d par
rapport au produit scalaire (-, -). La théorie elliptique nous assure que cet opérateur a
un spectre discret, noté

0=20p(Z,8) <ALp(Z,8) S A2p(Z,8) € ... S Anp(Z, @) < ...

La multiplicité de la valeur propre nulle est le p-iéme nombre de Betti de Z, un invariant
topologique. Les valeurs propres non-nulles se répétent avec la multiplicité, s’il y a lieu.

Afin de comprendre, sur des cas particuliers, le lien entre la géométrie de la variété
et le spectre des p-formes il est important d’avoir des exemples de calcul explicite du
p-spectre. Ces exemples peuvent également servir pour tester des conjectures. A notre
connaissance, les variétés riemanniennes (Z”, g) ot le spectre des p-formes, 1 < p <
n — 1 a été calculé sont contenues dans le tableau suivant.

R™/T tores plats (2]
sn sphéres de courbure constante | [17)
pPC" projectif complexe canonique | [17]
G groupes de Lie compacts avec une métrique bi-invariante | [24]
H,,+; | variétés de Heisenberg, pour les 1-formes invariantes par S [11)

Notons que les exemples cités ci-dessus possédent des groupes d'isométries de di-
mension suffisamment grande, ce qui permet d’appliquer les méthodes de la théorie des
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représentations pour le calcul du spectre. Remarquons aussi que, a I'exception des tores
plats et des produits riemanniens, on ne connait pas d’exemples de calcul explicite du
spectre des formes d'une famille continue, non constante, de métriques.

Dans cet article on considére la question suivante. Soit (N”, g) une variété rieman-
nienne compacte, connexe et orientée et S'! —« M Z N un fibré principal au-dessus
de N. Fixons 8 € A!(M,R) une forme de connexion principale et munissons M de la
famille de métriques (gr) 1> définie par

(1) gr=mn"g+T26e0.

gr est une famille continue de métriques invariantes par S!. Pourtout T > 0, 7 :
(M, gr) — (N, g) est une submersion riemannienne a fibres totalement géodésiques.

QUESTION 1.1. — Est-il possible d'exprimer le spectre du laplacien agissant sur les p-
formesde (M, gr) par le biais des fonctions algébriques dépendant de T et du spectre d'un
opérateur différentiel " horizontal” (qui ne dépend pas de T) canoniquement associé a la
géométrie du fibré?

La réponse a cette question serait donc un principe de séparation des variables;
d’un coté la géométrie de la fibre et de 1'autre la métrique de la base et la géométrie du
fibré. Les deux cas suivants sont déja connus.

¢ Lorsque p = 0 (le cas des fonctions) on déduit de [1] que le O-spectre de (M, gr)
est de la forme u + % ol p est dans le spectre du laplacien horizontal agissant sur les
fonctions k-équivariantes de (M, gr), k € Z (voir aussi la section 2).

» Lorsque (M, gr) est un produit riemannien (c’est-a-dire que M est un fibré trivial
muni de la connexion plate canonique) le p-spectre de (M, gr) est donné par

K2 K
(2) {An.p(Nr g) + ?‘z‘}neN.keZ U {An,p-l(N- g) + 'T_Z}neN,kEZ-

Dans les deux cas précédents, le spectre du laplacien horizontal qui intervient dans I'ex-
pression du p-spectre de (M, gr) n'est pas connu en général. Cependant, le comporte-
ment en T du p-spectre de (M, gr) est déterminé par des formules exactes.

Le but de cet article est de présenter la réponse a la question 1.1 dans le cadre sui-
vant:
(N%, g, ]) est une variété de Hodge, avec forme de Kihler w vérifiant

[w] € H3(N,Z).Lefibré S' = M = N estdonné par (M) = [w] et
0 est une 1-forme de connexion dans M de courbure égale a la forme
deKiahlerde (N, g).

3

Dans ce cas, le p-spectre de (M, gr) est exprimé par des fonctions algébriques de va-
riables T et le spectre du laplacien horizontal (qui ne dépend pas de T). Lorsque ce
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spectre est connu il est possible de produire de nouveaux exemples de calculs explicites
du spectre. Donnons deux exemples de telles situations (cf. la section 2).

EXeMPLE 1.1. — Les sphéres de Berger.
m

Considérons le fibré principal donné par la fibration de Hopf §! — §?"*! Z pC’.
Soit V le champ de vecteurs induit sur la sphére par I'action du cercle. Lorsque $2™** est
muni de sa métrique canonique de courbure 1, notée g, soit 6 la 1-forme associée a V
via go. C’est une forme de connexion principale dans la fibration de Hopf. Soit (PC’, g, J)
muni de la métrique de Fubini-Study et de la structure complexe canonique, renormali-
sées de fagon que d6 = 7™ w ol w est la forme de Kdhler de (PC’, g, J). Alors (PC’, g, J)
et la fibration de Hopf muni de la forme de connexion @ vérifient les conditions de (3).
Munissons S?"*! des métriques gr définies en (1). Dans la section 2 on explique com-
ment calculer le spectre des formes de la famille (§¥'*!, gr), T > 0. Remarquons que

8.2 = 8o-

ExeMPLE 1.2. — Une classe de variétés d'Heisenberg.

Soit Hy,+ le groupe d'Heisenberg et I'un sous-groupe discret cocompact (voir [11]
pour la classification de ces sous-groupes). On a alors une fibration principale

) St - Hpp) IT= T

ou Tr est un tore de dimension 2r. Munissons H,,+) /I de 1a métrique invariante & gauche
canonique (de matrice L,+; dans la base canonique de H;;+)). Par rapport a cette mé-
trique soit 0 la 1-forme associée a V, le champ de vecteurs induit par I'action du cercle.
C'est une forme de connexion principale dans le fibré considéré, de courbure wy =
r
3" dy, A dx;. Soit 7 (R?"), w) I'ensemble des structures complexes linéaires J sur R?’,
i=1
compatibles avec wy et telles que wo(v, Jv) < O pourtout v € R, v = 0. Untel J
produit une métrique kihlerienne plate sur T, de forme de Kihler wy, par la formule
hy = —wq(-,]). Alors la fibration (4) muni de la connexion 6 et le tore (T, hy, J) véri-
fie les conditions de (3). Par la construction de (1) on obtient une famille de métriques
hy.r sur Hy. /T indexée par 7 (R?", wg)x]0, oo[. Dans la section 2 on indiquera com-
ment calculer le spectre des formes de cette famille en se servant de la réponse a la ques-
tion 1.1.

Répondre ala question (1.1) permettrait d’étudier la limite du p-spectre de (M, gr)
lorsque T — 0, T — oo. Ces questions ont été beaucoup étudiées dans la littérature.
Rappelons quelques résultats obtenus.

e Lorsque T — 0 la famille (M, gr) converge vers (N, g) a courbure et diameétre
bornés. Alors le p-spectre de (M, gr) converge, dans un certain sens, vers le p-spectre de
(N, g) (cf. [6), [8], [18]). En particulier, le nombre des petites valeurs propres du laplacien
des p-formes de (M, gr) lorsque T — 0 est donné par la suite spectrale de Leray (voir
aussi [5]). Dans {5] les auteurs donnent une estimation asymptotique quand T — 0 des
p-valeurs propres petites ol1 I'on voit apparaitre la courbure du fibré.
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Dans le contexte décrit en (3) on retrouve facilement ces résultats. De plus, on ob-
tient des formules exactes en T pour les petites valeurs propres.

* Lorsque T — o la famille d’espaces métriques (M, dg; ) converge au sens de
Gromov-Haussdorf vers (M, d.), ou d, est la distance de Carnot. Notons que I'espace li-
mite n’est plus un objet riemannien. Dans le cas o1 la courbure du fibré définit une struc-
ture presque complexe par rapport a la métrique g de N, il a été montré que le spectre
du laplacien des p-formes converge vers le spectre du laplacien de contact (voir [23] ou
I'auteur se place dans le cadre des variétés de contact). Nous retrouvons ces résultats,
dans le cas particulier de (3) par les formules du thm. 2.1 (voir la section 2).

2. Présentation des résultats

Nous nous plagons dans le contexte géométrique suivant : (N?', g) est une variété
de Hodge, avec structure complexe J et forme de Kihler w. Quitte a renormaliser la mé-
trique g et a changer J en —J en peut supposer que [w] € H*(N,Z).Lefibré §! - M =
N est donné par ¢; (M) = [w] et 6 est une 1-forme de connexion de courbure égale a la
forme de Kdhler de (N, g).

Afin de pouvoir présenter notre résultat faisons quelques préparatifs. Nous allons
désormais travailler avec des formes a coefficients complexes. En utilisant I’action du
cercle sur M, définissons 'espace des p-formes k- équivariantes par

APKM): = {a e AP(M): Rja=2zF . aVze S}

ol R; est la translation avec z € S'. Nous avons une décomposition en somme directe
d’espaces de Hilbert

(5) LA(AP(M)) = D APK(M).
kez

Comme le cercle agit isométriquement sur (M, gr), le laplacien des métriques gr pré-
serve l'espace des formes k-équivariantes, k € 2. Par (5), le calcul du p-spectre de
(M, gr) se raméne au calcul du spectre des opérateurs U‘;‘ (T) : = Bgrippky POUT
tout k € Z. Remarquons aussi qu'il suffit de considérer k € N car la conjugaison com-
plexe donne un isomorphisme entre A?*(M) et AP~%(M), k € N. Aussi, par la dualité
de Hodge on peut se restreindre aux formes de degré pair.

Si V est le champ de vecteurs de M induit par I'action de S! on considére I'espace
des p-formes horizontales de M qui est défini par

AP(H): = {o € AP(M) : iy = 0}

ol iy désigne le produit intérieur. On a des espaces de p-formes horizontales et k-
équivariantes notés AP*(H) et définis de maniére évidente. Il est facile d’établir que

®) AP (M) = A""‘(H)ea[/\”'”‘ (H) A e].
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Le premier pas vers la séparation des variables dans le spectre de Ag, est de calculer
I'action du laplacien des métriques gr sur la décomposition (6). A cet effet définissons la
différentielle horizontale

dy : AP(H) — APTH(H)

comme étant la composante horizontale de d dans (6). Notons que dy n'est pas une
différentielle exacte, car

™ d4=-1%

ou L : AP(H) — AP*2(H) est la multiplication extérieure par 7t* w et % est la dérivée
de Lie dans la direction V. La structure complexe J (dont le relevé a A* (H) sera noté
également par J) permet d'y remédier. Si les opérateurs 3y, 9y : AP(H) — AP*Y(H), p e
N sont définis par

1 — 1
8 oy = 5 (dn + (-1)YPiJdyl), o = 5(du+ (-1)Pijdy))

alors 3%, = Oet (35)% = 0. Lorsque D : A*(H) — A*(H) est un opérateur différentiel
on notera D son adjoint formel par rapport a la métrique 7w g sur A* (H). Définissons
maintenant le laplacien horizontal Ay : AP(H) — AP(H) en posant

(9 Ay = de,’i-Fd};dH.

Quelques propriétés du laplacien horizontal sont rappelées dans la remarque suivante
(voir [22]).

REMARQUE 2.1. — (i) C'est un opérateur d’'ordre 2, positif et hypoelliptique (voir
[22]). Pour tout T > 0 l'opérateur Ay - —T'-;(Il’v)z est elliptique. La restriction de Ay a
I'espace des formes k-équivariantes, k € Z, est isomorphe a un opérateur elliptique et
jouit donc de toutes les propriétés de cette classe d’opérateurs, en particulier de I'exis-
tence d'un spectre discret.

(ii) OnaAym™ =m*AsurA”(N).

Par rapport  (6) on a sur AP¥(M)

2 '+k2 _
10 Ag, = ( Ap+TIL + & Jdu]

sur A™%(M)
T2jd;] Ay+TL L+ & )

(voir [23] pour une formule dans le cadre plus général des variétés de contact). C’est un
examen attentif de la structure des opérateurs intervenant dans la formule (10) qui nous
conduira a la séparation des variables dans le p-spectre de Ag;. Continuons avec nos
définitions.

Pour k € Zsoit 7% : = Ker L* n AP¥(H) I'espaces de p- formes primitives,
k-équivariantes et horizontales. Lidentité

(11) {L*, L] = (r - g lpay)
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(cf. [23]) nous assure qu'il n'y a pas de formes primitives non-nulles en degré > r.

Pour k € Net0 < g < ron définit les espaces

#%% . = Ker dj; nKer dj;] n 9%

(12) _ —
#7% . = Ker oy N Pk,

Ces espaces étant préservés par le laplacien horizontal, il a un sens de parler du spectre
s . . .k

de Ay en restriction a ces espaces, qui sera noté =9, respectivement 7. Donnons

quelques précisions sur le spectre de Ay.

REMARQUE 2.2. — (i) La premiére valeur propre de la restriction de Ay a #7* resp.
7" est k(r - q). Pour le voir, notons que 350y + 0y 0n = 3(Ay — k(r - q)) sur %%,
Lespace propre correspondant est donc 9% : = Ker 05 N oy~ N #4k,

(ii) Considérons le complexe différentiel {A**(H),3x}, k € N et soit H (M) sa
cohomologie (connue dans la littérature sous le nom de cohomologie de Dolbeault). Par
la théorie de Hodge on peut voir que £7% = Hk”(M) sik = 0. Lorsque k = Oona
Hy (M) = H*(N).

(iii) Par la théorie de Hodge on obtient une suite exacte
0- gk BFIk _ g
Par I'identité [Ay, 3y ) = k94 cela nous conduit &
(13) T = (k(r-g)}Ulp e STy > k(r- g+1)).
La valeur propre k(r—gq) apparait avec la multiplicité bf, (M) : =dim¢ H,:’ (M).

Sui)posons que0 < p < [%] -1,0< g < 2p+1etk € N et définissons une famille de
fonctions f,’,‘, : [0, 00[x]0, o[~ R4, 1 € i < 4 par

-1 r-
fl';'k(x, T): =x+ TZ[(P" [g])("p"' p-1- [5_2__])+_2_‘7]
2

1
+ —\J4AxT2+ T4(r - g)2 + 4k? + —
2\[x (r-gq) T2

-1 =
[T =x+ Tz[(P- [g])(cp+ p-1- [52—])+ I-4a > q]

(14)
- %\/«m'z +T4(r- g2 +4k2 + %
ok 2 l1-g g-1 K2
f3q (x,T): =x+k+T(p+1+] 5 Dicp+ p—[—i—])+?3

-1 1- K
P Ty =x+ T (p- ['q_z"'])(cp+ p+ [—z—q]) )
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ou par définition ¢, = r ~ 2p — 1. Définissons également une famille de collections de
nombres par

PN = (PR T) eIy > k- @)}, i = 1,2
(13) PRI s = { L Ty p e B
SPaTy: = (£ W T) :pe 27, > 0}

Faisons la convention suivante. Etant donnée une collection, notée €, du type défini en
(15) et A € R, on définit la multiplicité de A dans # comme le nombre des apparitions de
A dans €; cette multiplicité est égale a 0 si A n’est pas élement de . Lunion d'un nombre
fini de telles collections sera leur réunion comme ensembles, avec la convention que la
multiplicité d'un nombre dans cette union est la somme des multiplicité de ce nombre
dans chacune des collections de l'union.

REMARQUE 2.3. — Les collections Z (T) et Z (T) sont presque les mémes. En
effet, par (13) on arrive a

SER(T) = { f2X(kr = @), O} U { fE¥ (0, T)/u € 59715, 5 > k(r - g+ D)}

Soit H,,,,,(N) la cohomologie primitive de la base. La réponse a la question (1.1)
est donnée par le téoréme suivant (cf. [19]).

THEOREME 2.1. — Soitk € Net0 < p < r-1.8i0 < p < [§] - 1 le spectre de
Uz",,+2(T) est l'union de

k2

p.k 2p+2,k 4
{Ziq (T)} and X + 2

1.4.9=0.2p+1)

La partie exacte respectivement coexacte du spectre correspond a l'union de

{ zzq(T)} ﬁ Etde {242q+](T)}q=Tpi
respectivement

kZ

{2t} iet30m55 {Z029(D) gy and 272K+ 77

En cohomologie on a H2P*2(M) = H2P*3(N) @ H2PT/(N).

pnm prim
Sip > [§] lespectrede Uz,mz (T) estl'union de

2
p.k 2(r-p)-1.k k
{Zig (M} ieTag=sz-p- e Z° P +t = T

La partie exacte resp. coexacte du spectre est donnée par l'union de

-1, K
{zxzq(T)}r—l3q=0r-p—l {242q+l(T)}q=m——2 et T2P L*F
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.k .k
resp. {ZZZqH (T)} i=1.3,q=0.r— p-2’ {2:2(]( 1)} .g=0.r-p-1-

2(r-p)-1
prim

En cohomologie on a H*P*2(M) = H (N).

REMARQUE 2.4. — Lethéoréme (2.1) fait apparaitre le spectre de larestriction de Ay
auxespaces #7%,0 < g < r.Le diagramme suivant montre que ce spectre est déterminé
par le spectre de Ay agissant sur les formes k-équivariantes et primitives

0

l

Fak(a)

l

— 350n
0 — Ker(35;05 ") n E®k(A) Y

FI2kQA) n (&)t -0
XX

[Frka- ki n oot e [Fr ks b n (é)*]

l

0

oulonaposé FI¥(A) = Ker(Ay - A) n 27k et E9¥(A) = Ker(Ay - A) nnS?¥  Notons
aussi que Frk(A) =0siA = 0.

Par conséquent, la connaissance du spectre de Ay agissant sur les formes k-
equivariantes de degré 0 < g < rnous donne le spectre des formes de (M, gr) pour tout
T > 0. Remarquons que les fonctions qui interviennent dans I'expression du spectre
sont universelles dans la catégorie de variétés considérées. Pour la preuve de ce théo-
réme voir [19). On en déduit également la réponse 2 la réciproque de la question 1.1.

COROLLAIRE 2.1. — Le spectre de U,,"(Ib), To > O fixé, détermine le p-spectre k-
équivariant du laplacien horizontal (voir [19] pour les détails).

Présentons maintenant quelques applications de nature non-calculatoire. Tout
d’'abord, il est élementaire de retrouver, a partir du théoréme (2.1), les résultats asymp-
totiques (T — 0, T — ) présentées dans I'introduction ainsi que le phénoméme du
spectre en degré moitié lorsque T — oo mis en évidence dans [23] dans un cadre plus
général. Remarquons maintenant que les groupes de cohomologie de Dolbeault pro-
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duisent des valeurs propres privilégiées pour le laplacien Ag; .

REMARQUE 2.5. — Fixons0 £ p < [§] et k € N. Pour m = 0, p + 1 définissons

K2

- Akp. =k(c,,+?.m-1)+sz(c,,+m-1)-|»F

K2
u,’,’,‘" = k(cp+2m) + sz(c,,+ m) + T2

En se servant du fait que k(r — g) est la premiére valeur propre de Ay par le théoréme
(2.1) on obtient que le spectre de Uz"pﬂ( T) agissant sur les formes cofermées contient
les valeurs propres

APE <af* < <Al

avec A} *la premiére valeur propre. La multiplicité de ALK est égale a bf,ﬁz sim=0et

supérieure ol égale a b§( p-m+3 sign(k)bé‘( p-m+2 POUrl < m < p+1l.

On obtient également que le spectre de Uz"wz(T) agissant sur les formes fermées
contient les valeurs propres

.k k k
HYT <t << pp.

La multiplicité de p5¥ est égale a b, si m = 0 et supérieure ol égale & b} ,_,, ., +

sign(k)bé‘(p_m)+3 sil < m < p+ 1. De plus, uop'k est la premiére valeur propre de

Uzkmz( T) sur les formes fermées.

REMARQUE 2.6. — Supposons maintenant que T — 0. On voit donc que les petites
valeurs propres doivent avoir des formes propres S!-invariantes. Le théoréme (2.1) nous
assure que lorsque T est petit les premiéres valeurs propres de Uz°p+2 (T) sont

p0 _  po p.0 p.0 p.0 p.0
Ag” =Hy <A < U <L Ap < Hpy.

La multiplicité de A ,';.'0 est bypi2 sim = 0 et by(p-my+3sil < m < p+ 1. La multiplicité
de u,';,‘o est bypsim = 0et byp-m+25i1 < m < p+ 1. Ce sont toutes les petites valeurs
propres de Ag;. On raffine donc, dans la situation géométrique considérée, le résultat
de [5] qui donne I'asymptotique des petites valeurs propres de (M, gr) pour une base N
arbitraire.

A Taide de ces résultats on peut calculer le spectre des sphéres de Berger (voir
I'exemple 1.1) de la fagon suivante. Le spectre des métriques g 5 étant connu (c’est &
un facteur prés le spectre de la sphére canonique) on détermine le spectre des formes k-
équivariantes de g ; en utilisant une version équivariante des calculs fait dans [17]. Par
le corollaire 2.1 on obtient le spectre du laplacien horizontal agissant sur les formes k-
équivariantes. Il ne reste plus qu'a introduire ce spectre dans les formules du théoréeme
(voir [19] pour I'expression exacte du spectre).
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Pour le calcul de la classe de variétés de Heisenberg présentée dans I'exemple (1.2)
la démarche est la suivante. On détermine le spectre de Ay agissant sur les formes k-
équivariantes. C’est un probléme particulierement simple, car dans ce cas A* (H) est pa-
rallélisable. Dans la bigraduation complexe de A* (H) donnée par la structure complexe
dela base Ay agit essentiellement comme le laplacien sur les fonctions, or le spectre des
fonctions est calculé dans [11]. On conclut par le théorgme (2.1) (voir {19] pour le calcul
complet).

REMARQUE 2.7. — En utilisant le théoreme (2.1) on peut donner une réponse a la
question 1.1 dans le cas plus général ol la courbure du fibré est paralléle pour la
connexion de Levi-Civita de la base. Cela permet de calculer le spectre de toutes les va-
riétés de Heisenberg. Une application potentielle serait de déterminer les classes d'isos-
pectralité, sur les p-formes, (p > 1) de ces variétés.
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