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LES PAIRES DUALES DANS LES ALGEBRES DE LIE 
REDUCTIVES 

HUBERT RUBENTHALER 

INTRODUCTION 

Ne t'attarde pas ¨ l'ornī re des r®sultats. 
Ren® Char 

Si 0 est une alg¯bre de lie r®ductive complexe, un couple (a, b) de sous-alg¯bres 
r®ductives dan s 0  est appel ® paire duale s i a  est l e commutant d e b  dans 0  et 
vice versa. 

Soit G l e group e adjoin t d e 0 . L'obje t d e ce t articl e es t d e donne r un e 
classification de s paire s duale s ¨  conjugaiso n pa r G pr¯ s (sou s un e certain e 
condition d'irr®ductibilit®) . 

La notion de paire duale dans le groupe symplectique a ®t® introduite par Roger 
Howe [Hl] en liaison avec la correspondance ou conjecture qu i porte son nom. 
Rappelons bri¯vement, et sans °tre trop pr®cis, l'®nonc® de cette conjecture. Soit 
G = 5p(n,fc ) l e groupe symplectique habitue l su r un corps local k. Soien t G\ 
et C ?2 deux sous-groupes r®ductif s d e G qui forment un e paire duale (i.e . dont 
l'un es t le commutant de l'autre...). Soit u la repr®sentation m®taplectique de G 
construite par Shale et Weil ; le sp®cialiste saura qu'il vaut mieux se placer sur un 
rev°tement de G. Soit n1 une repr®sentation irr®ductible de G\ qui appara´t dans 
u, c'es t ¨ dire telle que Hon^ 7Ti )  ̂0 . La conjecture d e Howe dit alors qu'il 
existe une unique repr®sentation 7r 2 d e G2 tell e que HomGlXG2(wi ̂ 1 È  ̂ 2) 7^ 0 
et la correspondance TTJ h- > 7r2 s'appell e l a correspondance de Howe. 
Cette conjecture , qu i a  auss i so n analogu e dan s l e cadr e global , a  suscit ® d e 
tr¯s nombreu x e t souven t difficile s travau x qu'i l es t impossibl e d e cite r ic i 
(mentionnons l'article de Howe ([H2]) dans le cas r®el et l'expos® de Waldspurger 
([Wa]) sur la question au s®minaire Bourbaki) . 
Howe donn a l a classificatio n de s paire s duale s d e Sp(n,k) dan s [Hl] , san s 
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H. RUBENTHALER 

d®tailler les d®monstrations. On pourra trouver une d®monstration d®taill®e pour 
les groupes classiques dans [M-V-W]. 

L'int®r°t d'un e classification de s paires duales dans le cadre des alg¯bres de Lie 
r®ductives trouv e ce s derni¯res ann®e s une motivation suppl®mentair e ave c la 
construction explicite pa r Kazhdan e t Savi n ([K-S],[S] ) d'une repr®sentatio n u) 
qui devrai t joue r l e r¹le de la repr®sentation m®taplectiqu e pou r tou t group e 
semi-simple. De ce fait i l nous semble int®ressant d e donner cett e classificatio n 
ne serai t c e que pou r fourni r d e nombreux exemples . Le s travaux r®cent s d e 
Rallis e t Schiffman n ([Ra-Sch] ) qu i utilisen t certaine s d e nos constructions e t 
qui obtiennen t de s correspondance s "g®om®triques " entr e orbite s co-adjointe s 
nous confortent dan s cette id®e. Nous pensons d'autre par t que , m°me dans le 
cas classique, notre construction donne une image nouvelle des paires duales. 

Dans cett e ®tud e nou s nou s plaon s don c a u nivea u de s alg¯bre s d e Lie . 
La classificatio n dan s le s alg¯bre s classique s ®tai t "connue" , mai s utilisai t d e 
mani¯re essentiell e l e fai t qu'un e alg¯br e d e Li e classiqu e es t un e alg¯br e d e 
forme, c'es t ¨  dire qu'elle laisse invariante une forme bilin®aire. 
Dans le s faits , le s paire s duale s de s alg¯bre s classique s apparaissen t surtou t 
comme produit s tensoriel s (d'alg¯bres ) d e formes . Cett e visio n de s chose s ne 
se transpose ®videmment pa s aux cas exceptionnels. Il fallait don c trouver une 
mani¯re de fabriquer de s paires duales, qui se r®duise essentiellement au produit 
tensoriel dans le cas classique. 

Pour cela, nous introduisons la notion de sous-alg¯bre admissible que nous avions 
d®crite dan s [Ru4] . Grosso modo une sous-alg¯bre admissibl e d'un e alg¯br e 0 
semi-simple est obtenue de la mani¯re suivante. Soit p = [É n la d®composition 
de Lev i d'un e sous-alg¯br e paraboliqu e p. Soi t Z(V) le centr e d e l e t k l a 
dimension d e Z(l). Soi t 7Z l'ensembl e de s racines restreintes ¨  Z(l). Un e sous-
alg¯bre g  admissible d e 0  est un e sous-alg¯br e semi-simpl e don t Z(t) es t un e 
sous-alg¯bre de Cartan e t qu i est engendr®e par k s[2-triplets (X-y., H^., Xy. ) 
o½ les ®l®ments Hy. forment un e base de Z(i)  o ½ les racines 7; sont les racines 
simples d®finissant p (l a "barre" d®sign e la restriction ¨  Z(l)) e t o½ X& est un 
vecteur propre de Z(l) pou r la valeur propre â. 
Alors, dans beaucoup de cas, l e couple (0 , Z0(g)), o½ ZQ($) d®sign e le central-
isateur de 0 , est une paire duale dans 0. 

Cette constructio n es t justifi® e pa r l e th®or¯m e principa l d e ce t articl e qu i 
dit que , sou s un e certain e hypoth¯s e d'irr®ductibilit ® qu e nou s appelon s S -
irr®ductibilit®, toute paire duale est du type pr®c®dent ( ¨ deux exceptions pr¯s, 
parfaitement contr¹l®es) . 

Ce r®sultat , lon g ¨  obtenir , n e surpren d pas , v u qu e l'o n d®montr e d'abor d 
facilement ,  que si (a, b) est une paire duale semi-simple alors les sous-alg¯bres de 
Cartan de a et b  sont des centres de sous-alg¯bres de Levi de 0 (Th. 5.4.). D'autre 
part, dans les cas classiques, cette construction correspond assez fid¯lement  ̈la 
notion de produit tensorie l (Ä7). 

4 



PAIRES DUALES 

La notion de S-irr®ductibilit® ®voqu®e pr®c®demment est la suivante. Nous dirons 
qu'une paire duale (a, b) semi-simple est S-irr®ductible si la sous-alg¯bre aÉb est 
une S-sous-alg¯bre au sens de Dynkin ([D]), c'est ¨ dire qu'elle n'est incluse dans 
aucune sous-alg¯bre propre qui est invariant e par l'action adjoint e d'un e sous-
alg¯bre d e Cartan . O n montre que dans le cas de l'alg¯bre symplectiqu e cett e 
notion d e S-irr®ductibilit® , pou r de s paire s semi-simples , coµncid e exactemen t 
avec la notion d'irr®ductibilit ® donn® e par Howe ([Hl]). 
Les r®sultats de cet article ont ®t® annonc®s dans [Ru6]. 

Indiquons ¨ pr®sent l e contenu des paragraphes. 

Les paragraphes 1,2 , e t 3  fixent les notations e t donnen t l a classificatio n de s 
sous-alg¯bres admissibles et C-admissibles (le s alg¯bres C-admissibles ®tan t des 
alg¯bres admissibles d'un type particulier). 

Dans le paragraphe 4 nous montrons que toute sous-alg¯bre C-admissible fourni t 
une paire duale . Les d®monstrations e t r®sultat s d u paragraphe 4  constituent 
la cl® de vo¾te de notre construction. Tr¯s curieusement, on remarquera que ce 
sont les espaces pr®homog¯nes commutatifs (o u encore si l'on pr®f¯re les espaces 
hermitiens sym®triques ) qu i fournissen t le s objet s ®l®mentaire s qu i serven t ¨ 
construire la plupart de s paires duales. 

Dans l e paragraphe s 5  nous donnon s d e nombreu x proc®d® s g®n®rau x pou r 
construire des paires duales. Nous y d®montrons aussi que si (a, b) est une paire 
duale semi-simpl e non S-irr®ductible , alor s i l existe une sous-alg¯bre r®guli¯r e 
de rang maximal dans laquelle (ci , b) est S-irr®ductible . 

Le paragraphe 6  est consacr ® ¨  la d®termination de s sous-alg¯bres admissible s 
non C-admissibles , qu i fournissen t de s paire s duales . O n y  ®tudi e auss i l a S-
irr®ductibilit® de s paires construites . La table 5  du paragraphe 6  r®sume alors 
tous les r®sultats obtenus. 

Dans l e paragraph e 7 , nou s donnon s l a classificatio n de s paire s duale s S -
irr®ductibles dan s le s ca s classiques . Dan s ce s ca s tou t ®tai t "connu" , mai s 
rien n'®tai t vraimen t ®crit . Nous avons cru bon de donner de s d®monstrations 
d®taill®es, d'autan t plu s qu'i l nous fallai t travaille r ave c la S-irr®ductibilit ® e t 
comparer ¨  tou t momen t ave c l'irr®ductibilit ® classique . Bie n entendu , notr e 
expos® dan s c e paragraph e paraphras e souvent , dan s l e cadr e de s alg¯bres , 
l'expos® analogue dans le cadre des groupes de [M-V-W]. 

Le paragraphe 8  es t consacr ® ¨  l'®nonc ® e t ¨  l a d®monstratio n d u th®or¯m e 
principal qu i dit qu e "presque toute" pair e duale S-irr®ductible provien t d'un e 
sous-alg¯bre admissible. 

L'exception la plus marquante au th®or¯me principal se produit dans le cas Dn. 
Nous en donnons dans le paragraphe 9 une ®tude d®taill®e. 

La notio n d e tou r dual e qu e nou s introduison s dan s l e paragraph e 10 , n'es t 
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H. RUBENTHALER 

qu'une ®vident e g®n®ralisatio n d e l a notio n d e "see-saw pair " introduit e pa r 
Kudla ([Ku]) . Nou s indiquon s de s proc®d® s syst®matique s pou r construir e 
(surtout dan s les cas exceptionnels) de s tours "tr¯s hautes". 

Enfin, dan s l e paragraphe 11 , nous donnon s un e constructio n qu i associ e des 
paires duale s ¨  tout e orbit e de s espace s pr®homog¯ne s commutatifs . Dan s l e 
langage ®quivalent et sans doute plus connu des espaces hermitiens sym®triques, 
nous associon s un e pair e dual e ¨  tout e iµx-orbit e d e p + (dan s le s notation s 
traditionnelles). 

Remerciements. Ce t articl e doi t beaucou p ¨  l'enthousiasm e manifest ® pa r 
David Ginzburg, Stephen Rallis, G®rard Schiffmann e t Robert Stanton lors d'un 
s®jour stimulan t qu e j'ai effectu ® ¨  Ohi o Stat e University , Columbus , e n juin 
1991. Je les en remercie chaleureusement . 
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Sauf mention express e du contraire toutes les alg¯bres de Lie consid®r®es dans 
cet article sont complexes. 

1. Notations et g®n®ralit®s. 

1.1. Paires duales, sous-alg¯bres de Howe. 

Soit g une alg¯bre de Lie semi-simple et soit G le groupe adjoint d e g. 
Si E e t F son t des sous-espaces vectoriels de 0, nous d®signerons par ZE(F) l e 
centralisateur d e F dan s E, c'es t ¨  dire : 

ZE(F) = {X G  E, [X , Y] = 0 W e F}. 

Pour toute sous-alg¯bre 0 nous noterons ZS ou Z(B) le centre de 0 et 0 ' = [0,0 ] 
son alg¯bre d®riv®e. 

D®finition 1.1.1 . ð  Soit g une algèbre de Lie réductive. Un couple (a , b) de 
sous-algèbres de g est appelé paire duale si : 

1 ) les sous-algèbres a et b sont réductives dans 0 . 
2) le centralisateur de a dans g est b et vice-versa. 

Notons qu e l a deuxi¯me conditio n d e la d®finitio n pr®c®dent e di t simplemen t 
que les sous-alg¯bres a  et b  sont leur propre bicommutant . 

D®finition 1.1.2 . ð  Si une sous-algèbre a réductive dans g est un des membres 
d'une paire duale (i.e. est égale à son bicommutant), nous dirons que a est une 
sous-algèbre de Howe de g (en accord avec la notion de sous-groupe de Howe 
introduite dans [M-V-W]). 

Le but de cet article est de classifier le s paires duales ¨ conjugaison pa r G pr¯s. 

1.2. Sous-alg¯bre s paraboliques . 

Soit g une alg¯bre de Lie simple sur C  .  Choisissons une fois pour tout e une 
sous alg¯bre d e cartan 1 } d e 0 . On d®signe pa r TZ l e syst¯me d e racines d e la 
paire (0 , f)). Soi t *  =  (ai,...,an ) un e base de racines de TZ; o n d®signe alor s 
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par 7Ã+ (resp . 1Z ) les racines positives (resp . n®gatives) relative s au choix de 
la base 

Pour a E  R,  o n d®sign e pa r Qa l'espac e radicie l correspondan t ¨  a. Nou s 
d®signerons par Xa u n ®l®ment non nul de 0e* et par HQ l a coracine habituelle 
de a dan s f) . Quand cel a ser a util e nou s choisiron s Xa e t X-a d e sort e qu e 
(X-a,Ha,Xa) soi t un s^-triplet . 

Pour une partie V C TZ on pose 

0r =  É 0 a -
x E R. 

En posant n+ =  gn±, on a la d®composition triangulaire classique : 

0 = n" É f) 0 tt+ 

et b  = f ) É n+ es t la sous-alg¯bre de Borei standard associ® e ¨ (g , f V), 

Pour une partie 0 de \t on d®signe par <  9 > l'ensemble des racines de TZ qui sont 
combinaisons lin®aires d'®l®ments de 9. On pose ®galement <  9 >±=< 9 > f)1Z±. 
Soit 

t)e = {He µ) , <*(# ) = OVaE0 } 
et soit iµ# l'unique ®l®men t de f ) (en fait d e f)#) d®fini par les ®quations 

a(He) = 0 si a e 6 

a(H0) = 2  si a e * \  9 

On pose ®galement 
ʔ(0) = 0 ʉ ʗ Ă . 

aú0 

Posons alors, pour p G Z  : 

dp(6) = {Xe$, [He,X] = 2pX}. 
On obtient l a Z-graduation suivant e : 

8 = 0 w 
aú0 

Les sous-espaces dp(6) son t les diagonales d®finies par 6 (ou par H$). 
Dans la suite nous noterons dtop(0) l e sous-espace dp(0) no n r®duit ¨  {0} dont 
l'indice p est maximal et par d-top(0) celui dont l'indice est minimal. 
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PAIRES DUALES 

L'alg¯bre lg = do(9) est reductive (c'est c e qu'on appell e la sous-alg¯bre de 
Levi standard associ® e ¨ 6). Le centre de ig es t t)g e t son alg¯bre d®riv®e Ve es t 
®gale ¨ f)(0 ) É g<^> h(0)  es t une sous-alg¯bre de Cartan de Ve). 

L'alg¯bre 

Nous noterons TZ (respectivemen t TZ , TZ )  l'ensemble de s restrictions non 
nulles de s ®l®ment s d e TZ (respectivemen t 7Ã+ , TZ~) ¨  [) # et pou r un e racin e 
a ETZ nous d®signerons par a s a restriction ¨  f)#. 
Nous poserons 

"t = ®dp(6) = g 7Ã+\<0> + 

P>0 
est nilpotente et est le plus grand id®al nilpotent de la sous-alg¯bre parabolique 
standard pg associ®e ¨ 6 qui est d®finie par 

Po = (&dp(6)= ïg®nj. 
p>0 

f3=â 
On a alors la décomposition en blocs de Q : 

0 =  h É É  A" . 

f3=â 

0" = ʬ/0 B 

Notons ®galement que si u d®signe la plus grande racine de TZ relativement ¨  \I> 
on a :  _ 

çT = dt0J6) 
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2. Le s espaces pr®homog¯ne s d e type parabolique . 

Soit G l e group e adjoin t d e 0  e t Le l e sous-group e analytiqu e d e G qu i 
correspond ¨  1$. L e sous-groupe Le es t auss i l e centralisateur d e H$ dans G. 
Posons NQ~ = exp(n^) e t P$ =  LQ.N'Q . Le sous-groupe P# es t alor s le sous-
groupe analytique de G correspondant ¨  pe. 

D'apr¯s un th®or¯me de Vinberg [Vi] , la repr®sentation naturell e de Le dans 
d\ {6) poss¯de un nombre fini d'orbites, donc une orbite ouverte pour la topologie 
de Zariski . I l s'agi t don c d'u n espac e pr®homog¯n e a u sen s d e Sato . Nou s 
renvoyons l e lecteu r ¨  l'articl e d e Sat o e t Kimur a ([S-K] ) pou r tou t c e qu i 
concerne la th®orie g®n®rale des espaces pr®homog¯nes. 

Puisque l a notio n d'espac e pr®homog¯n e es t essentiellemen t un e notio n in -
finit®simale, nou s parlerons aussi bien de l'espace pr®homog¯ne (Lg,di(0)) qu e 
de l'espace pr®homog¯ne (l$,di(0)). 

Ces espace s son t appel® s espace s pr®homog¯ne s d e typ e paraboliqu e ([R u 
1]). Il s son t don c simplemen t e n bijection ave c les sous-alg¯bres parabolique s 
standards d e 0 , c'es t ¨  dir e ave c le s partie s 0 de l a bas e \Ã . Autremen t di t 
un te l espac e pr®homog¯n e es t enti¯remen t caract®ris ® pa r l e diagramme d e 
Dynkin d e 0 , o½, par convention on a encerclé les sommets correspondant aux 
racines de v/o  Dan s ce cas les racines non encercl®es sont celles du diagramme 
de Dynki n d e l a parti e semi-simpl e V$ = [0,0]de  l0  l e nombre d e racine s 
encercl®es ®tan t ®ga l ¨  la dimension d u centre t)e d e 1$. U n tel diagramme de 
Dynkin ¨ poids sera simplement appel® le diagramme (ou le graphe) de Dynkin 
de l'espace pr®homog¯ne (ou encore le diagramme (graphe) de Dynkin de (\I/, 9)). 
Par exemple pour le diagramme suivant : 

ÅD9 

l'alg¯bre VE es t d e typ e A\ x  Ai x  D4 e t l e centr e d e \Q est d e dimensio n 
3. L a proposition suivant e es t bie n connu e (voi r pa r exempl e [Rul ] pou r un e 
d®monstration). 
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Proposition 2.1 . ð La représentation (Le,di(9)) est irréductible si et 
seulement si Cardin \ 9) = 1. 

Remarque 2.2. . ð 
Calcul du poids dominant de la représentation (lo,d-i(9)) dans le cas irréductible. 
Supposons qu e ^  \  9 =  ^ es t r®dui t ¨  un e seul e racine . Soi t h(9) = 

(Baço^LLa une sous-algebre de Cartan de Ve = [1$, l̂ J. Alors le poids dominant de 
(i0,d_i(0)) (qu i est la representation contragrediente de (lo^d1(9))) pa r rapport 
¨ l a bas e 9 du syst¯m e d e racine s TZg d e ((# , ()(#)) es t ð7 7 o½ 75 " d®signe l a 
restriction d e 71 ¨  f )(0). L e calcul d e ce poids dominan t comm e combinaiso n 
lin®aire de poids fondamentaux es t ais® ¨ partir du graphe de Dynkin de Q. O n 
proc¯de comme suit. Soien t OJ^ (a G  9) les poids fondamentaux d e Ve :  ce sont 
les ®l®ments de la base duale des Ha {a G 9). Soient ai (i = 1,2 ou 3) les racines 
de 9 reli®es ¨ 71, c'est ¨  dire telles qu'il existe au moins une ar°te entre ai e t 71 
dans le graphe. On a —j{ = ^2,cOCiwoli e t cai = ð71(iµa.) . Rappelons comment 
on calcule 71 (HQi ) ¨ partir du graphe de Dynkin : 
- s i 7 1 e t ai son t reli® s pa r a u moin s un e ar°t e e t s i ||7i| | <  ||đ^|| , o n a 

7i(fTç.) =  - l . 
- s i 71 e t ai son t reli® s pa r j ar°te s ( 1 <  j < 3 ) e t s i 11 a 11 >  11Á̂ II , on a 

yi(Hai) = -j. 

Soit 9* la composant e connex e de 9 contenant ai e t soi t igi la sous-alg¯br e 
de lg engendr®e pa r 9\ Alor s I ^ C x Yl{ [gi e t l a repr®sentation (I'̂ , GL-I(0)) 
est isomorphe ¨ Oi  Ji(HQ.)uQi), le centre de lg op®rant par un caract¯re que 
nous ne pr®cisons pas. 
Notons ®galemen t qu e l e poid s dominan t d e l a repr®sentatio n (l#, dTOP{9)), 

qui es t l a restriction d e la plus grande racine ¨  h0  s e calcule en fonction de s 
poids fondamentau x pa r l a m°m e r¯gl e appliqu® e a u diagramm e d e Dynki n 
compl®t®, o ½ l'o n prendr a gard e toutefoi s au x question s d e sign e puisqu e l e 
sommet suppl®mentair e d u graph e compl®t ® correspon d ¨  l'oppos® d e la plu s 
grande racine. 

Une notion important e d e la th®ori e de s espaces pr®homog¯nes es t cell e de 
r®gularit®. Rappelons (voi r [S-K]) qu'un espace pr®homog¯ne dont le groupe est 
r®ductif (c e qui est toujours le cas ici puiqu'il s'agit de Lg) es t régulier si l'orbite 
ouverte est le compl®mentaire d'une hypersurface . 

Les espaces pr®homog¯nes irr®ductible s d e type parabolique qu i sont r®gulier s 
sont caract®ris® s par le th®or¯me suivant : 

Th®or¯me 2.3 . ð voi r [Rul ] ou [Ru2] 
Suposons que Card(^ \ 9) = = 1  (c'est à dire que la représentation (Lg,di(9)) 
est irréductible). 
Alors l'espace préhomogène (L$,di(0)) est régulier si et seulement si il existe 
X G  d1(9), Y G  d-i(9) tel que le triplet (Y,He,X) est un ôi2-triplet. 
(Rappelons que cela signifie que [HB,Y] =  -2Y , [H0,X] = 2X e t [Y,X] = Hg ; 
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les ®l®ments X e t Y son t alors dans l'orbite ouverte respective de d\{6) et d-\{0) 
et o n peut montre r qu e tout ®l®men t X d e cette orbit e ouvert e peut °tr e mis 
dans un tel $[2-triplet. ) 

Les classe s d e conjugaiso n d e 5 [2-triplets on t ®t ® classifi® s pa r Dynki n 
([Dy],[Bo 2]). Rappelons le principe de cette classification. S i (y, /1, x) est un b(2-
triplet dans 0 on peut supposer modulo conjugaison par G que a(h) =  0,1 , ou 2 
pour a G  v  c e qui perme t d'attache r ¨  chaque $[2-triple t u n diagramme de 
Dynkin ¨ poids qui le caract®rise (le poids de la racine a ®tant a(h) = 0,1 ou 2). 
Bien entendu (malheureusemen t !) toutes les combinaisons de 0,1 ou 2 ne corre-
spondent pa s ¨  un s^-triple t ;  la liste compl¯te des diagrammes qu i classifien t 
les $l2 -triplet s se trouve dans le travail de Dynkin ([Dy] , pour les groupes ex-
ceptionnels la liste est explicite :  ce sont les tables 16 ¨ 20 p. 176-185). 

Le th®or¯me 2.3. ci-dessus ram¯ne la classification de s espaces pr®homog¯nes 
irr®ductibles de type parabolique ¨ la classification d e certains ¹(2-triplets, plus 
pr®cis®ment ceu x qu i corresponden t ¨  un diagramme d e Dynkin o ½ une seule 
racine (l a racine 71 qui es t l'uniqu e ®l®men t d e \I> \ 6) a un poid s ®ga l ¨  2  et 
o½ toutes le s autres racine s (celle s de 6) ont u n poids ®ga l ¨ 0 . La liste qu'on 
obtient ains i figure dans [Rul] et [Ru3] et on y retrouve de mani¯re surprenante 
la plupart de s espaces pr®homog¯nes irr®ductibles r®guliers de Sato et Kimura . 

Cette list e ®tan t important e pou r l a suite , nous l'ins®rons pou r l a commodit ® 
du lecteur. 

TABLE 1  :  Espace s pr®homog¯ne s irr®ductible s r®gulier s d e typ e 
parabolique 

1) A2njtl 
a1 an + 1 a2n + 1 

2) Bn 
a1 ak an 

n > 2, 3k < 2n + 1 

3) Cn 
a1 ®2k an 

n > 3, 6k <2n 

4) Cn 
a1 an 

n > 3 

5) DN 

ak 
n > 4, 3A; <  2n 

6) D2M m > 2 
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