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E X I S T E N C E D E C H O C S FAIBLE S 
P O U R DE S S Y S T Ĉ M E S 

QUASI-LIN£AIRES H Y P E R B O L I Q U E S 
M U L T I D I M E N S I O N N E L S 

Jacques Francheteau , Gu y M®tivie r 

Résumé. ð L'objet d e ce travail es t l'®tude de s choc s faible s pou r de s syst¯me s de 
lois de conservation e n dimensio n d'espac e deu x o u plus . L e r®sultat principa l es t la 
construction dan s un domaine ind®pendan t d u param¯tre e , de familles d e solutions 
u£ ayan t un e discontinuit ® su r un e hypersurfac e E Ã avec u n sau t d'amplitud e d'ordr e 
de grandeu r s. Le probl¯me ¨  s fix®  a ®t® r®sol u pa r A . Majda, comm e u n probl¯me 
mixte hyperboliqu e no n lin®air e ¨  fronti¯re libr e no n caract®ristique . Lorsqu e s tend 
vers 0 , le front ten d ¨  devenir caract®ristiqu e e t on doit fair e fac e ¨ un probl¯me de 
type perturbation singuli¯r e avec perte d e stabilit® e t de r®gularit®. Ce s pertes metten t 
en ®che c le s m®thode s classique s d'obtentio n de s estimation s a priori pa r d®rivation 
de l'®quation e t de construction d e solutions pa r de s sch®mas it®ratif s d e type Picard . 
On es t condui t ¨  utiliser de s outils plu s sophistiqu®s , comm e le calcul paradiff®rentie l 
pour le s estimations a priori e t les sch®mas d e typ e Nash-Mose r pou r l a construction 
des solutions. Un e applicatio n important e de s r®sultats concern e les ®quations d'Eule r 
de la dynamique de s gaz . O n peu t ains i construir e de s famille s d e chocs faible s auss i 
bien dan s le cas du syst¯m e d'Eule r comple t qu e dan s le cas du syst¯m e isentropique . 
Nos r®sultat s permetten t auss i d e compare r ce s deux famille s d e choc s faibles . 
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Abstract (Existenc e o f wea k shock s fo r multidimensiona l quasi-linea r hyperboli c sys -
tems) 

In thi s work , w e consider wea k shock s for system s of conservation law s in an y space 
dimension. Th e mai n resul t i s the constructio n o n a  space-time domai n independen t 
of th e paramete r Ã , of families o f weak solution s u e , discontinuou s alon g a  smoot h 
hypersurface E e , with jump s o f order e. For a fixed  e, the proble m ca n be recast as 
a nonlinea r mixe d hyperboli c proble m wit h a  free noncharacteristi c boundary . I t ha s 
been solve d by A. Majda. Whe n e tends to zero, th e fron t tend s to be characteristic. 
This induce s a  los s o f of stabilit y an d regularity. A s a consequence , th e classica l 
nonlinear method s base d on Picard's iteration s an d differentiation o f the equation s d o 
not apply . In this work , to prove th e suitabl e a priori estimate s an d to construct th e 
solutions, w e use mor e sophisticate d method s suc h a s the para-differential calculu s 
and Nash-Moser' s typ e iteratio n schemes . A n important applicatio n o f our result s 
concerns Euler' s equation s o f gas dynamics . The y appl y t o the full syste m an d to 
the isentropi c system . We construct an d compar e wea k shoc k solution s o f these tw o 
systems. 

AST£RISQUE 26 8 



TABLE DE S MATIĈRE S 

1 . Introductio n 1 
1.1. £nonc ® d u probl¯m e 1 
1.2. La strat®gie g®n®rale . Technique s mise s en jeu 3 
1.3. Exemple s 1 8 
1.4. Pla n de l'articl e 2 0 

2. R®sultat s principau x 2 1 
2.1. L e syst¯me 2 1 
2.2. Choc s faible s 2 2 
2.3. Changement s d e variable s 2 3 
2.4. Donn®e s de Cauchy 2 7 
2.5. Un exemple 2 9 
2.6. Le r®sultat principa l 2 9 
2.7. Prolongemen t d'un e solutio n locale dan s le s variables initiale s 3 1 
2.8. Convergenc e de s solution s ver s l'onde soniqu e 3 2 
2.9. Applicatio n a u syst¯m e d'Eule r d e la dynamique de s gaz 3 3 

3. Le s ®tapes de s preuves 3 7 
3.1. Solution s approch®e s 3 7 
3.2. Le s ®quations pou r l e probl¯me non-lin®air e 3 9 
3.3. Le s estimation s a priori pou r l e probl¯me non-lin®air e 4 1 
3.4. Th®or¯m e d e prolongemen t ¨  e fix®  4 4 
3.5. Temp s d'existenc e a priori et preuve d u th®or¯m e 2.6. 2 4 4 
3.6. Prolongemen t d'u n cho c faible . Preuv e d u th®or¯m e 2.7. 1 4 6 

4. Estimation s pr®liminaire s 4 9 
4.1. In®galit® s no n lin®aires 4 9 
4.2. Estimation s LÁÁ 5 1 



vi TABL E DES MATIĈRE S 

5. Op®rateur s d e trace s e t d e rel¯vemen t d e trace s 5 3 
5 . 1 . U n lemm e d e trac e 5 3 
5.2. Construct io n d 'u n op®rateu r d e rel¯vemen t d e trac e 5 4 
5.3. Ac t io n d e 1Z dan s le s espace s W  k , o c 5 6 
5.4. Ac t io n d e 7Z dan s le s espace s H8 5 8 

6. Compatibilit®s . Construction s d e solution s approch®e s 6 1 
6 . 1 . D®veloppemen t d e Tay lor des solution s 6 1 
6.2. Condit ion s d e compatibi l i t® s 6 3 
6.3. Construct io n d'un e famil l e d e donn®e s initiale s compatible s globale s . . . . 6 7 
6.4. Construct io n d'un e famil l e d e solution s approch®e s 7 0 
6.5. Donn®e s initiale s compatible s locales . Prolongemen t 7 4 
6.6. Solution s approch®e s locales . Prolongemen t 7 6 
6.7. Solution s locale s exacte s dan s l e pass®. Prolongemen t 7 9 

7. Paralin®arisatio n 8 3 
7 . 1 . L e paraprodui t 8 3 
7.2. G®n®ral i t® s su r l '®quatio n (3.2.3 ) 8 8 
7.3. Paral in®ar isat io n d e l '®quatio n pou r l e probl¯me lin®air e 9 0 
7.4. Para l in®ar isat io n d e l '®quatio n pou r l e probl¯me non-l in®air e 9 5 
7.5. Paral in®ar isat io n de s condition s au x l imite s pou r l e probl¯m e l in®air e . . 9 5 
7.6. Para l in®ar isat io n de s condition s au x l imite s pou r l e probl¯me non-l in®air e 

97 

8. Estimation s d'®nergi e conormale s 10 5 
8 . 1 . L a stabi l i t ® L2 10 5 
8.2. Est imat ion s pou r l e probl¯me paradiff®rentie l 10 6 
8.3. E s t i m a t i o n d'®nergi e pou r l e probl¯me non-l in®air e 11 0 
8.4. E s t i m a t i o n d'®nergi e pou r l e probl¯me l in®air e 11 2 

9. Estimation s a  prior i pou r l e probl¯m e non-lin®air e 11 5 
9 . 1 . E s t i m a t i o n d e dnu 11 5 
9.2. Est imat ion s de s d®riv®e s normale s 12 1 
9.3. E s t i m a t i o n d u sau t d e u 12 2 
9.4. E s t i m a t i o n d e $  12 5 
9.5. E s t i m a t i o n a  pr iori pr incipale . Preuv e d u th®or¯m e 3.3. 3 12 8 

10. L e th®or¯m e d e prolongemen t ¨  e fix®  13 1 
1 0 . 1 . £nonc ® d u r®sulta t 13 1 
10.2. Op®rateur s d e r®gularisat io n 13 4 
10.3. Descr ipt io n d u sch®m a i t®ra t i f 13 6 
10.4. Est imat ion s douce s 14 2 
10.5. Hypoth¯s e d e r®currenc e 14 8 
10.6. Est imat ion s d e F Ă , Gv e t /?Ă 15 0 
10.7. Preuv e d u th®or¯m e 10.1. 1 15 3 

AST£RISQUE 26 8 



TABLE DES MATIĈRE S vii 

1 1 . Prolongemen t d e l a r®gularit ® 15 9 
11.1. £nonc ® d u r®sulta t 15 9 
11.2. Op®rateur s d e r®gularisatio n 16 1 
11.3. R®gularit ® tangentiell e 16 5 
11.4. R®gularit ® conormal e 17 2 
11.5. Preuv e d u th®or¯m e 11.1. 2 17 4 

12 . Applicatio n a u syst¯me d'Euler . Comparaiso n de s solutions 17 7 
12.1. L e syst¯me d'Eule r d e la dynamique de s gaz 17 7 
12.2. Le syst¯me d'Eule r isentropiqu e 17 9 
12.3. Le th®or¯m e d e comparaiso n 18 2 
12.4. Comparaiso n de s solution s approch®e s 18 4 
12.5. Le probl¯m e lin®air e pou r (V,r\I> ) 18 5 
12.6. In®galit® s d'®nergi e pou r 18 6 
12.7. Estimatio n de * 18 8 
12.8. Estimatio n d u sau t d e v 19 0 
12.9. Preuv e d u th®or¯m e 12.3. 4 19 2 

Bibliographie 19 5 

SOCI£T£ MATH£MATIQUE DE FRANCE 2000 





C H A P I T R E 1 

I N T R O D U C T I O N 

1.1. £nonc ® d u probl¯me 

Au d®bu t de s ann®e s 80 , A . M a j da ([Ma2] , voi r auss i [Ma3] ) a  montr® commen t 
construire de s ondes d e cho c pou r de s syst¯me s N x N d e loi s d e conservatio n multi -
dimensionnelles : 

1.1.1 
n 

3=0 
d4Uu) = 0. 

Les flux  fj son t de s application s C°° d'u n ouver t d e RN dan s RN. Le syst¯me est 
suppos® hyperboliqu e sym®triqu e dan s l a direction xo, c'est-¨-dire qu'i l exist e une 
matrice S(u) tell e qu e les matrices S(u)fj(u) son t sym®trique s e t S(u)fQ(u) es t d®fini e 
positive. Cett e hypoth¯s e es t satisfaite pa r de nombreux exemple s physique s e t e n 
particulier d¯ s que le syst¯me admet un e entropie strictemen t convex e (cf. par exempl e 
[Pr-Lal], [Se]) . L a dimensio n d'espac e es t n et xq est la variable d e temps, qu'o n not e 
aussi t. 

Un cho c es t un e solutio n faibl e d e (1.1.1), discontinu e ¨  travers un e hypersurfac e 
E , r®guli¯r e jusqu'a u bor d d e part e t d'autre d e E. Quitte ¨  changer d e rep¯re, o n 
peut suppose r qu'e n coordonn®e s locales , le front es t d'®quatio n 

(1.1.2) E : = > n = <f>(y)} y • Xç), . . . ,2?n-l). 

On s'int®ress e alor s ¨  des fonction s u± sur flÑ := {Ñ (#n ð  <t>(y)) > 0} > r®guli¯res 
jusqu'au bor d E . La fonction 

1.1.3 u(x) = 
u+(x) s i xn > <j)(y) 

u (x) s i xn < (f)(y) 

est solutio n faibl e d e (1.1.1), s i et seulement s i u+ et u~ sont solution s classique s de 
(1.1.1) respectivemen t su r fi+ et e t si leurs trace s su r E v®rifient le s conditions 
de Rankine-Hugoniot 

;i.i.4 
n 

j=0 
,Vj[fj(Uï. = 0 su r E 

o½ v — (ċ/0, ... ,z/n) es t la normale ¨  E et [/] = f(u+) - f(u ) d®sign e comm e 
d'habitude l e saut d e f(u) su r E (voir pa r exempl e [La ] ou [Se], [Go-Ra]) . 



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

Les ®quations (1.1.1 ) pou r u-+ et le s conditions d e transmission (1.1.4) , constituen t 
un problème aux limites à frontière libre. 

Pour de s sauts [u] don t l'amplitud e n'es t pa s trop grande , P. La x ([La] ) a  distingu® 
deux type s d e solution s discontinue s :  d'une part , le s discontinuités de contact pou r 
lesquelles le front E  es t un e surfac e caract®ristiqu e ¨  droite e t  ̈gauche, et d'autre 
part le s chocs qu i son t de s solution s d u typ e (1.1.3) , pou r lesquelle s E  es t no n ca -
ract®ristique e t qu i v®rifien t e n outre de s conditions d'entropie qu e nous rappelleron s 
ci-dessous. 

Dans [Ma2] , A. Majda construi t de s ondes de chocs, en r®solvant l e probl¯me (1.1.1 ) 
pour u± ave c le s condition s au x limite s (1.1.4 ) e t des données de Cauchy e n t =  0, 
singuli¯res su r un e hypersurfac e E q d'®quatio n xn = <f>o(y') : 

(1.1.5 Uq(x') = 
u$(x') s i xn > <p0(y') 
u0 (x') s i xn < </>o(y') 

o½ l'o n a  not® x' = ( # i , . . . ,xn) e t y' = ( # i , . . . ,  # n _ i ). I l s'agit don c d'u n problème 
mixte hyperbolique non linéaire à frontière libre. A . Majda construi t de s solution s 
locales en temps, c'est-¨-dire su r des intervalles [0 , T] o½ T d®pend de certaines norme s 
des donn®e s initiales , mai s auss i d e l'amplitud e d u sau t initia l [u]. Pour de s raison s 
que nou s expliqueron s ci-dessous , le temps T qu'i l construi t ten d ver s z®r o lorsqu e 
l'amplitude e d u sau t ten d ver s z®ro . Cel a es t li ® ¨ une pert e effectiv e d e stabilit ® qu i 
est analys® e dan s [M®2] . N®anmoins , on ne s'atten d pa s ¨ ce que l e temps d'existenc e 
de l a solutio n d u probl¯m e no n lin®air e tend e ver s z®r o lorsqu e e tend ver s z®ro . E n 
effet, le probl¯me limite pour e — 0, est un probl¯me de construction d'ondes soniques, 
c'est-¨-dire d e solutions continues ¨ gradient discontin u sur le front E . Dans l e cas des 
®quations d'Euler , cel a correspond aux onde s acoustiques qui se propagent ¨  la vitess e 
du son . C e typ e d'ond e a  ®t® ®tudi ® dan s [M®l ] e t [Sab]. Un e diff®renc e important e 
avec le s choc s es t que , pou r le s onde s soniques , l e front E  es t caract®ristique . Le 
ph®nom¯ne nature l attend u es t qu e le s choc s d e faibl e amplitud e ressemblen t au x 
ondes sonique s lorsqu e l a forc e d u cho c ten d ver s z®ro . 

Le bu t d e c e travai l es t pr®cis®men t d'®lucide r cett e questio n e t d e construir e de s 
chocs faibles, c'est-¨-dir e d e construir e su r domaines fixes de s famille s d'onde s de 
choc d'amplitud e arbitrairemen t petite . C e r®sulta t sous-enten d qu e l a notio n m°m e 
de cho c faibl e es t consistante : si l e cho c es t d e taill e s ¨ l'instant initial , i l reste d e 
taille 0(e) su r u n intervall e d e temp s fixe.  L a v®rificatio n d e c e poin t fai t parti e d e 
la d®monstration . Un e foi s ®tablie l'existenc e d e familles d e chocs faibles v®rifian t de s 
estimations uniformes , i l n'est pa s tr¯ s difficil e d e montre r leu r convergenc e lorsqu e 
l'amplitude d u saut tend vers z®ro vers une onde sonique, c'est-¨-dire une discontinuit ® 
du gradient . L e probl¯m e s e pr®sente don c comm e un e ®tud e d e perturbation s singu -
li¯res non caract®ristique s d e probl¯mes au x limite s caract®ristiques , avec la difficult ® 
suppl®mentaire qu e le s fronti¯res son t libres . 

AST£RISQUE 26 8 



1.2. L A STRAT£GIE G£N£RALE. TECHNIQUES MISES E N JEU 3 

Nos r®sultat s s'appliquen t au x ®quation s d'Eule r d e la dynamique de s gaz , qu e ce 
soit l e syst¯me isentropique , o u le syst¯me entropiqu e complet . E n particulier, nou s 
construisons de s choc s faible s pou r chacu n d e ces syst¯me s e t nous montreron s qu e 
les choc s faible s isentropique s son t d e bonnes approximation s d e chocs entropiques . 
Cela n'es t pa s tr¯ s surprenan t s i l'on pense qu e l e saut d'entropi e es t cubique par 
rapport a u sau t d e pression, mais la principale difficult ® es t qu e les fronts entropique s 
et isentropique s son t diff®rent s e t qu'il fau t contr¹le r l'®car t entr e ce s fronts . 

Les r®sultat s son t pr®sent® s a u chapitr e 2. 

1.2. L a strat®gi e g®n®rale . Technique s mise s e n je u 

La d®march e qu e nou s suivon s repren d u n certain nombr e d e m®thode s classique s 
dans l'®tud e de s probl¯me s au x limite s hyperboliques . 

1. L e probl¯me ®tan t ¨  fronti¯r e libre , o n se ram¯ne ¨  u n domaine fixe , par 
changement d e variables inconnu . C e faisant, o n introduit c e changement d e variables , 
ou plut¹ t so n inverse , comm e un e nouvell e inconnue . 

2. O n analyse le s donn®e s initiale s d u probl¯me. Ell e doiven t v®rifie r u n certai n 
nombre d e conditions d e compatibilit® pou r qu e ne naisse qu'un e seul e ond e dis -
continue d e la discontinuit® initiale . Lorsqu e ce s condition s son t satisfaites , o n peut 
construire de s solution s approch®es , uapp, qu i v®rifient l'®quatio n a u sens d e d®ve-
loppements d e Taylor e n t =  0 , d'ordre gran d mai s fix® . O n r®sout alor s l'®quatio n 
pour 

v = ^ ^app 
0 

pour t > 0 
pour t < 0 

3. O n ®tablit de s estimation s a  priori pou r u (o u v). C'es t l'®tap e principal e de 
notre travail . La principale diff®rence avec [Ma2] es t que nous obtenons des estimations 
sur un domaine ind®pendant d e la force e du choc et avec des constantes ind®pendante s 
de e. 

4. O n construi t de s solutions v, ¨ e fix®,  su r u n intervall e d e temps d®pendan t de 
e. Le s estimation s uniforme s permetten t d'it®re r cett e constructio n pou r finalement 
aboutir ¨  une solutio n su r u n domain e ind®pendan t d e e. 

La mise en îuvre de ce sch®ma g®n®ral cumule un assez grand nombre d e difficult® s 
et utilis e certaine s technique s lourdes . Parm i le s question s et les ingr®dients auxquel s 
touche c e travail, mentionnon s l'®tud e de s chocs plans et du probl¯m e d e Riemann, le 
redressement d u front , l'®tud e de s probl¯mes mixte s hyperbolique s caract®ristique s et 
non caract®ristiques , le s questions d e stabilit ® et la condition d e Lopatinsk i uniforme , 
la stabilit ® de s chocs, la stabilit® de s chocs faibles, l'utilisation d u calcu l paradiff®ren -
tiel, l a n®cessit® d e travailler dan s de s espace s anisotrope s e t la notion d e r®gularit® 
conormale, l'obtentio n d'estimation s LÁÁ , le choix de s sch®ma s d e r®solution, l'utili -
sation d e m®thodes d e Nash-Moser. Avan t d e pr®senter le s r®sultats a u chapitre 2 , 
nous indiquon s ic i quelques point s d e rep¯re e t r®f®rences concernan t le s probl¯me s 
mentionn®s ci-dessus . Nou s esp®ron s qu'il s permettron t a u lecteu r d e mieu x situe r le 
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION 

contexte d u pr®sen t travail . Cett e pr®sentatio n servir a auss i ¨ motiver l'introductio n 
des diff®rente s techniques . 

1.2.1. Choc s plans . Conditio n d'entropie . ð  L'id® e d e d®par t pou r construir e 
des choc s multidimensionnel s es t d e perturbe r un e situatio n simpl e connue , cell e de s 
chocs plans. Dan s c e cas , la solution es t constitu® e d e deu x ®tat s constant s u~ et u+ 
s®par®s pa r u n hyperpla n v Å x — c. Les ®quation s s e r®duisent au x condition s d e sau t 
de Rankine-Hugonio t (1.1.4) . En particulier, e n dimensio n n = 1 , la condition s'®cri t 

1.2.1 *[/o(ti)] 'Mu)} pour E = \xn = ax0) 

Cette ®quatio n qu i reli e u+,u~ e t a s'analys e ais®ment , a u moins lorsqu e [u] es t 
assez peti t (cf. [La] e t aussi par exemple [Se] , [Go-Ra] , [H¹2]) . E n notant Aj(u) := 
f'j(u), l'hypoth¯s e d'hyperbolicit ® impliqu e qu e le s valeur s propre s d e AQ1(U)AH(U) 

sont r®elles . Si X(u) es t un e valeu r propr e simple , alor s au voisinage d e (u,u,a) ave c 
G = —X(u), i l existe un e vari®t ® d e solutions (u~,u+,a) param®tr® e pa r u~ et u n 
param¯tre s G M assez peti t : 

'1.2.2Č cc,;ù ùù u ,s) G A. U ,s). 

La th®ori e d e Lax ajoute au x conditions d e Rankine-Hugoniot de s condition s d'ad­
missibilité ou d'entropie. C e sont de s crit¯res d'unicit ® qu i ®liminent le s solutions 
physiquement inacceptables . Ce s condition s apparaissen t auss i comm e de s condition s 
de stabilit ® (voi r ci-dessous) . Selo n Lax, en notant X\(u) < <  XN(U) les valeurs 
propres d e la matrice A^1(w)An(w) , un e discontinuit ® d e front {xn = GXQ) es t u n 
k-choc s i elle v®rifi e 

(1.2.3; Xk-i < a < Xddk(u ) , Xk (u+) D< G < êfc+i(w+ ) 
En particulier , pou r le s chocs , au contraire d e c e qu i s e passe pou r le s discontinuit® s 
de contact , l e front es t non caract®ristiqu e pou r chacu n de s deu x ®tat s qu'i l s®pare . 
Selon Lax , o n dit que la valeur propr e yk est vraiment non linéaire s i 

EfEJ rk(u) d• V„Afdc # 0 
o½ Tk(u) d®signe u n vecteu r propr e d e AQl(u)An(u) associ ® ¨ la valeur propr e Xk(u), 
Dans c e cas , o n peu t normalise r ru de sorte qu e le membre d e gauch e d e (1.2.4) soi t 
®gal ¨  1. L'analyse d e la courbe (1.2.2 ) associ® e ¨  la valeur propr e montr e qu e 
G — q_+ \s 4 - 0(s2) alor s qu e Xk(u+) — Xu(u~) - h s + 0(s2) Le s condition s d e choc 
(1.2.3) son t ®quivalentes , pou r s assez petit , ¨ 

1.2.5) s < 0. 
Par ailleurs , cett e conditio n es t auss i ®quivalente au x condition s d'entropi e d®finie s ¨ 
l'aide d'entropie s strictemen t convexe s pou r l e syst¯me (cf. [La], [Se] , [Go-Ra]) . 

Cette analys e s'®ten d pa r rotation de s axe s a u cas de s choc s plan s multidimen -
sionnels, comm e indiqu ® a u paragraphe 2.2 . Pou r 77 = (771,... ,rjn) G  Mn, l'hypo-
th¯se d'hyperbolicit ® impliqu e qu e le s valeur s propre s d e ^ 7 >i r}jA0~1(u)Aj(u) son t 
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r®elles. S i \ ( u , n ) es t un e valeu r propr e simple , alor s a u voisinag e d e d e ( u , u , v ) ave c 
LU) = ~ Å Å  Å iKn)i i l existe un e vari®t ® d e solution s ( u ~ , v ) de s conditions d e 
Rankine-Hugoniot (1.1.4) , param®tr®e pa r u~ , ( y \ , . . . z/n ) et un param¯tre s  Ã M assez 
petit. L a notion d e valeu r propr e vraimen t no n lin®air e s'®ten d d e mani¯r e ®vidente . 
Les condition s d e cho c (1.2.3 ) e t d'entropie (1.2.5 ) s'®tenden t imm®diatemen t a u cas 
multidimensionnel. 

1.2.2. Exemple s d e r®solutio n d u probl¯m e ¨  donn®e s discontinue s 

On sai t r®soudr e le probl¯me (1.1.1 ) (1.1.5 ) dan s certains ca s tr¯s particuliers . Tou t 
d'abord, l e problème de Riemann concern e le probl¯me d e Cauch y pou r (1.1.1 ) ave c 
des donn®e s initiale s form®e s d e deux ®tat s constant s u+ et u~ s®par®s pa r u n fron t 
initial Ã o Qui es t u n hyperplan. ê  un e rotatio n pr¯ s de s vecteur s d e base, la donn®e 
initiale s'®cri t don c 

(1.2.6) u0 X\ , . . . , xn x 
xx si xn > 0, 
u si xn < 0. 

I l es t naturel d e chercher un e solutio n ind®pendant e de s variable s ( x i , . . . ,#n-i ) e t 
le probl¯m e es t en fait monodimensionnel . Suivan t Lax , o n sait que , sou s certaine s 
hypoth¯ses su r le s valeurs propres d u syst¯me e t s i u+ — u~ n'es t pa s trop grand , alor s 
il exist e un e solutio n s e pr®sentant comm e l a juxtaposition d e N +  1  ®tats constants , 
(UQ, . . . , U N ) , ave c uo = u~ et U N = u + , s®par® s soi t pa r des onde s d e rar®faction, 
soit pa r de s sauts qu i son t o u bien de s chocs ou bien de s discontinuit®s d e contac t (cf. 
[La] o u [Se], [Go-Ra] , [H¹2 ] pa r exemple). Pou r l'unicit ® d e cette solutio n parm i les 
solutions entropique s autosimilaires , voi r [He] . 

En dimensio n un , l a construction local e d e solutions r®guli¯re s d e probl¯mes hy-
perboliques es t grandemen t facilit® e pa r le s m®thode s d'int®gratio n l e long se s carac -
t®ristiques. O n renvoie pa r exemple ¨  [Li ] pour de s exemple s d e mise e n îuvre de 
ces m®thodes. Pou r l e probl¯me (1.1.1 ) (1.1.5 ) e n dimensio n n = 1 , la solution local e 
se pr®sente encor e comm e l a juxtaposition d e solution s r®guli¯re s (sau f e n 0  pour le s 
rar®factions) s®par®e s pa r de s front s qu i e n dimensio n u n sont de s courbe s issue s du 
point initia l d e discontinuit® . 

En dimensio n sup®rieure , sou s certaines hypoth¯se s su r l e syst¯me, E. Harabetian a 
r®solu le probl¯me (1.1.1 ) (1.1.5 ) dan s un cadre de fonctions r®elles analytiques ([Ha]) . 
Les solutions son t ¨ nouveau form®es d e juxtaposition d e fonctions r®guli¯re s s®par®e s 
par de s fronts . Mais , d e m°me qu e le th®or¯me d e Cauchy-Kowalewsky n e demand e 
aucune hypoth¯s e d'hyperbolicit® , l e r®sultat d e [Ha] laiss e de c¹t® tout e analys e de 
stabilit®, ¨  l'oppos® d u travai l d e A . Majda . 

Rappelons auss i qu'e n dimensio n un , on dispose d u th®or¯me d e Glimm (cf. [Gl ] 
ou [Se] , [H¹2] ) qu i construi t de s solution s d u probl¯me d e Cauchy pou r de s donn®e s 
¨ variation s born®es , don c permettan t de s discontinuit®s . C e th®or¯me a  donn® lie u 
¨ d e nombreuses variante s e t extensions (cf. par exemple [BCP ] e t la bibliographi e 
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de [Se]) . Pa r contre, e n dimension sup®rieure , o n ne dispose d'aucu n analogu e et 
la constructio n d e solutions locale s pou r de s donn®e s discontinue s es t un probl¯me 
essentiellement ouvert . L a construction d'onde s d e chocs multidimensionnelle s par 
A. Majda ([Ma2] ) es t donc un e premi¯r e avanc® e dan s c e probl¯me, tou t comm e la 
construction d'onde s d e rar®faction par S . Alinhac ([Al]) . Mentionnon s qu e la questio n 
des discontinuit® s d e contac t multidimensionnelle s es t u n probl¯m e encor e incompris , 
puisque donnan t lie u ¨ des instabilit® s forte s (cf. [Ar-Ma]). Le s onde s sonique s o u de 
gradient son t ®tudi®e s dan s [M®l ] e t [Sab]. 

1.2.3. Redressemen t du front. ð  Pou r le s probl¯mes ¨  fronti¯re libre , le domain e 
de d®finitio n d e la solution es t inconnu . Cel a cr® e de s difficult®s dan s la mise e n plac e 
de sch®ma s it®ratif s e t dans l a comparaison d e solutions. Un e techniqu e standar d 
consiste ¨  ramener l e probl¯me ¨  un domaine fixe,  pa r un changement d e variables 
qu'on pren d comm e inconnue . Cett e id® e s e retrouve pa r exemple dan s l'utilisatio n 
des transformation s d e l'hodograph e (cf. [Co-Fr], o u [Ma-Th]) . 

Pour le s solutions de (1.1.1 ) d e la forme (1.1.3) , on ram¯ne le front E = {xn = (f)(y)} 
¨ u n fron t fixe  xn = 0 par u n changemen t d e variable s 

(1.2.71 y,xn) cx:ù {y,*(y,xn)) 

o½ 3>(2/,0 ) =  (/>(?/) . Le s domaine s Cl± sont transform® s e n Ù± : = {Ñ#n > 0} . O n 
note u [resp. u^} les fonctions d®duite s d e u [resp. 1 ^ ] par l e changement d e variable s 
(1.2.7). Alors , u est solutio n faibl e d e (1.1.1 ) s i et seulement s i u-+ et $ v®rifien t 

1.2.8) 

^^;,^^$w< <x 
n- l 

j = 0 
¿<3 <cc^$;;;!! + M ( ï ï Ñ , ^ ) 9 N 2 Ñ =  0, sur Ñ  xn > 0 . 

n - l 

3=0 

n<<^$ !!w<bn h Un)] 0$, $ $n, sur xn = 0. 

On renvoi e a u Ä  2.3 pou r un e explicitatio n d e la matrice M . On construi t le s solution s 
dans le s variable s (y,xn) e t pour all®ge r l'®critur e o n oubli e dor®navan t le s ~. 

Insistons su r le fait qu e dan s (1.2.8) , le s inconnue s son t u± et O n notera qu e 
(1.2.8) es t sous-d®termin® . C'es t normal , puisqu e la seule conditio n impos® e a u chan -
gement d e variable s (1.2.7 ) es t d e redresse r l e front E . Tout changemen t d e variable s 
qui pr®serv e {xn = 0} transforme un e solutio n d e (1.2.8 ) e n une autr e solution . Seul e 
la conditio n a u bord li e </> ¨ Pou r clor e l e syst¯me o n doi t don c fixer  un e relatio n 
entre $ et (u, è), tell e qu e $ = 6 sur E . Dans [Mai l e t [Ma2], le choix d e Majd a es t 

1.2.9) *(2/,a?n) = xn + <thkk>(y). 

Ce choi x a  l'avantage d'°tr e simple , mai s s a pertinence repos e su r l'ellipticit® e n <j> 
des condition s d e Rankine-Hugoniot alli® e ¨ l'estimation san s pert e de s trace s du e ¨ 
la conditio n d e stabilit® uniform e d e [Mal] (voi r ÄÄ1.2. 4 e t 1.2.1 1 ci-dessous) . Dan s 
le ca s de s choc s faibles , l'ellipticit ® e t l'estimation de s trace s n e sont pa s uniforme s 
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