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INTRCDUCTION-RESUNE

Le point de départ de ce travail est la théorie des fonctions pseudo-
aléatoires de J. BASS dont les idées essentielles se trouvent résumées dans
le fascicule 153 du Mémorial des Sciences Mathématiques (cf. J. BASS [21 ).

Il arrive fréquemment en Physique que, en partant 4~ données expéri-
mentales bien simples, on obtienne des phénomdnes de structure compliquée,
De tels phénoménes se rencontrent par exemple en Electricité (courant res-
ponsable du bruit de fond), en Mécanique ondulatoire (fonctions d'onde non
statiomneires) et surtout en Hydrodynamique et en Aérodynmamique (turbulence)
Le dispositif expérimental employé est construit de telle sorte que le phé-
noméne regoive une quantité d'énergie proportionnelle au temps et soit per-
manent & grande échelle, Mais, & échelle fine, il n'est pas absolument
permanent, et présente dans le détail des oscillations trés irréguliéres
qui, bien que relativement petites, jouent un r8le essentiel,

Le probléme mathématique qui se pose alors est celui de 1'étude de
fonctions §(t ) du temps, permanentes en moyenne, mais compliquées dans le
détail, Comment peut-on essayer de représenter de telles fonctions ?

Ia méthode "maturelle" & laquelle il faut penser est celle de l'analyse
harmonigue, dont 1'objet est de représenter la fonction 5( t ) par superpo-
sition de fonctions circulaires de périodes et d'amplitudes diverses., Cette
superposition consiste mathémtiquement en une intégrale de Fourier-Stiel jes
relative a4 une mesure g o Mais 1! intégrale de Fourier-Stiel jes classique
n'a qu'un champ d'application limité, Elle est valable seulement dans deux
cas -

- phénoméne & autocorrélation temporelle identiquement nulle (c'est-
a-dire phénoméne amorti dans le temps) si p est une mesure continue,

- phénoméne & forte autocorrdélation temporelle si p est une mesure
discréte (ce dernier cas est celui de la série de Fourier généralisée dont
la somme est une fonction presque-périodique),

L'analyse harmonique classique laisse donc échapper toute une classe
importante de phénoménes maturels : les phénoménes & faible autocorrélation,
ceux pour lesquels ce qui se passe dans le détail & l'instant t n'a prati-
quement pas d'influence sur ce qui se passe & un instant ultérieur suffi-
samment éloigné.

A défaut de bonnes représentations purement anmalytiques, on a fait
appel au calcul des probabilités et aux fonctions aléatoires, Le réle fon-
damental joué par diverses moyennes est une justification a priori de
1'intérdt de ces méthodes. On considére alors la fonction § (&) comme le
résultat d'une épreuve sur une fonction aléatoire stationnmaire et, par le
jeu d'un "principe ergodique", on interpréte les moyennes temporelles
comme des moyennes stochastiques. Ce mode de représentation est excellent



en principe et permet un raniementcommode des moyennes, Il est aussi bien
adapté aux phénoménes & forte autccorrélation qu'aux phénoménes & faible
autocorrélation, Mais il ne donne pas en général d'indications bien pré-
cises sur les propriétés de la fonction 5—( L ) elle-méme, Or ces proprié-
tés vont e .nticlles lorsque f(t ) est assujettie & vérifier une équa-
tion fonctionnelle, ce qui est le plus souvent le cas, En outre, surtout
¢'il s'agit d'une équation fonctionnelle non linéaire, la représentation
de £ (t) par une fonction aléatoire est parfois tout & fait inefficace.

Le probléme 3e pose donc de donner une image directe des fonctions
§ (&) ayent les propriétés qualitatives suivantes : ce sont des fonctions
du temps qui représentent un phénoméne permanent & grande échelle, qui
varient d'une fagon irréguliére, en subissant des oscillations nombreuses,
non périodiques, qui possédent une autocorrélation faible (mais non iden-
tiquement nulle).

L'ensemble de ces propriétés a conduit J. BASS & définir un type de
fonctions auxquelles il a donné le nom de fonctions pseudo-aléatoires,

Une fonction pseudo-aléatoire, au sens de J, BASS (11 , (21, (31,

est une fonction § (& ) complexe, bornée et nulle pour t¢o , dont la
fonction d'autocorrélation

T —
(]

existe, est continue, n'est pas nulle pour a,-_-o et tend vers zéro lors-
que —-00 o

Les fonctions pseudo-aléatoires ont été étudiées avec assez de dé-
tail, on en connait de nombreuses propriétés et on en construit des
classes trés larges (cf. J. BASS {11, [21, [31, [4]1, J.P. BERTRANDIAS
{21, (31 , M. MENDES-FRANCE [1]1 , [2] , VO-KHAC KHOAN [11),

Un inconvénient des fonctions pseudo-aléatoires (ainsi définies) est
qu'elles ne forment pas un espace vectoriel, et 1l'espace vectoriel naturel
dans lequel on peut les placer (esmmce m* de Besicovitch-!.hrcinkiewicz)
est trop grand pour donner des résultats précis, Un des buts principaux
de la thése de J.P. BERTRANDIAS [1l] est de trouver des sous-espaces vecto-
riels de l'espace N mieux adaptés, permettant une étude plus facile de
ces fonctions, Ces résultats précieux sont, en un certain sens, cependant
insuffisants, surtout pour l'application aux équations différentielles
opérationnelles et aux vroblémes non linéaires.

Au lieu de plonger l'ensemble des fonctions pseudo-aléatoir’es dans
un espace vectoriel plus grand, comme l'a fait J.,P. BERTRANDIAS, nous
cherchons au contraire des sous-espaces vectoriels de l'espace des fonc-
tions pseudo-aléatoires (comme 1'a amorcé J. BASS [21 , [31), et nous
généralisons cette étude en vue des problémes non linéaires.

Ce travail se compose de deux parties :

@ Dans la premiére partie, on étudie les propriétés d'une certaine
classe de fonctions, que je nomme fonctions quasi-stationnaires.

Ces fonctions englobent les fonctions pseudo-aléatoires et les fonctions

presque-périodiques, et par suite peuvent représenter soit des phénoménes

a4 faible autocorrélation, soit des phénoménes & forte autocorrélation,




Le chapitre A1 étudie les espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz des
fonctions définies sur un groupe topologique abélien localement compact ‘g,
et 4 valeurs dans un espace de Banach X (g sera, dans la deuxiéme partie,
le groupe additif R des réels; mais, pour des raisons théoriques et prati-
ques (applications possibles aux moyennes spatiales), on ne suppose pas
dans la premidre rartie que §=R),

Le chapitre A2 étudie 1'ergodicité et la presque-périodicité (faible
et forte) dans ces espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz. Indépendamment
de ce que faisait J.P, BERTRANDIAS dans sa thése, ici on a suivi les mé-
thodes utilisées par J, VON NEUMANN [11, par W,F, EBERLEIN [1] et par
K. JACOBS F11 ., On montre, en particulier, la décomposition des fonctions
faiblement -presque-périodiques en fonctions fortement presque-périodiques
et fonctions pseudo-aléatoires,

Le chapitre A3 introduit le notion de moyennabilité et celle de com-
parabilité, trés importantes pour la suite. Ces notions nous aménent &
considérer un sous-espace métrique non vectoriel de 1l'espace Mo: 1tes-
pace? de J, BASS,

s

Le chapitre 44 étudie les fonctions quasi-stationnaires a valeurs
dans un espace de Hilbert quelconque : on démontre leur faible-presque-
périodicité, et on examine en détail 1l'analyse spectrale énergétique et

l'analyse spectrale élémentaire de ces fonctions,

Les chapitres A5 et A6 étudient les fonctions l-quasj-stationnasires
et complétement quasi-stationnaires en vue des applications aux problémes
opérationnels linéaires et non linéaires,

Le chapitre A7 étudie les fonctions scalairement quasi-stationnaires
4 valeurs dans un espace de Banach : on les définit par dualité.

Le chapitre A8 donne quelques méthodes de construction des fonctions
complétement pseudo-aléatoires & l'aide de la théorie des suites équiré-
parties modulo-un, Il prouve ainsi qu'il n'y a pas que les fonctions uni-
formément -presque-périodiques dans 1l'ensemble des fonctions complitement
quasi-stationnaires,

Dans la deuxidme partie, on se propose d'étudier les solutions
quesi-stationnaires des équations différentielles opérationnelles
linéaires et non linéaires,

Le chapitre El étudie l'opérateur de ' -dérivation (bien que, dans
la suite, on n'utilise qu'un petit nombre de ces résultats),

Le chapitre B2 étudie les solutions quasi-stationnaires d'un systéme
différentiel linéaire ou non-linéaire. On met en évidence 1l'intérdt et
1'utilisation de l'analyse spectrale énergétique et de l'analyse spectrale
- élémentaire des fonctions quasi-stationnaires, En outre, ces résultats
sont susceptibles d'applications en mécanique (systémes vibrants).

Les chapitres B3 et B4 définissent et étudient les solutions faibles
et quasi-stationnaires de certaines classes d'équations différentielles -
opérationnelles linéaires et non lindaires. Diverses méthodes ont été uti-
lisées pour montrer 1l'existence, l'approximation et la régularisation de
ces solutions, Certaines de ces méthodes peuvent étre utilisées pour la
construction numérique,




Les chapitres B5 et B6 définissent et étudient les solutions fortes
et quasi-stationnaires d'équations différentielles opérationnelles linéai-
res et non linéaires. On utilise ici la théorie des semi-groupes et celle
des dérivées fractionnaires d'un opérateur.

Le chapitre B7 étudie plus spécialement les solutions pseudo-aléa-
toires des équations de Navier-Stokes (probléme de la tur’bulence en hydro-
dynamique, cf. J. BASS (41, [51, (61, LT7l.

Ce travail a été abordé dans quelques notes aux Comptes Rendus de
1'Académie des Sciences, et & été exposé sommairement au séminaire de
J. LERAY (Collége de Frence, Novembre 1964) (cf VO-KHAC. KHOAN (11 , [21).
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—— CHAPITRE Al —

e —

ESPACES DE BESICOVITCH-MARCINKIEWICZ
CONTINUITE - 'CONVCLUTIONS

I-1E cnowz’g - (cf. B+ HEWITT et K.A. ROSS [1])

Soit & un groupe topologique, abélien (noté additivement), localement
compact, avec une mesure de Haar positive Vv . Soit¥¢ le groupe (ﬁbélien,

localement compact) des caractéreg\ de® . La dualité entre‘g et‘g sera dé-
signée par (t ,X) ou te‘g et)(',eg . Trées souvent, on écrit symboliquement
et incorrectement) e*** au lieu de (t yX)e

1°) Hypothéses sur le gmupez_fg -

Supposons qu'il existe une famille {Q;l (on é est un élément d'un
ensemble J totalement ordonné) ayant les propriétés suivantes :
i) Chaque 'Qé est un ouvert relativement compact ou un compact de ‘g .
s L' 1- 3 . . . s : M ] .. — . .
ii) L'app ication 4 .. ..Q,é est croissante >4 => .Qa,:z SZa
iii) La famillef.:l recouvre le groupe : U R =
) La {ﬂa} groupe 3'53 3 g
@ Pour tout élément fixé t de ‘§ » et pour tout nombre positif & domné
& l'avance, il existe un élément4 e J , ne dépendant que de t et
de & , tel que 8ij>j, , on peut trouver § et 4” (é"(é <§') satis-
faisant aux conditions suivantes :

.. c b-}-..Q:' C.Qa"

d d
i(—.ﬂaﬁ- > 41.&€ et ﬂfzﬁ < 1+ &
v (%) v (%) |

2°) Exemples -

a) (3 est le groupe additif Z des entiers. On peut prendre 3

11



+ . .
J=Z = N avec .O.é={pel|-ag1o<a}
Lthypothése ‘gfy est satisfaite si 1l'on prend

T
ORI P C IR PRI

A
Nota : @ désigne la partie entiére de ¢ .

b) & est le groupe additif R des réels - On peut prendre :

+ . . ) .
Jd = R, avec 'Qa=]~3*3[ ou Sla=[__a,a].
L'hypothese g?; est satisfaite si l'on prend :

fo=JEL ;s J=gett) s §T= 41

On peut aussi prendre :
J = NN avec -Qa'—_:{—é"-'-a].
L'hypothése 458 est satisfaite si l'on prend :

éo=l.§_1:.1)+4 ; é’:é‘+|'€|+4 ; 3‘”:3‘-(@]*1)

c) ‘g est le groupe additif R™-

On peut prendre J = R, et ‘Q'a = l'hypercube (ouvert ou ferms) -cen-
tré & l'origine, de c6té égale & 24 -

On peut aussi prendre J = R , avec 'Qé = l'hypersphére centrée &
l'origine, de rayon égal & j .

Dans les deux cas, l'hypothése ‘g(’r est satisfaite avec
. m-1 2 . " .
do = (EN3™ 5 Jl=geltl; 4= 4-1¢]

Dans tout ce qui suit, nous fixerons
{4}

3°) Remarque sur l'hypothese ‘g?r—

une fois pour toutes la famille

Cette remarque est en marge de l'exposé, sa lecture est recommandée
aprés celle du prochain paragraphe.

L'hypothése ‘g& est postulée pour assurer l'invariance par translation
de la norme dans les espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz que nous défini-
rons au paragraphe suivant. Cette hypothése est trop restrictive et je ne
sais pas si elle est vérifiée pour tout groupe abélien localement compact.

On peut remplacer cette hypothése ‘%3 par la suivante

Pour tout voisinage relativement compact V' de 1'élément neutre du
groupe, et pour tout € » © donné a l'avance, on peut trouver un élé-



ment 4 € J tel que :
o{(e )} |

3(2;)
(oiz t.Sla désigne le complément de 1l'ensemble ..Qa-) .

dés que j)éo (6,1").

Désignant par 'mf( ;_.Q:-} i s X) l'espace de Besicovitch-Marcinkie-
wicz relatif & la famille {.Qa} , posant

m?(‘g',)():' n mP({-Qa};‘g,X)
)
et prenant comme norme dans 'mf('g’; X) le nombre

SN = sep QSN )
{251 ‘{'Q'a’}

on démontre que cette norme ] I est invariante par translation.

Les hypothéses ‘ge et ‘%bis sont moins restrictives que les hypothéses
ga et’éj et sont vérifiées par tout groupe abélien, localement compact et
-compact (cf. E. HEWITT et K.A. ROSS [11, lemme 18, 13). .

Dans tout ce qui suit, nous ne ferons pas ce que nous venons de dire.

Nous considérerons une famille unique »Qa'} , essayant ainsi de généraliser
la notion de "valeur principale de Cauchy" rencontrée dans le cas ou <gaIR.

IT - ESPACES m"g«g; X) DE BESICOVITCH-MARCINKIEWICZ -

1°) Définition -

Soit X un espace de Banach, muni de la norme || || . Considérons
l'espace vectoriel MP(‘g; X ) des fonctions E—§ (¢t ), définies sur le

groupe ‘f , & valeurs dans l'espace de Banach X , localenent P -intégra-
bles (préel fixé » 1) et telles que

up 1 gy P dv ce) .
sér’ ) [ I av(t) < o0
4

Posons e

Ip
b= sup 1 b do e
150, - { o s Mo o}
%

4[1:
50 =58 WM, = o, WS, = {&'m- sup Sl uswu*’am)}

Ao V(%)
&

On voit aisément que ||| f{i est une semi-norme sur 1'espace M?(‘g',x).

et

1l

Soit ‘NP le noyau de MP(‘é’; X) : c'est l'ensemble des § tels que
u|$m= 0 . Considérons l'espace-quotient

TF (4 %) - MP(Gx) /N, ,

13






