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INTRODUCTION-RESTOE

Le point de départ de ce travail est la théorie des fonctions pseudo-
aléatoires de J. BASS dont les idées essentielles se trouvent résumées dans
le fascicule 155 du Mémorial des Sciences ^thématiques (cf. J. BASS 1:21 ).

Il arrive fréquemment en Physique que, en partant d" données expéri-
mentales "bien simples, on obtienne des phénomènes de structure compliquée,
De tels phénomènes se rencontrent par exemple en Electricité (courant res-
ponsable du "bruit de fond), en Mécanique ondulatoire (fonctions d'onde non
stationnaires) et surtout en Hydrodynamique et en Aérodynamique (turbulence)
Le dispositif expérimental employé est construit de telle sorte que le phé-
nomène reçoive une quantité d'énergie proportionnelle au temps et soit per-
manent à grande échelle. î;îais, à échelle fine, il n'est pas absolument
permanent, et présente dans le détail des oscillations très irrégulières
qui, bien que relativement petites, jouent un rôle essentiel,

Le problème mathén&tique qui se pose alors est celui de l'étude de
fonctions J ( f c ) du temps, permanentes en moyenne, mais compliquées dans le
détail. Comment peut-on essayer de représenter de telles fonctions ?

La méthode "naturelle" à laquelle il faut penser est celle de 1 analyse
harmonique, dont l'objet est de représenter la fonction J ( b ) par superpo-
sition de fonctions circulaires de périodes et d'amplitudes diverses. Cette
superposition consiste mathématiquement en une intégrale de Fourier-Stieljes
relative à une mesure u . ïvfelis l'intégrale de Fourier-Stieljes classique
n'a qu'un champ d'application limité. Elle est valable seulement dans deux
cas :

- phénomène à autocorrélation temporelle identiquement nulle (c'est-
à-dire phénomène amorti dans le temps) si ^L est une mesure continue,

- phénomène à forte autocorrélation temporelle si p est une mesure
discrète (ce dernier cas est celui de la série de Fourier généralisée dont
la somme est une fonction presque-périodique).

L^nalyse harmonique classique laisse donc échapper toute une classe
importante de phénomènes naturels : les phénomènes à faible autocorrélation,
ceux pour lesquels ce qui se passe dans le détail à l'instant t n'a •prati-
quement pas d'influence sur ce qui se passe à un instant ultérieur suffi-
samment éloigné.

A défaut de bonnes représentations purement analytiques, on a fait
appel au calcul des probabilités et aux fonctions aléatoires. Le rôle fon-
damental joué par diverses moyennes est une justification a priori de
l'intérêt de ces méthodes. On considère alors la fonction j* ( b ) comme le
résultat d'une épreuve sur une fonction aléatoire stationnaire et, par le
jeu d'un "principe ergodique", on interprète les moyennes temporelles
comme des moyennes stochastiques. Ce mode de représentation est excellent



en principe et permet un maniement commode des moyennes. II est aussi bien
adapté aux phénomènes à fort G autocorrélation qu'aux phénomènes à faible
autocorrélation. Liais il ne donne pas en général d'indications bien pré-
cises sur les propriétés de la fonction f ( î - ) elle-même. Or ces proprié-
tés ;:cnt e" ; ,nt:i. elles lorsque Ç- ( b ) est assujettie à vérifier une équa-
tion fonctionnelle, ce qui est le plus souvent le cas. En outre, surtout
s.f il s 'ag-it d f une équation fonctionnelle non linéairey la représ entati on
^e ^ C ^ ï î^1' une ,f onction aléatoire est pa_rfp_is tout à fait inefficace,

Le problème se pose donc de donner une image directe des fonctions
f ( fc ) ayant les propriétés qualitatives suivantes î ce sont des fonctions
du temps qui représentent un phénomène permanent à grande échelle, qui
varient dtune façon irrégulière, en subissant des oscillations nombreuses,
non périodiques; qui possèdent ime autocorrélation faible (mais non iden-
tiquement nulle).

L'ensemble de ces propriétés a conduit J. BASS à définir un type de
fonctions auxquelles il a donné le nom de fonctions pseudo-aléatoires.

Une fonction pseudo-aléatoire, au sens de J. BA.SS Cl] , [21 , C 5 1 y
est une fonction J ( b ) complexe, bornée et nulle pour b < o y dont la
fonction d'autocorrélation

.T __
Y(^) ^ ̂  - / f (b^)J(k)db

T-vcû l l

existe, est continue, n^st pas nulle pour dsO et tend vers zéro lors-
que -d ~-^oo •

Les fonctions pseudo-aléatoires ont été étudiées avec assez de dé-
tail, on en connaît de nombreuses propriétés et on en construit des
classes très larges (cf. J. BASS CH , 1 2 } , 1:31 , C 4 1 , J.P. BERTRANDIAS
C 2 ] , [5] , M. MENDES-FRANCE Cl] , [2] 5 VO-KHAC KHOAN £ 1 3 ) .

Un inconvénient des fonctions pseudo-aléatoires (ainsi définies^ est
qu'elles ne forment pas un espace vectoriel, et l'espace vectoriel naturel
dans lequel on peut les placer (espace yi»2 de Besicovitch-î&rcinkiewicz )
est trop grand pour donner des résultats précis. Un des buts principaux
de la thèse de J,P. BERTRANDIAS Cl] est de trouver des sous-espaces vecto-
riels de 1' espace OT22 mieux adaptés, permettant une étude plus facile de
ces fonctions. Ces résultats précieux sont, en un certain sens, cependant
insuffisants, surtout pour l'application aux équations différentielles
opérationnelles et aux problèmes non linéaires.

Au lieu de plonger l'ensemble des fonctions pseudo-aléatoires dans
un espace vectoriel plus grand, comme l'a fait J.P. BERTRANDIAS, nous
cherchons au contraire des sous-espaces vectoriels de l'espace des fonc-
tions pseudo-aléatoires (comme l'a amorcé J. BASS 121 , 03), et nous
généralisons cette étude en vue des problèmes non linéaires,

Ce travail se compose de deux parties :

Q Dans la première partie, on étudie les propriétés d'une certaine® classe de fonctions, que je nomme fonctions quasi-stationnaires.
Ces fonctions englobent les fonctions pseudo-aléatoires et les fonctions
presque-périodiques, et par suite peuvent représenter soit des phénomènes
à faible autocorrélation, soit des phénomènes à forte autocorrélation,



Le chapitre Ai étudie les espaces de Beeicovitch-Marcinkiewicz des
fonctions définies sur un groupe topologique abélien localement compacta,
et à valeurs dans un espace de Banach X (^? sera, dans la deuxième partie,
le groupe additif P des réels; mais, pour des raisons théoriques et prati-
ques (applications possibles aux moyennes spatiales), on ne suppose pas
dans la première partie que^sIR).

Le chapitre A2 étudie l'ergodicité et la presque-périodicité (faible
et forte) dans ces espaces de Besicovitch-^rcinkiewicz. Indépendamment
de ce que faisait J.P. 3ERTRANDIAS dans sa thèse, ici on a suivi les mé-
thodes utilisées par J. VON NETMANN [11, par W.F. EBERLEIN 11'} et par
K. JACOBS [11 . On montre, en particulier, la décomposition des fonctions
faiblement-presque-périodiques en fonctions fortement presque-périodiques
et fonctions pseudo-aléatoires,

Le chapitre A 5 introduit la notion de moyennabilité et celle de corn»
parabilité, très importantes pour la suite» Ces notions nous amènent à
considérer un sous-espace métrique non vectoriel de l'espace W?1; l'es-
pace î? de J, BASS.

Le chapitre A4 étudie les fonctions Quasi-stationnaires à valeurs
dans un espace de Hilbert quelconque s on démontre leur faible-presque-
périodicité, et on examine en détail l'analyse spectrale énergétique et
l'analyse spectrale élémentaire de ces fonctions,

Les chapitres A 5 et A6 étudient les fonctions 1-quasi-stationnaires
et complètement quasi-stationna ires en vue des applications aux problèmes
opérationnels linéaires et non linéaires,

Le chapitre A7 étudie les fonctions scalajrement quasi-stationna ires
à valeurs dans un espace de Banach ; on les définit par dualité,

Le chapitre A8 donne quelques méthodes de construction des fonctions
complètement pseudo-aléatoires à l'aide de la théorie des suites équiré-
parties modulo-un. Il prouve ainsi qu'il n'y a pas que les fonctions uni-
formément-presque-périodiques dans l'ensemble des fonctions complètement
quasi-stati onnaires.

(a) Dans la deuxième partie, on se propose d'étudier les solutions
quasi-stationnaires des équations différentielles opérationnelles

linéaires et non linéaires,

Le chapitre Bl étudie l'opérateurde,yi>2' -dérivation (bien que, dans
la suite, on ^utilise q^un petit nombre de ces résultats).

Le chapitre B2 étudie les solutions quasi-stationnaires d'un système
Différentiel linéaire ou non-linéaire. On met en évidence l'intérêt et
l'utilisation de l'analyse spectrale énergétique et de l'analyse spectrale
élémentaire des fonctions quasi-stationnaires. En outre, ces résultats
sont susceptibles d'applications en mécanique (systèmes vibrants).

Les chapitres B$ et B4 définissent et étudient les solutions faibles
et quasi-stationnaires de certaines classes d'équations différentielles
opérationnelles linéaires et non linéaires. Diverses méthodes ont été uti-
lisées pour montrer l'existence, l'approximation et la régularisation de
ces solutions. Certaines de ces méthodes peuvent être utilisées pour la
construction numérique,



Les chapitres B5 et B6 définissent et étudient les solutions fortes
et quasi-stationoaires d'équations différentielles opérationnelles linéai-
res et non linéaires. On utilise ici la théorie des semi-groupes et celle
des dérivées fractionnaires d'un opérateur.

Le chapitre B7 étudie plus spécialement les solutions pseudo-aléa-
toires des équations de Navier-Stokes (problème de la turbulence en hydro-
dynamique, cf. J. BASS C41 , £ 5 3 , L6] , C?].

Ce travail a été abordé dans quelques notes aux Comptes Rendus de
l'Académie des Sciences, et a été exposé sommairement au séminaire de
J. LERAY (Collège de France, Novembre 1964) (cf. VO-KHAC. KHOAN [11 , £21) .
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CHAPITRE Al

ESPACES DE BESICOVITCH-MARCINKIETCCZ

CONTINUITE -'CONVOLUTIOKS

1 - LE GROUPE^ - (cf. S. HEWITT et K.A. ROSS [11)

Soit<S un groupe topologique, abélien (noté additivement), localement
compact, avec une mesure de Haar positive ^ • Soit^ le groupe (abélien,
localement compact) des caractères de ç . La dualité entrer et<^ sera dé-
signée par (b ,;C) où b<£^? et^C<£^? . Très souvent, on écrit symboliquement

* h *£
(pt incorrectement) e. au lieu de ( b , X ) *

1°) Hypothèses sur le groupe ^? -

Supposons qu'il existe une famille LCZ.I (où ^ est un élément d'un
ensemble <T totalement ordonné) ayant les propriétés suivantes :

/©\ i) Chaque ̂  est un ouvert relativement compact ou un compact de <^ •

ii) L'application 4—-». A. est croissante : ̂ >'\ Î3-->' ^.,DÛ^,

iii) La famille J^î.. \ recouvre le groupe s .U .̂ = ̂
1 à-» ^<«j o w

Pour tout élément fixé fc de ̂  , et pour tout nombre positif & donné
à l'avance, il existe un élément ̂ & J , ne dépendant que de b et
de 6 , tel que si ^ > ̂  » on ^QVLt trouver ^ et ^ (^"<â < é' ^ satis-
faisant aux conditions suivantes ;

,̂,, c b + ̂  c û.»y ^ '+ ̂  - ̂
^(^^'- ^ 1 -6 et v ^ • ^^ô

^(^) " N?(^)

2°) Exemples -

a) ^ est le groupe additif Z des entiers. On peut prendre ;

i l



;T= Z'1'» IN- avec ^ = ̂ &Z |-^ f» <^ l

L'hypothèse <?& est satisfaite si l'on prend

^=^1 , î l̂ > f^-M
^\

Nota ; <(? désigne la partie entière de Uf .

b) -̂ -eLst...le._^^p [̂̂ e_^ddltJ.j_R,de^^ - On peut prendre :

J » R\ avec ^]-^[ ou ^ . [^ . 3 "j .

L'hypothèse ^fo- est satisfaite si l'on prend ;

îo=-'-^; j'=^lbl , â"°^- lk l

On peut aussi prendre :

t7 = IN avec ^ = [^^âl-

L'hypothèse ^B- est satisfaite si l'on prend ;

(̂M .̂)̂  , ̂ =^|î|^ , ̂ '^-(^l^)

c) <^ est le groupe additif IR -̂

On peut prendre J^ IR'1', et »S2. s l'hypercube (ouvert ou fermé) cen-
tré à l'origine, de côté égale à 2^ .

On peut aussi prendre J ̂  R"1', avec X ,̂ = 1 'hypersphère centrée à
l'origine, de rayon égal à ^ .

Dans les deux cas, 1'hypothèse VHy est satisfaite aveco

M-̂  - J^M. cM-H
Dans tout ce qui suit, nous fixerons une fois pour toutes la famille

i^}-
5°) Remargue sur l'hypothèse (^f~•

Cette remarque est en marge de l'exposé, sa lecture est recommandée
après celle du prochain paragraphe.

L'hypothèse ̂ v est postulée pour assurer l'invariance par translation
de la norme dans les espaces de Besicovitch-Marcinkiewicz que nous défini-
rons au paragraphe suivant. Cette hypothèse est trop restrictive et je -ne
sais pas si elle est vérifiée pour tout groupe abélien localement compact.

On peut remplacer cette hypothèse ^6- par la suivante

(j?bis) Pour tout voisinage relativement compact V de l'élément neutre du
groupe, et pour tout €, > o donné à l'avance, on peut trouver un élé-
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ment^ eJ tel que ;
^{(^^^nfû.- l . . .
_L^_Ê———/——LjLl <6 dès que 3 > ̂  (̂ ; .

^(^)
(où |tU< désigne le complément de l'ensemble -%)•

Désignant par ^ ( ̂ -Û.l ? ^ ; x) l'espace de Besicovitch-Marcinkie-
wicz relatif à la famille î-^-l? posant

W^^X)-0 W^^X)

et prenant comme norme dans W ? ( ^ ; X ) le nombre

1 1 1 ^ 1 1 1 = ^ SU l i i ,
[^} w

on démontre que cette norme ||j [|î est invariante par translation*

Les hypothèses ^d et ^ bis sont moins restrictives que les hypothèses
^3 et ̂ 6-et sont vérifiées par tout groupe abélien, localement compact et
^-compact (cf. E. HEWITT et K.A. ROSS Cil , lemme 18, 15).

Dans tout ce qui suit, nous ne ferons pas ce que nous venons de dire.
Nous considérerons une famille unique.? "Qjt y essayant ainsi de généraliser
la notion de "valeur principale de Cauchy" rencontrée dans le cas où ^€9. IR .

II - ESPACES ̂ (^ ; X ) DE BIJSICOVITCH-MA^CimEïICZ -

1°) Définition -

Soit X un espace de Banach, muni de la norme ]| y . Considérons
l'espace vectoriel M (^$ X ) des fonctions fc—».Ç (b ), définies sur le
groupe ^ , à valeurs dans l'espace de Banach X 9 localement U -intégra-
bles (-p réel fixé ^ l) et telles que

&ap 's^T/' il.f^f^C^oo ."•\f is^
Posons ^p

^•{^^j^^
^i

{ r •j^et

!11J 111 - -î 11 J 111. - ̂  IliJ I. - ¥^ -^ W^)»), ^-^oo'1^»'^) (_4-^°o ^(Û.)^
On voit aisément que [j[ Ç ;[[ est une semi-norme sur l'espace M (^»X) .

Soit JS^ le noyau de M ^ ( ^ ; X ) s c'est l'ensemble des ^ tels que
H j Ç ||js:0 . Considérons l'espace-quotient

^^,X)=M^,X)/^..
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et structurons-le en -an espace vectoriel norme, à la manière habituelle
(c'est-à-dire en prenant comme norme d'un^ élément J de W?(^$ ^ ) le nom-
bre ll|jl|| , oùj est un représentant de j ) .

L'espace ÎTL» (^ ,° X ) s'appelle espace de Besicovitch-Marcinkiewicz
âJ.o^ej?. des (classes de) fonctions à valeurs dans ^ , définies sur ^ ,
et bornées en moyenne asymptotique d'ordre -p .

Un élément de W? (^ 5 X ) s'appelle une ^.-Jonction (cette termino-
logie est un abus de langage, car un élément de W^^x) n'est pas une
fonction, mais une classe de fonctions).

Remarque -•

Contrairement à une notation due à N. BOURBAKI Cil , et presque uni-
versellement adoptée, nous avons utilisé les lettres "droites" pour dési-
gner les espaces semi-normes (non séparés) et les lettres " cursives " pour
désigner les espaces normes (séparés) associés»

2°) Théorème de Marcinkiewicz -

j Lles£ace^M^^)Q__es^^ espace conrolet; l'espace y ^ ( ^ î ^ ) est
I l̂ i espace de Banach»

a) Première démonstration -
Soit ^ une valeur fixée de ^ . On démontre que :

i) Inapplication J——»-|l|f||| définit une norme sur l'espace M^Ç;x).
Cette topologie ainsi définie sera appelée ^ -topologie,

ii) Muni de cette ^^ -topologie, l'espace ^(^ ? x ) est complet
(conséquence immédiate du théorème de Riesz-Fieche^),

iii) Le noyau ̂  est fermé dans M19^?/ ) muni de la T?^ -topologie.
Par suite, l* espace M ^ ( ^ ? x ) / ^ > ®uni de la ^ -topologie-
quotient, est complet. °

iv) Sur M^(^5X)/JC , la ??-topologie-quotient et la W^-topologie
coîncidenî. / • •Ao

Cette démonstiation est due à J.P. MELA (article non publié).

b) Deuxième démonstration -

Soit Jj^l une suite de Cauchy â^léments de M^Ç ? x ) . De cette
suite, on extrait d'abord une sous-suite I f 1 telle que :

lll^-^J^-^r-
Puis, on choisit une suite \>i\ telle que ;

F^,) >^(-û^)

^U^^-
l4


