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LE

PROBLEME GEOMETRIQUE DES DEBLAIS
ET REMBLAIS

Par M. Paul APPELL.

CHAPITRE 1.

INTRODUCTION.

1. Historique. — Le Recucil des Mémoires de ’Académie des
Sciences, pour 1781, renferme un des écrits les plus remarquables de
Monge [1], ou se trouvent développées d’'une maniére incidente la
théorie des lignes de courbure et les propriétés des systémes de rayons
rectilignes appelés aujourd’hui congruences de droites. Le grand géo-
métre y propose le probléme suivant : Deux volumes équivalents
étant donnés, les décomposer en particules infiniment petites se
correspondant deux a deux, de telle facon que la somme des pro-
duits des chemins parcourus en transportant chagque parcelle sur
celle qui lui correspond, par le volume de la parcelle transportée,
solt un minimunm.

Pour simplifier le langage, Monge donne les noms de déblai et de
remblai aux volumes qu’il considére, sans prétendre traiter une ques-
tion relative a 'art de P'ingénieur ; celui-ci doit en effet transporter
ses Inatériaux suivant desroutes généralement curvilignes, tracées sur
un sol dont il faut considérer le relicf et la pente; Monge suppose
que toutes les parcelles qu’il considére sont transportées sur des lignes
droites dont la longueur seule lui importe ; il résout un probléme de
géométrie pure, qui le conduit & une de ses plus belles decouvertes,
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celle des propriétés fondamentales des congruences de droites et des
normales aux surfaces ; d’ailleurs, ces propriétés, qui constituent les
résultats de beaucoup les plus importants du Mémoire, y sont données
sous forme de lemmes, presque de hors-d’ceuvre. Quant au probléme
méme que Monge s’est pose, sa solution laisse beaucoup a désirer,
moins parce qu’elle est trés loin d’étre explicite, que parce qu'clle
s'appuie sur des propositions si mal établies qu’on peut douter de leur
exactitude, quand on ne les trouve pas manifestement en défaut. |

Le raisonnement de Monge revient au fond a ceci : aprés avoir établi
que les routes forment une congruence, il montre que les droites d’une
congruence se décomposent en deux systémes de surfaces dévelop-
pables. Il dit ensuite que le maximum du volume enveloppé par les
droites a lieu quand les surfaces développables sont orthogonales,
c’est-a-dire quand les routes sont normales a une surface.

En 1818, Ch. Dupin [2] reprend la question des déblais et des rem-
blais 4 un nouveau point de vue: « Le seul moyen, dit-il, d’ajouter
quelque chose aux recherches d’un illustre devancier est de considérer
le cas out les routes ne sauraient étre toutes rectilignes, mais dépendent
de la forme et de la pente du terrain sur lequel elles doivent étre
tracées. » Dupin se préoccupe du tracé qu’il faut adopter pour les
routes, et de laloi suivant laquelle on fera varier les surfaces du déblai
et du remblai pendant le terrassement; il a toutefois 'occasion de
discuter et de rectifier quelques-unes des assertions de Monge, mais
il est loin de lever tous les doutes et il n’est pas toujours a Uabri
de l'erreur.

Depuis Monge et Dupin, les géométres ne paraissent pas étre
revenus sur la question des déblais et des remblais jusqu’en 1884. A
cette époque, ’Académie des Sciences proposa, comme sujet de con-
cours pour le prix Bordin, de reprendre le probléme de Monge,
d’établir les principes qui peuvent conduire a la solution, et de pour-
suivre jusqu’au bout la solution de cas particuliers.

2. Généralisation du probleme de Monge; cas ou la densité est
variable. — Par rapport a des axes rectangulaires quelconques
appelons z, v, zles coordonnées d’un point du déblai, p = |¢ (z, ¥, 3) |
la densité du déblai en ce point, #,, 31, 3, les coordonnées du point
1

correspondant du remblai et p,:m,

la densité en
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ce point, ou |u| signifie valeur absolue de u, ¢ (%, ¥, z) et Y(z,
Y1y %) pouvant éirc négatifs, x,, y,, &, étant des fonctions incon-
nues de z, y, z. La masse d’un élément dr entourant les points
x,y, s estdm =pdrx; celle de 'élément correspondant dt, entou-
rant le point x,, ¥,, 5, est o, dz;. Ces deux masses étant égales, on a

pdrt = pydr,.

Les masses totales du déblai et du remblai sont évidemment égales.
Le probléme est alors un probléme de géométrie des masses ; il peut
s’énoncer ainsi :

Diviser le déblai et le remblai en éléments correspondants de
méme masse de telle facon que la somme des produils obtenus en
multipliant la masse d'un élément du déblai par sa distance a
Uélément correspondant du remblai soit un minimum.

Ces droites seront les routes suivies ; le prix du transport d’un élé-
ment sera le produit de sa masse par le chemin, toujours rectiligne,
qu’on lui fait parcourir ; la somme des prix de transport d¢ toutes les
parcelles du déblai sera le prixz total du transport; 'ensemble des
routes qu’il faudra adopter pour rendre ce prix total minimum sera
le metlleur systéme de routes.

Considérons un déblai et un remblai de masses équivalentes ; il est
clair que s1 Pon effectue le transport de toutes les parcelles suivant des
routes rectilignes, le prix total de ce transport sera toujours susceptible
d’un minimum. La méthode que nous suivrons, aprés Monge et Dupin,
consiste a déterminer les conditions auxquelles doit nécessairement
satisfaire le meilleur systeme de routes, et a étudier les conséquences
qui en résultent dans les principaux cas qui peuvent se présenter ;
lorsqu’un seul systéme de routes satisfait aux conditions requises, c’est
nécessairement le systéme cherché. Si plusieurs systémes y satisfont,
on calculera le prix total du transport correspondant a chacun d’eux,
et 'on aura les éléments nécessaires pour décider lequel est le plus
avantageux : on n'aura qu’a comparer quelques quantités connues, si
le nombre des systémes entre lesquels il faut choisir est limité ; sinon,
on devra recourir aux dérivées et parfois méme au calcul des varia-
tions ; mais, méme dans ce dernier cas, on aura un probléme théori-
quement bien plus simple que sil’on edt cherché directementle mini-
mum parla méthode des variations, parce que le nombre des systémes
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de routes entre lesquels il faut choisir est infiniment moins grand qu’il
ne l'était @ priori. Mais, si 'on veut déterminer complétement le sys-
téme de routes qui convient a un cas donné, on se heurte en général
a des obstacles paraissant insurmontables ; on s’en fera une idée par
les difficuliés relatives que nous rencontrerons pour obtenir une solu-
tion explicite dans quelques cas particuliers excessivement simples.

3. Diverses questions a traiter. — Nous établirons d’abord quelques
régles générales en nous élevant de la considération de systémes de
points isolés au cas de masses continues.

Nous considérerons ensuite le cas ou le déblai et le remblai pcuvent
étre traités comme de simples lignes, et nous préterons une attention
particuliére au cas ou elles sont situées dans un méme plan ; quand
les deux lignes sont fermées et convexes dans un méme plan, les
routes du meilleur systéme sont dirigées suivant des équisécantes
droites détachant des masses égales, sauf ccrtaines réserves que nous
indiquerons. Il faut compléter les indications données par Dupin
pour les cas ou les deux lignes supposées dans un méme cas ne sont
plus fermées, ctsignaler une erreur commise par I'éminent géométre
quand il croit démontrer que la tangente a une extrémité du déblai
appartient au meilleur systéme de routes si elle coupe le remblai.

Vient ensuite le cas ou le déblai et le remblai peuvent éwre traités
comme deux aires ; un cas particulier trés important est le cas ou les
deux aires sont situées dans un méme plan; d’un raisonnement for-
cément inexact, Monge conclut alors que les routes du meilleur sys-
téme doivent foujours étre des ¢quisécantes; il remarque pourtant
que cette régle conduirail, dans certains cas, a des contradictions etil
indique sommairement un moyen inexact de subdiviser le déblai et le
remblai en parties qui se correspondent, sans donner lieu a la diffi-
culté qu'on a rencontrée. Dupin montre qu’il suffic de subdiviser
'une des deux aires et donne une propriété caractéristique de laligne
séparatrice; mais son analyse est trés incompléte. Il convient de la
compléter; on peut alors obtenir unc équation de laligne séparatrice.
1l présente ensuite un probléme posé par Monge qui a pour objet,
connaissant le déblai et le bord interne du remblai, de déterminer son
bord externe, de maniére a diminuer autant que possible le prix total
du transport des parcelles du déblai donné ; on obtient le résultat a
Vaide d’un calcul simple dont quelques détails semblent intéressants.
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Arrive enfin le cas le plus difficile, celui ou le déblai et le remblai
sont des volumes quelconques. Monge débute par ce théoréme fonda-
mental, que les routes du meilleur systéme doivent étre normales a
une méme surface ; mais la raison qu'il invoque est si évidemment
sans valeur qu’on peut absolument douter que le théoréme soit vrai :
il est pourtant ; de Saint-Germain [3] en donne, pour le cas méme
de Monge, une démonstration géométrique ; on trouvera plus loin
une démonstration analytique, basée surle calcul des variations, pour
le cas général ou la densité est variable [ 4]. On forme ensuite I'équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre de la surface orthogonale,
et l'on obtient [3] l'intégrale qui exprime le prix total du transport.
Quant a P'intégration de 'équation différentielle de la surface, il ne
semble pas possible qu’on puisse la faire, sous une forme maniable,
dans le cas général : cette équation peut se ramener en effet a celle
des surfaces minima si le déblai et le remblai peuvent étre assimilés a
des aires de densités constantes, égales dans des plans paralléles, et a
celle des surfaces a courbure totale constante si le déblai et le remblai

peuvent é&tre assimilés a des aires de densités constantes et inégales
dans des plans paralléles.

4. Détermination des fonctions arbitraires. — Monge remarque,
avec raison, que cette intégrale renferme deux fonctions arbitraires ;
mais il se trompe en pensant qu’il suffit, pourles déterminer, d’expri-
mer que les routes tangentes au déblai le sont également au remblai.
Ces difficultés sont de la nature de celles qui se présentent dans la
théorie des surfaces minima. A ce sujet, Darboux s’exprime comme
il suit [5]: « SiT'on considére toutes les surfaces formant une nappe
continue passant par une courbe fermée, le calcul des variations
apprend que la surface d’aire minimum aurait, en chaque point, ses
rayons de courbure égaux et de signes contraires. L’équation aux
dérivées partielles de cette surface une fois intégrée, la condition a
laquelle clle est assujcltie, a passer par la courbe, ne permet pas de
déterminer complétement les deux fonctions arbitraires dont elle
dépend. Il existe une infinité de surfaces minima contenant la
courbe ; mais ces surfaces ne satisfont pas toutes ala condition, sup-
posée cependant par le calcul des variations, de former une nappe
continue reliant les uns aux autres tous les points de la courbe. On
ne peut déterminer les deux fonctions arbitraires qu’en employant
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des considérations tout a fait indépendahtes du calcul des variations,
puisque la condition a laquelle il s’agit de satisfaire est supposée
remplie au moment ot commence 'application de cette méthode....
La solution du probléme de Monge présente des difficultés analogues
et peut-étre plus grandes. Les fonctions arbitraires d’une variable,
qui entrent dans les équations du systéme des routes, doivent étre
déterminées par la condition que les routes forment un systéme con-
tinu permettant de transporter dans 'ensemble des remblais la totalité
des parcelles qui composentle déblai. La condition, évidente a priori,
que les routes limites soient tangentes a la fois a la surface du déblai
et a celle du remblai, ne fait connaitre qu'une de ces deux fonctions
et il n’existe, comme dans la théorie des surfaces minima, aucune
régle fixe et précise conduisant a la solution compléte de la question
proposée. »

5. Théorémes généraux. — En téte des conditions auxquelles
doivent nécessairement satisfaire les routes du meilleur systéme, il
faut placer la régle fondamentale posée par Monge : pour que le prix
total du transport soit minimum, les portions de droites parcourues
par deux parcelles quelconques ne doivent jamais se rencontrer.
Une figure bien simple montre que si les droites parcourues par deux
parcelles, dont on peut supposer les masses égales, se rencontrent, il
suffit d’échanger les points de destination de ces parcelles pour dimi-
nuer la somme de leurs prix de transport.

Un des premiers corollaires de la régle dc Monge a une importance
considérable : toutes les parcelles dont la position initiale ou finale se
trouve sur la droite parcourue par une autre parcelle doivent suivre le
méme chemin; donc sur chaque route du meilleur systéme, il chemi-
nera en général une infinité de parcelles formant dans le déblai et le
remblai deux filets infiniment minces équivalents en masses. Dans
tous les cas que nous considérerons, les diverses parcelles qui sont
transportées sur une route quelconque la parcourront dans le méme
sens ; nous dirons que c¢’est le sens dans lequel la route elle-méme est
dirigée.

Nous désignerons par le mot de route une droite indéfinie sur
laquelle cheminent un nombre plus ou moins grand de parcelles :la
partie de la droite réellement parcourue sera la portion utile de la
voute ; elle comprendra toujours le point ot la route sort du déblai,
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celui ot elle entre dans le remblai ; si elle s'étend a la fois jusqu’aux
faces externes du déblai et du remblai, je dirai que la route est
entiére, sinon, ce sera une route (ronquée.

La loi de correspondance entre les parcelles des deux filets
desservis par une méme route est indifférente ; le prix du transport
est toujours égal au produit de la masse des deux filets par la distance
qui sépare leurs centres de gravilé.

Soient 2, z, les abscisses, comptées suivant la route considérée, de
deux parcelles de masse dm qu’on fait correspondre ; le prix du trans-
port de toutes les parcelles du filet donné s’exprime par une intégrale

de la forme
/(x,—x)dm = | x;dm —fzv dm;

d’aprés une propriété bien connue du centre de gravité, cette formule
démontre immédiatement le théoréme énoncé. Pour avoir le prix
total du transport, on fera la somme des prix de transport des filets
dans lesquels on aura décomposé le déblai.

Quand le rapport entre les dimensions, tant du déblai que du rem-
blai, et la distance qui sépare ces deux volumes, est inféricure & une
petite quantité ¢, le prix total du transport est égal, en négligeant les
termes de 'ordre de €2, au produit de la masse M des deux volumes
donnés par la distance A de leurs centres de gravité. Soient en effet &,
0, §; 2, 0, { les coordonnées rectangulaires des deux centres de gra-
vitd E+x, n+y, S+5 et £+, 14y, T+ 35 celles de deux
parcelles correspondantes de masse dm. Le prix de transport total
sera

P =fv’(5'+x’—5—x)?+... dm
=fA[[—(g'—g)”“A"”—(r/—n)”:y +] dm.

Mais les termes [x dm,fa:' dm, ... sont nuls en vertu d’une pro-

priété élémentaire du centre de gravité; si donc on néglige dans
I'iritégrale les termes de I'ordre de 2, il reste

P=[|Adm=MA,
6. Echange du déblai et du remblai. — Il est évident que si l'on

intervertit les roles du déblai et du remblai, le meilleur systéme de
routes reste le méme.
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CHAPITRE II.

PRINCIPES DEDUITS DE LA CONSIDERATION DE POINTS ISOLES.

7. Points isolés. — On peut imaginer d’abord que le déblai et le
remblai soient formés de points matériels ayant tous la méme masse m
et se trouvant cn nombre égal n dans le déblai et dans le remblai. Les
résultats obtenus dc cette fagon contiennent, comme limites, les pro-
positions relatives au cas ou le déblai et le remblai seraient des masses
continues homogénes ou hétérogénes, car on pourra toujours les
décomposer en parcclles infiniment petites de méme masse que 1'on
traitera comme des points matériels. Nous appellerons D,, D,, ...,
D, les points constituant le déblai, R, R,. ..., R, ccux qui forment
le remblai ; tous ces points ont méme masse m. Le probléme consiste
a transporter chaque point D, du déblai sur un point Ry de fagon que

la somme Xm D, R, ou 2D;R; soit la plus petite possible. La solution
de ce probléme reste évidemment la méme quand on intervertit le
deéblai et le remblai (n° 6). Monge remarque que, dans le meilleur sys-
téme de routes, deux routes ne peuvent pas se croiser entre leurs
extrémités. Le théoréme subsiste dans le cas limite o le point de
croisement coinciderait avec 'une des extrémités de D; ou R;. On
peut énoncer ce fait de la fagon suivante : si, dans le meilleur systéme
de routes, une route D, R, par exemple rencontre entre D, et R un
autre point D, du déblai ; alors le point D, ne peut étre porté que sur
un point de la droite D, R, ou de son prolongement dans le sens D,R,.
Les conséquences de ce fait ont été données, pour les milieux conti-
nus, au n° 5.

11 est évident que si un point du déblai coincide avec un point du
remblai, ce point reste immobile dans le meilleur systéme de routes :
il suffit de faire la figure pour le voir.

8. Systémes de routes déduits d’un systéme donné. — Supposons
que le meilleur systéeme de routes soit DRy, D,R,, ..., D, R,. Arreé-
tons chaquc point du déblai en un point quelconque de la route qu’il
suit, D, quelque part en D sur le segment D, R,. D, en D) sur
D,R,, ...; le meilleur systéme de routes pour déblayer ces nouveaux
points D', D, ..., D sur le remblai primitif R,, R, ..., R, se com-
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pose des parties restantes des mémes routes D\ Ry, D, R,, ..., D) R,.
Car s'il n’en était pas ainsi, il existerait un meilleur systéme de
routes R pour transporter les D' surles R, et le systéme primitif D,R;
ne seruit évidemment pas le meilleur car le systéme de lignes bri-
sées D,D; suivi de (R serait meilleur.

Si donc, pour un déblai et un remblai donnés, on connait le
meillcur systéme de routes, on connaitra aussi ce systéme pour une
infinité d’autres déblais et remblais, déduits des premiers de la fagon
que nous venons d’indiquer.

9. Principe des routes normales & une surface. — Imaginons un
nombre n de normales O,N,, O,N,, ..., O,N, distinctes ou non, &
une surface convexe S du coté de la convexité, O,, O,, .... O, étant
sur Set Ny, N;, ..., N, du cé6t¢ de la convexité ; supposons que sur
chaque normale O,N, se trouvent un point D, du déblai et un point R,
du remblai disposés de telle facon que D, R, ont le méme sens que O,N,;
les segments D, R, forment alors l¢ meillenr systéme de routes. Dans

le cas limite ou S est un plan, les segments D, R, sont paralléles et de
méme sens.

10. Loi de symétrie. — Si le déblai est composé de n points Dy,
D,, ..., D, placés d’un coté d’un plan Il et de leurs symétriques D',
D,, ..., D), par rapport i ce plan; si le remblai est de méme composé
de points Ry, Ra ..., R, places par rapport au plan IT du méme cété
que Dy, D, ..., D,y et de leurs symétriques R, R, ..., R), par rap-
port a ce plan,le systéme de routes le plus avantageux se compose
du meilleur systéme de rontes pour déblayer D, D,, ..., D, sur
Ry, Ry, ..., R, et de leurs symétriques. En d'autres termes, dans le
meilleur systéme de routes, aucunc route ne peut traverser le plan de
symétrie.

CHAPITRE 111.

DEMONSTRATION GENERALE DU THEOREME DE MONGE.

11. Démonstration faite en supposant les densités quelconques. —
Soient deux volumes D et R de méme masse jouant respectivement les
roles de déblai et de remblai. En prenant un systéme d’axes rectan-
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gulaires, nous appellerons z, 5, 5 les coordonnées d’un point du
déblai, z, ¥\, 5, les coordonnées correspondantes du point du
remblai, z,, y,, 2, étant des fonctions inconnues de z, y, 3.

On pourra appliquer a ce probléme toutes les considérations rela-
tives a la déformation d’un milicu continu, telles qu’elles sont exposées
dans le Chapitre 32 du Tome 11l de mon T'raité de Mécanique ration-
nelle, avec cette addition que la transformation par symétrie étant
admise, le déterminant fonctionnel D ainsi que les fonctions o, ¢4, ¢,
¥, peuvent étre négatifs. L'hypotheése que nous ferons est que les
chemins suivis par les particules qui vont du point z, 3, z au point z,
V1, 5, sont des lignes droites. Nous supposcrons que la densité varie
d’un point a 'autre du déblai; cctte densité p=|o(x, 5, 3)| étant
une fonction donnée de z, », s. De méme
1

pr=lyi1(Z1, )1 31) | = m

sera la densité au point du remblai 2, y,, z,. Les masses du déblai
¢t du remblai sont supposées égales, et d’aprés I'énoncé de Monge, il
faut déterminer x,, y,, 3, en fonctions de z, ¥, 5 de telle facon qu’en

pOSant
1=jff1‘pdzdydz= ff Lo(z, y, z)dz dy ds,
v D L4 D

Pintégrale triple étant étendue a tout le volume D du déblai, I soitun
minimum, L désignant la distance

L=z —z )+ —y)+G—z)

L'équation exprimant que les masses des deux éléments correspon-
dants sont égales, c’cst-a-dire 'équation de conlinuité, s’écrit actuel-
lement, avece la notation habituelle pour les déterminants fonctionnels

D(xy, y1, 31) D(x, vy, 51)

(1) i D, ,3) O D(x, ), 3) =¢(x. ), 2) 4 (@1, y1, 31).

Le probléeme de Monge consiste a déterminer z,, 3, 2, cn fonc-
tions de z, y, 5 de fagon & rendre minimum une intégrale de la forme

J=ff‘/‘Lq>(x.y, 3)dr dy dz
D

sous la condition (1).
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Pour obtenir les valeurs de z,, y,, z, rendant I'intégrale J mini-
mum, nous devons égaler a zéro la variation de cette intégrale,

quand 1, y,, z, subissent des variations quelconques dans le
volume D, sous la condition (1).

On peut remarquer d’ailleurs que ces variations étant, comme nous
venons de le dire, arbitraires dans le volume, sont, sur la sur-

face S,F (=, y1,3) = 0, du remblai, liées par unc relation linéaire
qui est la suivante :

oF Szr JF or
az O oy

SiVon remplace dans F(x,, y,, z,), 21, ¥1, 31 par 1eurs expressions
en z, ¥, %, on obtiendra I’équation de la surface S quilimité le déblai ;
cette équation aprés la substitution sera encore F(z,, y4, 5,) =o.
On devra donc avoir a 'intérieur I’équation suivante obtenue en éga-
lant a zéro la variation de I'intégrale J dans laquelle on ajoute, pour
tenir compte de la relation (1), le terme

M D—o(a,y,8)¥(x.y,.5)]dedy dz,

) étant une fonction arbitraire de #, y, z. On a ainsi

J’:ff [Lo (D — o) dedy ds, &F=o,
D

c’est-a-dire

/ff(w1—x)8xl+(y1 Y3y (71 né)az‘:p(m,y,z)dxdydz
VBN V]
,ff[lcp a“-r—le—%—T?o‘yl ;—84,> dz dy dz
9(dz,) D(yy, 1)
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002 Dy, 50) |, 9(8my) Dy, 50)

oy D(z, x) oz D(ax,y)

4 90y) D(ayy 20) d(3y1) D(z), z1)
dr _ D(y, z) ay D(z, x)

. d(a.}/’) D(Z11‘Z1)+d(821> D(-Th}/1)
T 79z Dlx,y) g D,z

0(031) D (ry, 1) A d(6z1) D(xy, ¥y) _
dy  D(sz, x) 0z D(a,y) ]d.z‘d)’ dz =o.







