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LES COURBES

DE LA

VARIETE GENERALE A ~ DIMENSIONS

Par M. Vaclav HLAVATY,

Professeur a 1'Université Charles de Prague.

—— Q G—

INTRODUCTION.

Le fascicule présent est consacre a la théorie des courbes dans un
espace n fois étendu, doué d’une connexion linéaire, plus ou moins
générale. 11 m’a paru bien inutile d’insister sur le développement
complet de cette théorie. D'une part, les recherches modernes
(E. Cartan) ont montre qu’il y a beaucoup de points communs entre
la théorie des courbes dans les espaces plans et celle des courbes
dans les espaces « courbes ». D’autre part, le lecteur intéressé trouve
dans le Mémoire excellent de feu M. C. Guichard (fascicule XXIX
de cette collection) une quantité de problémes qui concernent la
théoric des courbes dans les espaces plans & n dimensions. Cela
étant, j’ai choisi de tels problémes qui sont caractéristiques pour les
courbes dans les espaces « courbes » a n dimensions (L'influence
de la courbure de I’espace sur les courbes, etc.). Mais le lecteur y
trouve aussi les questions classiques que je ne traite (ue pour accen-
tuer la méthode qui, en résolvant le probléme en question, embrasse
en méme temps aussi les cas particuliers des espaces plans (L’étude
sur les courbes quasi asymptotiques, contact de deux courbes, etc.).

Nous laisserons complétement a I'arriére-plan quelques questions
non moins intéressantes, par exemple la théorie des invariants pro-
jectifs des courbes dans les espaces « courbes », ou bien la théorie
des courbes dans les espaces non holonomes (au sens de M. Vran-
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ceanu), car leur développement exigerait beaucoup de notions préli-
minaires qui dépasseraient les limites des fascicules de cette collection.

Le Chapitre I constitue un exposé sommaire des notions fonda-
mentales, indispensables au calcul differentiel absolu, dont nous nous
servons dans les chapitres qui suivent. Le Chapitre Il étudie les
invariants scalaires des courbes situées dans un espace a n dimen-
sions, doue d’une connexion plus ou moins genérale. Le Chapitre I11
a pour but de montrer les relations qui existent entre la courbure de
I'espace ct les courbures des courbes. Le Chapitre IV est consacre a
I'étude des courbes, situées sur un espace a m dimensions dans
I'espace ambiant, n fois étendu. Le Chapitre V traitc les questions
qui concernent la déformation infinitésimale.

Dans le chapitre suivant est résolu completcment le systéme diffé-
rentiel qui définit le parallélisme le long d’un rayon de lumiere donné
dans 'espace-temps général de la velativité. Enfin le dernier Cha-
pitre VII porte sur la question de I'equation intrinséque des courbes
sur une surface générale dans I'espace ambiant de Riemann a trois
dimensions.

CHAPITRE 1 ().

NOTIONS PRELIMINAIRES.

I. Imaginons un espace X,,, n fois étendu aux coordonnees x" (2).
) P )
Nous dirons que I'ensemble des fonctions ¢;: j7(2) est un affineur

( p fois covariant et ¢ fois contrevariant) si dans un autre systéme des
coordonnées

(1) ‘ZV="2V(=z),
cet ensemble devient

., n
R — 'y @'zYe dxbs 9y 4 @y
= e——— e e oo v, .
ooty gr* 0r%y 'ty a'xtp B 3['

(') Pour ce chapitre ef [1], [G], [10], [1L], (137, (4], [ 19], [20], [2L}, [*2],
[25], [85], [47), [o1], [33], [99], [64], [66]. [T1], [7R], [T7], [79]

(2) Les indices grecs parcourent les n symboles I, 11, .... Nous supprimons le
symbole de sommation d’aprés un 1ndrce (grec oun latin) muet.
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Parmi les affineurs il y en a un privilégié, a savoir

AY = O pour vZ A,

! I pour v=A.

Les affineurs « & un indice » sont les vecteurs, covariants, ou con-
trevariants, par exemple ¢;, a¥. Une fonction w(z) qui devientw'('z)
dans le systéme 'r,

‘W= A—kw (A =le délerminantd-—w> y
dx

est dite « densité du poids &k ». Si & = o, on appelle les densités res-
pectives « les scalaires ». Les fonctions ¢} :,f";, 5, ¢V, I sont les com-
posantes des grandeurs énumérées.

2. Etant donné un affincur p¥-¥%, nous désignerons par q!
pYivy la somme de toutes les composantes aux indices permutés,
par exemple,

1 N ~ BN N N -
Plp.m) = 0 (PP,A‘)_*_pA\]p,_'_pVF.A_'_Pp.VI -+ ph+ p? y.v).

Si p¥i - vy=pW:-- ¥, nous dirons que p¥r+Vs est un tenseur. Etant
donné un affineur V%, on peut le décomposer en vecteurs

« idéaux »,
whie Vo= w's,,  wq.
1 q

Cela étant, on en peut construire les expressions telles que

Wl Vo=, wY,
! q
q'!wl"i- Yql=le déterminant l Wi o L Y l
1 2 q

Si wtievyl = w¥-%, on dit que w¥i-+Y est un g-vecteur. Les opéra-
tions algébriques () et [ ]| peuvent étre appliquées aussi aux
indices covariants.

3. Etant donné un tenseur g¥* du rang A (c’est-a-dire le tenseur
au déterminant g"» 3£ 0) on en peut construire le tenseur cova-
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riant 25, du méme rang d’aprés
& olV——-A‘CL (1).

Cela nous permet de construire les symboles de Christoffel,

v]_ 1 0gwy | 98ap dg‘m)
%7\ % - ;gva( ozb d.e? 02.%

Supposons donnés encore deux affineurs

e = Spp = (S Sy )

Qmp.‘; = thp.n = g(Qmp.) -+ Qm‘ApL)-

S

et posons

(2) ]ﬂ/,p.=§):12_igav(Qp.a)'FQ/ap.—Qap.))

-+ S‘Ip‘f —gvp(g)\a Sﬁ: + Sua Ss'a).

L’ensemble des fonctions I}, () qui pendant la transformation (1) se
transforment d’apres

d'x* [ ozt dr¥ 92 v
4 —_— + —_——
3 Por = 5% (d':tm ozm T Pizw 4)’.1“")

Iy

est dit « la connexion » de I'espace. Cetle notion donne naissance a

une autre notion, celle de la dérivée covariante d'un affineur ¢! .

q
vV I v Je V1 Yu 10V v
D, o 9 — plt q+y [u plt u 1&Vy iy q
(4) LA TE ITh M 1y eay ap ¥y o,
1

P
A v,
—_— T® et .
Zu TPURG VR Y. TP
]

D, est le symbolc de la dérivée covariante de la connexion; c’est un
vecteur covariant symbolique. On a en particulier

Dy, gp.X=Qmp)., Dp- A:)‘ =0,

(') Nous distinguons laffineur A: el le symbole, dit « delta de Kronecker »

\
|

c

v v #Znh,
= 0o
% 1 pour v=2A

qui est I'ensemble des scalaires.
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tandis que laffineur 5,/, dit « l'affineur de torsion » de la con-
nexion est

- v_pv 1 v v
(3) S‘Au._l]Ap‘]_ ;(r/p._lp.t\)‘

Si Quys 7 0 aussi bien que S, sont des affineurs généraux, nous
désignerons la connexion correspondante (2) par L, (Lie), en pré-
servant les dénominations V,, S,, W,, A, pour les cas particuliers
sulvants :

Vo (variété),  Qupui= Sp'«;\' =o,
Su (spazio), Qu)p.)\ =0, SP_;\' # o,
(6) it W, (Weylh), pr-‘l\:_Qw &p)s Sp:;:=o
(Qe n’est pas un vecteur gradient),

A, (affine), Quyy # 0 général, S)‘P‘f =o.

L’espace X,,, doué d’une de ces connexions, sera dit « la variété »
et désigné par la méme lettre que la connexion correspondante.

3. Les varietés V, et S, sont « métriques », ce qui signifie que le
tenscur « métrique » gy, a sa dérivée covariante nulle

(7 Dy gpn=o.

Dans ce cas, chaque affineur (a deux indices au moins) a trois

sortes de composantes, a savoir, les composantes covariantes, con-
trevariantres et mixtes par exemple

Pru=pB gar8p=p" ap=p"% gar (")

Chaque vecteur donne naissance a un scalaire : « le module » ou
« la longueur »

0=V gap vh ok =V gAk o) 0, = Voh oy,

Dans ce qui suit, nous supposerons, sauf avis contraire, que la
forme quadratique (¢)* est définie positive pour n’importe quel
vecteur. Le vecteur au module =1 sera dit « le verseur ». Nous dési-
gnerons les verseurs par &, j¥, IY, .... L’angle ¢ de deux vecteurs ¢¥

(1) Or pour éviter toute ambiguité, il faut accentucr la place des indices. C’est ce
que nous faisons partout en affectant les points en bas, ou en haut.
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et ¥ est’défini par
&np. #* Wit

(8) COSQ = ~————————
Vot oy /B wg

Quant a la variété W, la métrique n’y est définie qu'a un facteur
multiplicatif prés. En effet on a toul d’abord

(9) Dy, & =—Qu 8w
et en posant
- = J
(10) S\ = P& Q= Q)“—d—leogp,
on trouve

DpBw=—Quan-

4. L’affineur aux composantes

’ WV
I‘ . ()I‘ICI) dl T + lv ’ I\l l"l I‘“
o = o T Py ap tam Tt aw

est « l'affineur de courbure » de la varieté. On a pour n'importe
quel vecteur ¢¥, ¢,

(1)

{ 2Dj Dy 0¥ =—Ry," o4 + 28,,% Da v/,

2Dy Dyyw; = Rmmvcv,—q— 2Swp_°‘ Dy w,.

Conformément a I'usage, nous désignerons par K .’ I'affincur de

wp?
courbure d’une variété métrique (V, ou S,). 1l donne naissance a
« la courbure » de la variété qui est le scalaire
I <

K=—_——1 govguK
(12) n(n—l)g 1 wuk/
L’affineur de courbure nous permet de distinguer encore parmi les
variétés déja mentionnées des cas spéciaux, a savoir

V=V, avec Kk = const, # o,
Lot R, (Raum) =V, avec K =y,
(6) E.(Euchdé)=A, avec R, =o.

5. Eiant donné un espace a m dimensions \,, dans L,, nous choi-
sirons, le long de X,,, n champs vectoriels linéairement indépen~
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dants e" (J=1, . ., n) (de telle maniere que les champs PV ceny &

m
soient lanoents a X, tandis que les champsev, ..., ¢ ne le soient
Ill+| n

pas) et nous en construirons n champs vectoriels covarants éx d’apres
(13) Vog= A

13) 4/5 ey=AY

Cela etant, nous posons

S
B;:\:-——y::; (f=m~+1, ,n),

(13")
? ’ v ? ?
By [ =B}'BJ...B)
et définissons « la X, — composante » ¢;* 4 d’'un affinenr ¢} 3¢
p
de L, a I'aide de
'y '4 3 1,, ‘4 2q %
n tp BA, Ipl A Y3, Bp
Sila X, — composante d’un affineur est egale a cet affineur, nous

dirons que celui-ci se trouve dans X,. La connexion L, induit
dans X, une autre connexion du méme genre, ainsi que nous obte-
nons une variete L,,. La X,, — composante de la derivee covariante
d’un affineur, situé dans L, est la dérivee covariante de cet affi-
neur. En designant par D, le vecteur symbolique de la derivée cova-

riante dans L,, on a donc pour n'importe quel affinear ¢}
9
dans L,

(14) D o’ ‘=Y b Sy n g

[2
TR T oy Xqty Ay (‘51 p

L’affincur de torsion de L, étant S,.’, on trouve qu'il est la X,
composante de l'affineur S,

’ [
(15) SA V= %yf‘; aﬁv'
L’affineur
(16) Bp.) D.B ﬂ

sera dit « I'affineur fondamental » de L,,. En posant

S f
(17) hyy = ng Dy e, } p-{i * Da ep
on a

J
(17") prz—hu,;' (f=m—+1, . ,n)
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et
aBq..v__qreeV R
(18) ByiSap =800 —Hy
ou bien
, S
(19) Byt Soif = hyny ().

Si ¢¥(wy,).est un vecteur dans L,,, on trouve a cause de (13) et (14)

B“D V= D v'+v7\H
(14")

BpL Dy :_DP_W”A -+ wy L,.l )
Il s’ensuit pour n’importe quel vecteur w” () dans L,

’ y Loy
, wi Dy, v":w!ll)phv"#—wu vAHM,
(14 , _v
ol Dy, wy = ob- Dp. wy =+ o wy Lp.)\.

Soit RmM I'affineur de courbure de L,,. On trouve I'équation de
Gauss genéralisée

aBYY B e
(21) Bwp.)i) Ra{iy - h,wpfh ZB H my.]A ki

avec
- s e J
(22) wa = B:ﬁg DaHB;,"—- (D(,, hm) e — Uy’ by + hyy e" By, eB Dy eg
TR ;o o
(e, f=m=+1,...,n).

S’il s'agit d’une variété métrique (), I'équation (21) peut s’écrire

(1) Ici

En général, la supposition faite sur les indices grecs nous permet d'adjoindre 3
chaque affineur v};“"{'l les scalaires
Moo P

ag Y a" B Vv
(20) v? T =ey ...ey ehM,  etpy 0,
I)l b 1 9, b', Aeihp
(%) Danc ce cas les vecteurs e¥, ..., e’ sont considérés comme verseurs orthogo-
1 m
naux, tangents a la variété m fois ¢étendue, et e, ..., e pcuwem étre considérés
m-1 n

comme verseurs orthogonaux et normaux a cette variété.
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aussi
%378 o [ 8
(21") Bmp_h Kapys = Kmmv— 2Bz H [opn, Sav:
Le scalaire K’

’ I )\ 7
(23) K'=— A= :ngg &P Ky

est « la courbure moyenne absolue » de la variété & m dimensions,
tandis que le scalaire
—— 1 pWBAY 43
K= m(m—1) Bapya &8 gBy Keopry

est sa « courbure forcée ».

CHAPITRE II.

INVARIANTS D'UNE COURBE.

1. Supposons un espace n fois étendu, doué d’'une connexion
métrique avec torsion,

w1 0\ , 98 9§ v ”
(1 U= 2gV°¢<dﬂL -+ e ()xa) +Su — & 3(@“83;-&—5’“5%‘),

et imaginons dans cette variété une courbe C aux équations para-
métriques,
) z¥ = 2V(t).

Le parametre s, défini moyennant
¢ D e
3) s=f V& dat dzi,
to

. . dxv
sera dit « I'arc » de C. 1l s’ensuit que —5 = est un verseur (tan-

gent a G). On peut s’en servir pour introduire le symbole D de la
dérivée covariante le long de C,

€] D = Dy,
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ainsi que 'on a pour n'importe quel vecteur ¢v, défini le long de G,

Ao dvy \
(5) DoV = % -+ l‘;p oA B Doy = -Ts" — 1‘,"le vy 1.

Si V¥ est un champ versoriel le long de G, on a
(6) ‘]p' D ]}’-: (]

f . . o
et par ¢conséquent ;¥ est orthogonal a D",

2. Supposons maintenant un champ versoriel J¥ paralléle a lui-
méme le long de G,
L DI
(7) DJ':—EA—I,'[,.J' b= o.
Il s’ensuit que 'on a au voisinage suffisamment petit du point régn-

lier P(s = o),

(8) Iv(s) =¥v(0)—s(I3, 0w ),

) ar’
+ 3 <— il VT S L DO N —(f—llﬁ)o_‘_

2! ds ap 1w s
Imaginons d’autre part un champ versoriel ;¥ le long de C,

(9) f"<~*>=f“<°>+s<%i%>o+ ; (%L)“’

2!
et désignons par a(s) I'angle des verseurs JV(s) et j¥(s),
cosa(s) =Jr(s)j(s).
On a donc d’aprés (8) et (g),

2

(10) cosa(s) = cosa(o) + s(JADj) Yo+ ;T (D2 )+ .
= 31| A1)+ 50100+ & D2 .

Ce développement, que nous utiliserons bientdt, est formellement
le méme que dans un espace euclidien, o le symbole de la dérivée
covariante égale le symbole de la dérivée ordinaire.

3. Posons maintenant.

(11) w(s)=j"(s), (o) =v(0)=1I"(0).
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Dans ce cas a(s) = a, est l'angle du verseur que 'on obtient, en
deplagant parallelement le verseur tangent t/(0o) en P(o) de P(0)
en P(s), et du verseur tangent ¢(s) en P(s). [l mesure dans un cer-
tain sens « la déviation » de la direction tangente de C. Parce qu’on

a, d’apres (6),
(0") M Dy =o,
on en dednit

(6" (D) (Dgy) =—12D2 gy,

et par conséquent I'équation (10) nous donne
(12) cosa(s)=1— —[(DL)\)(DI)\)]0+ .
1

d’ou l'on deduil, en supprimant l'indice o,
da
(13) —= =\ (Dr*) (Dn)
D’autre part, en designant par 1¥ le verseur dans la direction du

vecteur D¢¥ et par & la longueur de DY on a
1

(114) Dwv= k.

12
En comparant (13) et (14), on parvient a

da

(13) Z =k

Nous appellerons « premiére courbure » de C le scalaire k et
1

« premier verseur normal » de C le verseur ¥ qui en raison de (6)

est orthogonal a /. S1 k= o0, on a Di=o et C résulte autoparalléle.
1

Supposons 11'76 oetn >a2. Dans ce cas, le vecteur DL" qui est

orthogonal a l" [d’apres (6)] définitavec ¥ et lV un trivecteur t” tA DI.”"

Nous demgnerons par L" le verseur, situé d.ms ce trivecteur, et ort o-

gonal a ¢ et V. Clest « le deuxieme verseur normal » de C. On a don¢
2
(16) Div=bv’+ biv+ b,
2 1 22 13
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avec

) =— l')* Dl:)‘.
2 2 3

(16) b=dDiy=—NDi=—k, b=
1 2 2 2

ADi=o, b=0D
1 3 k]

[
2 2

Le coefficient b est étroitement lié a ’angle, compris entre ¥ et ¥,
1

9

Construisons le champ paralléle en partant du vecteur J¥(o) = i*(0)
2

et désignons par a(s) 'angle des verseurs J et i¥. La relation
5 3

da

(17) ==

définit « la deuxiéme courbure » de C. Pour l'exprimer en fonction
de b, posons en raison de (10) et (16')

(18) cosz:(s) = ;7(0) ['z")\(o)+ s(D:;)\)0+. . .]= cosa(o) + s(g)\ Dz')‘)+. ..
= cos?(o)——s(b) +....
o

9

En supprimant I'indice o, on en déduit en toute rigueur a cause

de (17) 4
a

2 — —
(19) 2 =k=b,

de sorte que 'on peut écrire pour (16)

DiV=—k v+ k.
2 1 23

En poursuivant ce procédé plus loin, on obtient les formules de
Frenet (1),

(20) Div=— £k o +4k (a=1,...,n),
a a—1 a—1 a a+!
ou
M=, k=k=o.
1 0 n

On appelle ¢, i, ..., i le premier, ..., le (n —1)"*™® verseur nor-
2 8 n

mal de C et les scalaires £, ..., & la premiére, ..., la (n — 1)iem®
1 n—1
courbure de C.

(') Voir [8], [71] pour V,. Aussi [60] et [75].
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Si toutes les courbures sont 3£ 0, nous dirons que la courbe C est

générale.
Dansce cas, tous les vecteurse', ..., i, mutuellement orthogonaux
I n

et par conséquent linéairement indépendants, sont bien définis. Pour
le cas £ = o (m< n —1) voir plus loin.

n

4. Retournons au systéme (20) en l’envisageanlt comme systéme
des formules de Frenet pour le champ versoriel . Dans ce cas,
o
on ne tient pas compte du fait que " soit le verscur tangent de G
I

et par conséquent, étant donné un champ versoriel I¥ le long de C,
1

qui n’est pas tangent a G, on peut déduire aussitot le systéme
correspondant des formules de Frenet, a savoir

(20") Dl"——l\ v+ KI (a:l,...,n;K:h:o).
0

a—l a—\ a a+1\ n

Par analogie, on appelle « courbures du champ IV » les sca-

laires K. ..., K. D’autre part, les champs versoriels [" R IV étant

ll-—-l

orthogonaux a I, on les désigne comme « verseurs normaux » du
1
champ IV Si par hasard K (m<n —1) est la premiére des cour-

bures K ..., K qu s'annule le long de C, le systéme (20') se

m

réduit a a

(20") D]V——K Iv+K I (a:l,___,yn;K:K—_—-_o)_

a—1 a—1 a a+1 0 m

Dans ce cas, n'importe quel champ versoriel [V, orthogonal au m vec-
1+m

teur I, .. IM, donne naissance a un autre systéme de formules de

1 m

Frenet,

" v=—K I +K I b= coon; K=k=o)
(20") Dl —1b—1+bb+1 ( m+1, ...,n; 5 ln\ o)

[Cette remarque nous permet d’envisager le cas, oa k, soit la pre-

m
miére courbure de C, est égale a zéro. Dans ce cas, les formules de
Frenet se réduisent a (20) pour « =1, ..., mel k=k =o,et l'on
0 m

peut construire un champ ¥ orthogonal au m-vecteur z“' cey Mot

m-—+1 m

les formules correspondantes (20")].

MEMORIAL DLCS SC. MATH. — N° 63, 9
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Le systéme (20)’ (pour I"il“) nous permet de simplifier le sys-
1 1

téme différentiel qui définit le parallelisme le long de C. En effet,
étant donné un champ ¢¥, parallele a lui-méme le long de C

Do’ .
(21) DVV:_F(:-_ +l‘:\p_"' W= o,

en introduisant les scalaires

v =17 p) (v": va Ivy,
a a

ona
a
Dyv= ‘_l_v__]~'+ va DI’ = 0,
ds o a

c’est-a-dire

det \

P ——pa-1 K +petK.
(22) ds a—\ a
Ce systeme ne contient que n — 1 coefficients K, ..., K, tandis
1

n—1

que le systéme (21) en a n*, savoir (I}, 2%) (').
La théoric des systemes differentiels linéaires nous apprend, en
Y | )
raison de (22) :

St Uon connalt un champ versorwel le long de G aux cour-
bure constantes # o, lintégration du parallélisme le long
de C n’exige que des opérations algébriques.

Nous nous servirons de (22) pour résoudre le probléme suivant :
Etant donné un systéme de »— fonctions analytiques, holo-
morphes K(s)(w=1, ..., n —1) on a a tvouver le long d’une

W
courbe donnée C un champ I¥ ayant ces fonclions pour eourbuves.
1
Construisons a cet effet avant tout n champs vectoriels J¥(s), mutuel-
n

lement orthogonaux ct paralleles a eux-némes le long de C ainsi

que n intégrales particuliéres lineairement mdépendantes Iz', et
du systeme ’ ‘
d: =—h ¢+ +K 1.
a_&: a—1 a—1 a a+1
- I .

(1) Vour [ 38], [57].
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On peut choisir ces mlegrales de maniére que

n

a «d
det Je|=r, E 1= 8.y
b aaa

et par conséquent ausst

Ccla etant, posons

11 s’ensuit non seulement

Dv=—h I’ + I’ K,
a

a—1 a—1 a+l a
mais aussi
VI, = 8,45
ab

Or, la solution du probleme en question est fournie par le champ

«
|'=J'L,
1 a 1

tandis que IY, ..., I¥ sont ses « verseurs normaux ».
2 n

3. Les courbures d’une courbe génerale forment I'analogie a ce
qu’on appelle dans la théorie classique « un systéme complet » de
invariants de C Pour le demontrer, il suffit manifestement de faire
voir que ce systéme définit (a la position prés) une courbe, dont
k, ..., k sont les courbures (').

! n—1

Quant aux courbes qui1 ont les mémes courbures, sans avoir une
tangente commune, on ne peut les comparer en géneral, le paralle-
lisme n’etant pas absolu dans notre variete.

Or, on ne peut pas dire au sens precis du mot que les cour-
bures (23) forment un syst¢éme complet des invariants de C, car
c’cst encore la courbure de la variété le long de C, qui peut jouer
un réle important dans la théorie des invariants de la courbe exa-
minee.

(') Vour plus loin la demonstration du probleme analogue.
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En résumé, nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Etant donné un systéeme (23) de fonctions holomorphes dans S,
ce systéme définit une courbe qui :

a. Passe par un point P choist as bitrairement;
b. En avant un repére orthogonal (o). prescrit d’avance
a
en P;
c. Et les fonctions (23) pour courbures le long d’elle.

Pour la démonstration de ce théoreme. voir la fin du n° 11.

6. Etant donnee une congruence des courbes, au verseur tan-
’
genl Y= "(x), on peut manifestement construire la derivée cova-
1

riante de ¢’(z) le long d’une direction arbitraire. Or, si I'on choisit
un verseur arbitraire j¥(z). on parvient aux formules de Frenet pour
la congruence dans la direction j¥(.x), savoir

(24) ‘]'P-Dp_l"‘=-——k V+kv (a=1, ..., n, k=k=o),
a a—ia—t aa+i A} n
en oblenant ainsi les courbures et les verseurs normaux de la con-
gruence pour la direction j¥(). On peut toujours trouver une telle
direction j*, pour laquelle £ = o. En effet, le systéme des equations
I

J*Dyvv=o0
1

a toujours une solution ;Y% o, parce que laffineur D ¥ est du
rang << n & cause de

(Dp ')y =o.

Une telle direction s’'appelle « direction principale » de la con-
gruence (').

Remarque. — Les formules de Frenet donnent naissance aux
formules
(25) (jPDp_)Pl":k...k v+ Pv (psn—i),
1

1 p p+t P

(1) Vour [22], [31] et [70]. Cf aussi [78].
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o 7 .
valables pour jY=1%, toutes les fois que les courbures sont £ o.

Le vecteur P est situé dans le p vecteur osculateur . . .M
» 1 P

11.

7. Nous nous proposons maintenant de trouver les invariants
d’une courbe dans l'espace n fois étendu, doué d’'une counnexion de
M. Weyl. Dans une telle variété, la métrique est donnée a un fac-
teur multiplicatif prés

(26) Eru=p&rp.

Ewant donnée une courbe G, #¥=2"(t), nous trouverons avant
tout un tenseur Gy,, du rang »n, dont la dérivée covariante s’annule
le long de G

dcW
et qui est invariant par rapport a la transformation (26). Dans ce qui
suit, nous restreindrons notre recherche sur les courbes, dont les
vecteurs

(27) [ d-—-’ v =0, o= B8ypv, ceey oV = 0pY,

1 d 2 1 3 2 n n—i
sont linéairement indépendants, de sorte que le déterminant de leurs
composantes est %0, et nous désignerons sa valeur réciproque
par w. C’est unc densité, du poids 1. D’autre part, on peul cons-
truire une autre densité, ayant le méme poids 1, mais indépendante
de la connexion, la racine carrée du determinant du tenseur g;,, qui

par hypothése est du rang n 1

vE =g’
Cela étant, on constatelfacilement q:xe le tenseur ' SEVICE DE
2 w__0logvg\ | 2 \
) g, (1 D) ae (2} o MATHEMA1IQUES
Vg /1=t

jouit des propriétés mentionnées plus haut.

(') Voir [45).












